
Μετά το τέλος της µελέτης του 1ου κεφαλαίου, ο µαθητής θα πρέπει

να γνωρίζει:

 Τον ορισµό της συνάρτησης και τον τρόπο εύρεσης του πεδίου ορισµού της.

 Τις πράξεις µεταξύ συναρτήσεων, τις γραφικές παραστάσεις βασι-
κών συναρτήσεων και τους ορισµούς της µονοτονίας και των ακροτά-

των συνάρτησης.

 Την έννοια του ορίου µιας συνάρτησης, τον τρόπο υπολογισµού του και
τις ιδιότητές του.

 Τον ορισµό της συνεχούς συναρτήσης.

 Τον ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης f σε σηµείο xo, τη γεωµε-
τρική της ερµηνεία και τον τρόπο υπολογισµού της.

 Τον ορισµό της παραγώγου συνάρτησης, τους κανόνες παραγώγισης
και τον τρόπο εφαρµογής τους στην εύρεση του τύπου της.

 Τον τρόπο εφαρµογής των κανόνων παραγώγισης για την εύρεση της
µονότονίας και των ακροτάτων µιας συνάρτησης.

Συνοπτική θεωρία:

 Ισότητα συναρτήσεων: 


⇔ 
 f g

f(x) = g(x)
f = g

A = A
 Πράξεις µε συναρτήσεις:

•  Συνάρτηση άθροισµα: S = f + g, µε S(x) = f(x) + g(x), x ∈ Af ∩ Ag
•  Συνάρτηση διαφορά: D = f - g, µε D(x) = f(x) – g(x), x ∈ Af ∩ Ag
•  Συνάρτηση γινόµενο: P = f · g, µε P(x) = f(x) · g(x), x ∈ Af ∩ Ag

•  Συνάρτηση πηλίκο: ∈ ∩ ≠f g

f f(x)
R = , µε R(x) = , x A A και g(x) 0

g g(x)

 Ιδιότητες ορίων: Εφ’ όσον υπάρχουν τα 
→ ox x
lim f(x)  και 

→ ox x
lim g(x) , ισχύουν:

1. 
→ →

⋅ ⋅
o ox x x x

lim [k f(x)] = k lim f(x) 2. 
→ → →o o ox x x x x x
lim [f(x) ± g(x)] = lim f(x) ± lim g(x)

taexeiola.blogspot.com

http://taexeiola.blogspot.com/


3. 
→ → →

⋅ ⋅
o o ox x x x x x

lim [f(x) g(x)] = lim f(x) lim g(x) 4. →

→
→

o

o

o

x x

x x
x x

lim f(x)f(x)
lim =

g(x) lim g(x)

5. 
→ →

 
  o o

v
v

x x x x
lim [f(x)] = lim f(x) 6. 

→ →o o

v v
x x x x
lim f(x) = lim f(x)

 Συνέχεια συνάρτησης σε σηµείο xo:

     •  f συνεχής στο 
→

∈ ⇔
o

o f ox x
x A lim f(x) = f(x )

 Η έννοια της παραγώγου:

 •  Ορισµός  
→

o o
o h 0

f(x +h) - f(x )
f΄(x ) = lim

h
•   Η f΄(xo) παριστάνει:

α. την κλίση της εφαπτόµενης ευθείας της γραφικής παράστασης

της f στο σηµείο (xo, f(xo)).

       β. Το ρυθµό µεταβολής της συνάρτησης f ως πρός x όταν x = xo.

•  Στιγµιαία ταχύτητα σώµατος που κινείται ευθύγραµµα:

υ(t) = s΄(t)

•  Στιγµιαία επιτάχυνση σώµατος που κινείται ευθύγραµµα:

α(t) = υ΄(t) = s΄΄(t)

 Παράγωγος συνάρτησης - Κανόνες παραγώγισης:

Α. Κανόνες παραγώγισης βασικών συναρτήσεων:

1. (c)΄ = 0 2. (x)΄ = 1 3. (xν)΄ = νxν-1 4. 
1

( x )' =
2 x

5. (ηµx)΄ = συνx 6. (συνx)΄ = – ηµx 7. 2

1
(εφx)' =

συν x

8. 
2

1
(σφx)' = -

ηµ x
9. (ex)΄ = ex 10.  

1
(lnx)' =

x
Β. Παράγωγος και πράξεις:

1. (cf(x))΄ = cf΄(x) 2. (f(x) ± g(x))΄ = f΄(x) ± g΄(x)

3. (f(x)g(x))΄ = f΄(x)g(x) + f(x)g΄(x) 4. 
 
 
 

2

f(x) f'(x)g(x) - f(x)g'(x)
' =

g(x) [g(x)]

Γ. Παράγωγος σύνθετων συναρτήσεων: (f(g(x)))΄ = f΄(g(x))g΄(x)

1. (φ(x)ν)΄ = νφ(x)ν–1φ΄(x) 2. ( ) φ'(x)
φ(x ) ' =

2 φ(x)
3. (ηµφ(x))΄ = συνφ(x) · φ΄(x) 4. (συνφ(x))΄ = –ηµφ(x) · φ΄(x)

5. 2

φ'(x)
(εφφ(x))' =

συν φ(x)
6. 2

φ'(x)
(σφφ(x))' = -

ηµ φ(x)

7. (eφ(χ))΄ = eφ(χ)φ΄(x) 8. 
φ'(x)

(lnφ(x))' =
φ(x)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

11.Βήµα 1ο     Μαθαίνουµε τις αποδείξεις

•  ΘΕΩΡΙΑ 1:

Να δείξετε ότι η παράγωγος της σταθεράς συνάρτησης f(x) = c ισούται µε 0.

Απόδειξη:

Για h 0≠  έχουµε:  
h 0 h 0

f (x h) f (x) c c
f '(x) lim lim 0

h h→ →

+ − −= = =

•  ΘΕΩΡΙΑ 2:

Να δείξετε ότι η παράγωγος της ταυτοτικής συνάρτησης f(x) = x ισούται µε 1.

Απόδειξη:

Για h 0≠  έχουµε:

h 0 h 0 h 0

f (x h) f (x) x h x h
f '(x) lim lim lim 1

h h h→ → →

+ − + −= = = =

•  ΘΕΩΡΙΑ 3:

Να δείξετε ότι: (cf(x))΄ = cf΄(x)

Απόδειξη:

Έστω η συνάρτηση: F(x) = cf(x). Τότε για h 0≠  έχουµε:

( )
h 0 h 0

h 0 h 0

F(x h) F(x) cf (x h) cf (x)
cf (x) ' F'(x) lim lim

h h
f (x h) f (x) f (x h) f (x)

lim c clim cf '(x)
h h

→ →

→ →

+ − + −= = = =

+ − + − = = =  

•  ΘΕΩΡΙΑ 4:

Να δείξετε ότι: (f(x) + g(x))΄ = f΄(x) + g΄(x)

Μαθαίνουµε

τις αποδείξεις
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12. Μαθαίνουµε τις αποδείξεις Βήµα 1ο

Συναρτήσεις

Απόδειξη:

Έστω η συνάρτηση: F(x) = f(x) + g(x). Τότε για h 0≠  έχουµε:

( )
h 0 h 0

h 0 h 0 h 0

F(x h) F(x) f (x h) g(x h) (f (x) g(x))
f (x) g(x) ' F'(x) lim lim

h h
f (x h) f (x) g(x h) g(x) f (x h) f (x) g(x h) g(x)

lim lim lim
h h h h

f '(x) g'(x)

→ →

→ → →

+ − + + + − ++ = = = =

+ − + − + − + − + = + =  
= +
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13.Βηµα 2ο Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά”

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

Να λύσω τις ασκήσεις:

Σελ. 17:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 6, 7

Σελ. 18:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 8, 9 Β΄ Οµάδας 2, 3, 5

Σελ. 26:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 1, 3

Σελ. 27:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 5

Σελ. 36:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 16

Σελ. 37:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 17, 21, 22 Β΄ Οµάδας 1

Σελ. 38:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10

Σελ. 45:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 1, 3, 6, 9, 10

Σελ. 46:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 2, 3, 4, 6

Σελ. 47:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 8, 10

Σελ. 48:  Γενικές Ασκήσεις  2, 3

Β.  Από το βιβλίο “Μαθηµατικά γενικής παιδείας

Γ’ Λυκείου”, (εκδόσεις “ΟΡΟΣΗΜΟ”)

Να διαβάσω τις λυµένες ασκήσεις:

Σελ. 17 - 20: 2, 5, 7

Σελ. 41 - 42:  2, 5

Σελ. 52 - 56: 1, 4, 6, 7, 9

Να λύσω τις ασκήσεις:

Σελ. 31 - 36: 6, 8, 9, 11, 17, 19, 21, 24, 28, 30, 33, 36, 38, 43, 45, 48, 50

Σελ. 45 - 46: 1, 4, 5, 8, 9, 11

Σελ. 68 - 74: 20, 25, 28, 36, 39, 48, 49, 57, 60, 79, 84, 89

Σελ. 87 - 89: 3, 5, 11, 14, 19, 23, 24

Να λύσω τα προβλήµατα:

Σελ. 37 - 38:  53, 55, 58, 61, 66

Σελ. 90 - 92: 31, 35, 39, 44, 48, 49

Επαναλαµβάνουµε

τις ασκήσεις - κλειδιά
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14. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

1. Εστω η συνάρτηση f µε τύπο:  
,

 ≤



22x - 1 ,x 2
f(x) =

3x - α x > 2

α. Nα βρεθεί το x ∈∈∈∈∈ R ώστε η γραφική της παράσταση της f να διέρχεται

από το σηµείο Α(3,4).

β. Να βρεθούν τα διαστήµατα στα οποία η f είναι θετική.

Λύση:

α. Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σηµείο Α(3,4) , άρα:

f (3) 4 3 3 4 5= ⇔ ⋅ −α = ⇔ α =

β. Για x 2≤  έχουµε: 
2 2 1 2 2

f (x) 0 2x 1 0 x x x
2 2 2

> ⇔ − > ⇔ > ⇔ < − η >

Για x > 2 έχουµε: 
5

f (x) 0 3x 5 0 x
3

> ⇔ − > ⇔ >

Άρα f(x) > 0 για 
2 2

x , ,
2 2

   
∈ −∞ − ∪ +∞         

2. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

2 x

3x
f (x)

(x 1)(e 1)
=

− +
α.

2

3(x 1)
g(x)

(x 1)(x 3)

−=
+ −

β.   2

x 2
h(x) ln(5 x)

x 4

+= − −
−

γ.

Λύση:

α. Πρέπει: 
2

2 x
xx

x 1
(x 1)(x 1) 0x 1 0

(x 1)(e 1) 0 x 1
e 1e 1 0

x R

≠
− + ≠ − ≠  − + ≠ ⇔ ⇔ ⇔ ≠ −  ≠ −+ ≠   ∈

Άρα: fA R { 1, 1}= − − +

Λύνουµε

περισσότερες

ασκήσεις
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15.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

β. Πρέπει: 
2 2

2 x Rx 1 0 x 1
(x 1)(x 3) 0

x 3x 3 0 x 3

∈ + ≠ ≠ − 
+ − ≠ ⇔ ⇔ ⇔   ≠− ≠ ≠  

Επίσης:

 
2

2

3(x 1)
0 3(x 1)(x 1)(x 3) 0 (x 1)(x 3) 0 x 1 ή x 3

(x 1)(x 3)

− ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ − − ≥ ⇔ ≤ ≥
+ −

Άρα το πεδίο ορισµού της g είναι το : gA ( ,1] (3, )= −∞ ∪ +∞ .

γ. Πρέπει να ισχύουν συγχρόνως : 
2x 4 0− ≠  , x 2 0+ ≥   και 5 x 0− > .

Είναι 
2

x 2 0 x 2

x 4 0 (x 2)(x 2) 0

x 2 0 x 2

+ ≠ ≠ − 
 − ≠ ⇔ + − ≠ ⇔ ⇔και και 
 − ≠ ≠ 

Επίσης: x 2 0 x 2+ ≥ ⇔ ≥ −  και  5 x 0 x 5− > ⇔ < . Άρα το πεδίο ορισµού της h

είναι το : hA ( 2,2) (2,5)= − ∪ .

3. Να υπολογίσετε τα όρια:

α. ( )2

x 2
lim 3x - x - 3
→

β. 

2

x  -1

x + x
lim

x +1→
γ.  

3 2

x  1

x x 9x 9
lim

x 1→

− + −
−

δ. ( )
π

x
4

lim ηµx + συνx -1
→

ε. 
x  -1

x + 2 -1
lim

x +1→

Λύση:

α. ( )2 2

x 2
lim 3x x 3 3 2 2 3 11
→

− − = ⋅ − − =

β. 

0
2 0

x 1 x 1 x 1

x x x(x 1)
lim lim lim x 1

x 1 x 1→− →− →−

+ += = = −
+ +

γ.

3 2 2 2
2

x 1 x 1 x 1 x 1

x x 9x 9 x (x 1) 9(x 1) (x 9)(x 1)
lim lim lim lim(x 9) 10

x 1 x 1 x 1→ → → →

− + − − + − + −= = = + =
− − −

δ. ( )
x

4

2 2
lim x x 1 1 1 1

4 4 2 2π→

π πηµ + συν − = ηµ + συν − = + − =

taexeiola.blogspot.com



16. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

ε. 
x  -1 x  -1 x  -1

x 2 1 ( x 2 1)( x 2 1) x 2 1
lim lim lim

x 1 (x 1)( x 2 1) (x 1)( x 2 1)→ → →

+ − + − + + + −= = =
+ + + + + + +

x  -1 x  -1

x 1 1 1
lim lim

2(x 1)( x 2 1) ( x 2 1)→ →

+ = =
+ + + + +

4. Αν 
→ 0x  x

lim f(x) = 10 να βρείτε το g(x)lim
0

x x →
 όταν:

α. g(x) = 3f(x) - 1 β. g(x) = 3f(x) + 6  γ. ≠f(x)
g(x) = f(x) 5

f(x) - 5

Λύση:

α. 
o o ox x x x x x

lim g(x) lim[3f (x) 1] 3 lim f (x) 1 3 10 1 29
→ → →

= − = − = ⋅ − =

β. 
o o ox x x x x x

lim g(x) lim 3f (x) 6 3 lim f (x) 6 3 10 6 6
→ → →

= + = + = ⋅ + =

γ. o

o o

o

x x

x x x x
x x

lim f (x)f (x) 10
lim g(x) lim 2

f (x) 5 lim f (x) 5 10 5
→

→ →
→

= = = =
− − −

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x2 + αx, x∈∈∈∈∈R, α∈∈∈∈∈R. Να βρείτε την f΄(1) µε τον

ορισµό της παραγώγου. Κατόπιν να προσδιορίσετε το α∈∈∈∈∈R ώστε ο ρυθµός

µεταβολής της f ως προς x όταν x = 1 να είναι ίσος µε 5.

Λύση:

2 2

h 0 h 0

f (1 h) f (1) (1 h) (1 h) (1 1)
f '(1) lim lim

h h→ →

+ − + + α + − + α ⋅= = =

2

h 0 h 0 h 0

h 2h 1 h 1 h(h 2 )
lim lim lim(h 2 ) 2

h h→ → →

+ + + α + α − −α + + α= = = + + α = + α

Ο ρυθµός µεταβολής της f ως προς x όταν x = 1 είναι ίσος µε 5 άρα:

f '(1) 5 2 5 3= ⇔ +α = ⇔ α =

6. Εστω ρόµβος που έχει τη µεγάλη διαγώνιο τετραπλάσια από τη µικρή. Να

βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού συναρτήσει της µικρής διαγωνίου δ

όταν δ = 3.
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17.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύση:

Έστω ∆ και δ η µεγάλη και η µικρή διαγώνιος αντίστοιχα.

Τότε: E
2

∆ ⋅δ
= , άρα: 24

( ) 2 0
2

δ ⋅δΕ δ = = δ δ >

Ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού συναρτήσει της µικρής διαγωνίου δ είναι:

Ε΄(δ) = (2δ2)΄ = 4δ. Για δ = 3 έχουµε: Ε΄(3) = (4 · 3) = 12.

7. Η θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα, δίνεται συναρτήσει του χρόνου από

τον τύπο  S(t) = (t + 1)2 + 5,  όπου το t µετριέται σε sec και το S σε µέτρα. Να βρείτε:

α. Τη µέση ταχύτητα του κινητού στο χρονικό διάστηµα [0, 5] sec.

β. Τη στιγµιαία ταχύτητα του κινητού, όταν t = 2,5 sec.

Λύση:

α. 
2 2

. .

. .

S S S(5) S(0) (5 1) 5 (0 1) 5 35
7

t t 5 0 5 5
τελ αρχ

τελ αρχ

− − + + − + −υ = = = = =
− −

m/s

β. ( )2(t) S'(t) (t 1) 5 ' 2(t 1)(t 1) ' 2(t 1)υ = = + + = + + = + . Άρα: υ(2,5) = 2(2,5 + 1) = 7 m/s

8. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x2 + 4x – 6, x∈∈∈∈∈R. Να προσδιορίσετε το σηµείο

Α της γραφικής παράστασης της  συνάρτησης f, στο οποίο:

α. Η εφαπτοµένη της σχηµατίζει γωνία 45ο µε τον άξονα x΄x.

β. Η εφαπτοµένη είναι παράλληλη µε την ευθεία: y = 2x + 7.

Λύση:

α. Είναι 2f '(x) (x 4x 6) ' 2x 4= + − = + . Έστω (xo, f(xo)) το ζητούµενο σηµείο.

Τότε: f΄(xo) = λεφ., άρα: 2xo + 4 = 1 ⇔ o

3
x

2
= −  ( διότι 45 1ο

εφ εφλ = εφ ⇔ λ =  ).

Επίσης: 

2
3 3 3 39

f 4 6
2 2 2 4

     − = − + − − = −          
, άρα: ( )o o

3 39
x ,f (x ) ,

2 4
 = − −  

.

β. Αφού η εφαπτοµένη είναι παράλληλη  µε την  ευθεία y = 2x + 7 είναι λεφ. = 2 .

Έστω (xo, f(xo)) το ζητούµενο σηµείο. Τότε: o o of '(x ) 2x 4 2 x 1εφ= λ ⇔ + = ⇔ = −

( ) ( ) ( )2
f 1 1 4 1 6 9− = − + − − = − . Άρα: (xo, f(xo)) = (–1, –9).
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18. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

9. Να  προσδιορίσετε τον αριθµό α∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση f µε τύπο:
x -x

x

αe + e
f(x) =

e + 1
 ,να  έχει εφαπτοµένη στη θέση xο = ln3, κάθετη στην ευθεία µε

εξίσωση y = - 3x + 3. Κατόπιν να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης.

Λύση:

Λόγω καθετότητας της εφαπτόµενης µε την ευθεία  y = - 3x + 3 ισχύει:

1
( 3) 1

3εφ εφλ ⋅ − = − ⇔ λ =

x x x x x x x x

x x 2

e e ( e e ) '(e 1) ( e e )(e 1) '
f '(x) '

e 1 (e 1)

− − − α + α + + − α + += = = + + 
x x x x x x x x

x 2 x 2

( e e )(e 1) ( e e )e e 2 e

(e 1) (e 1)

− − −α − + − α + α − −=
+ +

 , οπότε είναι :

ln 3 ln 3

ln 3 2 2

1
3 21 e 2 e 1 1 233f '(ln 3) 9 7 16

3 (e 1) 3 (3 1) 3 9

− α − −α − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ α − = ⇔ α =
+ +

ln 3 ln 3

ln 3

23 23 1
e e 3

9 9 3f (ln3) 2
e 1 3 1

−+ ⋅ +
= = =

+ +

Έστω  y = λx + β  η εξίσωση της εφαπτόµενης. Τότε:
2

3

1 e
2 ln3 ln

3 3

 
= +β⇔β =  

 
.

Άρα η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η : 
2

3

1 e
y x ln

3 3

 
= +  

 
.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = eαx.

α. Να δείξετε ότι: αf΄(x) - f΄΄(x) = 0, για κάθε x∈∈∈∈∈R.

β. Να βρείτε τις τιµές του α, ώστε να ισχύει η σχέση: f΄΄(x) + 2f΄(x) = 3f(x), για

κάθε x∈∈∈∈∈R.

Λύση:

α. Έχουµε: x x xf '(x) (e ) ' e ( x) ' e f (x)α α α= = α = α = α

και: 2f ''(x) ( f (x)) ' f '(x) f (x)= α = α = α  άρα: 2 2f '(x) f ''(x) f (x) f (x) 0α − = α −α =
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

β. Από το ερώτηµα (α) έχουµε:

f (x) 0
2 2

2

f ''(x) 2f '(x) 3f (x) f (x) 2 f (x) 3f (x) ( 2 3)f (x) 0

2 3 0 3 1

≠

+ = ⇔ α + α = ⇔ α + α − = ⇔
α + α − = ⇔ α = − η α =

11. Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και τα ακρότατα (αν υπάρχουν) της

συνάρτησης f µε τύπο f(x) = (2x - x2)ex.

Λύση:

Έχουµε Αf = R και:

( )2 x 2 x 2 x x 2 x 2 xf '(x) (2x x )e ' (2x x )'e (2x x )(e )' (2 2x)e (2x x )e (2 x )e= − = − + − = − + − = −

xe 0
2 x 2f '(x) 0 (2 x )e 0 2 x 0 x 2

>
= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ±

.
Το πρόσηµο της f ΄ φαίνεται στον επόµενο πίνακα :

Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα απο τα διαστήµατα

( , 2 −∞ −  , )2, +∞  ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 2, 2 −  .

Η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x 2= −  και τοπικό µέγιστο στο x 2= .

Η τιµή του ελαχίστου είναι ( ) ( ) 2f 2 2 2 2 e−− = − − ,ενώ η τιµή του µεγίστου εί-

ναι ( ) ( ) 2f 2 2 2 2 e= −   .

12. Εστω η ευθεία y = x - 3. Βρείτε το σηµείο της ώστε το άθροισµα των τετραγώ-

νων των αποστάσεών του από τα σηµεία Α(1,1) και Β(1,5) να είναι ελάχιστο.

Λύση:

Έστω Μ(x,y) σηµείο της ευθείας. Τότε θα είναι  Μ(x, x - 3). Είναι

( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2(AM) (BM) (x 1) (x 3 1) (x 1) (x 3 5)+ = − + − − + − + − − =

2 2 2 22(x 1) (x 4) (x 8) 4x 28x 82 f (x) , x R= − + − + − = − + = ∈
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Συναρτήσεις

( )2f '(x) 4x 28x 82 ' 8x 28= − + = −    και   
7

f '(x) 0 8x 28 0 x
2

≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

απο όπου προκύπτει ότι η f έχει

ελάχιστο στο x = 7/2 το f (7/2 ) = 33.

Άρα το σηµείο της ευθείας που έχει ελάχιστο άθροισµα τετραγώνων των αποστάσεων

απο τα σηµεία Α και B είναι το 
7 1

M ,
2 2
 
  

.

13. Το κόστος κατασκευής x τεµαχίων ενός προϊόντος ηµερησίως µε 0 < x < 1000

δίνεται από τον τύπο:

2x
K(x) = + 50x + 50

2
  ευρώ.

Αν κάθε τεµάχιο πωλείται 2000 - x ευρώ, πόσα τεµάχια πρέπει να παράγονται

ηµερησίως, ώστε να έχουµε το µέγιστο κέρδος;

Λύση:

Το κέρδος από πώληση x τεµαχίων είναι:

2 2x 3x
P(x) x(2000 x) 50x 50 1950x 50, 0 x 1000

2 2

 
= − − + + = − + − < < 

 
Είναι

23x
P '(x) 1950x 50 ' 3x 1950

2

 
= − + − = − + 
 

Οπότε P '(x) 0 3x 1950 0 x 650≥ ⇔ − + ≥ ⇔ ≤ .

Κατασκευάζουµε τον πίνακα :

Άρα για να έχουµε το µέγιστο κέρδος πρέπει να παράγονται 650 τεµάχια ηµερησίως.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύνουµε

µόνοι µας

1. Εστω η συνάρτηση  f  µε τύπο: 

 <



≥

2x -αx, x 4

f(x) = βx +1
, x α

x - 3
α. Nα βρεθoύν τα α,β ∈∈∈∈∈ R ώστε Α

f
 = R και η γραφική παράσταση της f να

διέρχεται από το σηµείο Α(5,8).

β. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης µε τους άξονες.
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Συναρτήσεις

2. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α. 2x

2x 1
f (x)

( x 2)(e 1)

−=
ηµ − −

β. 

2

2 x

(x 1)
g(x)

(x 1)e

−=
−

γ. 
2

2

100 x
h(x)

ln x 4

−=
−
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

3. Να υπολογίσετε τα όρια:

α. 
2

2x 2 

x 5x 6
lim

x 4→

− +
−

β. 
3 2

x  10

x 12x 21x 10
lim

x 10→

− + −
−

γ. 
2x  2

x 7 3
lim

x 4→

+ −
−

4. Έστω f, g συνεχείς συναρτήσεις µε 
→ 0x  x

lim f(x) = 1  . Να βρείτε το 
→ 0x  x

lim g(x) όταν:

α. g(x) = 3[f(x)]2 – 1 β. 
f(x) - 1

g(x) =
f(x) + 1

Κατόπιν να υπολογίσετε το όριο 
→ o

2

x x
o o

2f (x) - g(x)
lim

f(x ) + g(x )
 στις περιπτώσεις (α) και (β).
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Συναρτήσεις

5. Αν f(x) = 1 + x  να βρείτε τα όρια:

α. 
x 1

f (x) f (1)
lim

x 1→

−
−

β. 2x 3

f (x) f (3)
lim

x 9→

−
−
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε 


≠





x - x
,x 0

f(x) = x + x
4α + 1 ,x = 0

 .

Αν 
→

2

x 1
lim(x + 6) = α , να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο x

0
 = 0.
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Συναρτήσεις

7. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = 4x2 + αx + 1, x∈∈∈∈∈R, α∈∈∈∈∈R. Να βρείτε την f΄(2)

χωρίς να χρησιµοποιήσετε κανόνες παραγώγισης. Κατόπιν να προσδιορίσετε

το α∈∈∈∈∈R ώστε η κλίση της εφαπτόµενης στο σηµείο (2,f(2)) να είναι ίση µε 8.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

8. Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού και του ύψους ισοπλεύρου τριγώ-

νου συναρτήσει της πλευράς του όταν αυτή ισούται µε 10.
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Συναρτήσεις

9. Η θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα, δίνεται συναρτήσει του χρό-

νου από τον τύπο 
3 2t 5t

S(t) = - + 6t - 1
3 2

, όπου το t µετριέται σε s και το S σε

µέτρα. Να βρείτε:

α. Tη µέση ταχύτητα του κινητού στο χρονικό διάστηµα [0, 4] s

β. Tη  στιγµιαία  ταχύτητα  του  κινητού, όταν t = 1 s.

γ. Tο συνολικό διάστηµα που διανύθηκε σε χρόνο 10 s.

taexeiola.blogspot.com



29.Βήµα 4ο    Λύνουµε µόνοι µας

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = 2x2 + xlnx. Να βρεθεί η εξίσωση της

εφαπτόµενης της γραφικής παράστασης στο σηµείο Α(1,f(1)).
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Συναρτήσεις

11. ∆ίνεται η f µε 
2x - 3

f(x) =
x

. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης της

γραφικής παράστασης της Cf της f. Kατόπιν να βρείτε τις συντεταγµένες

του σηµείου στο οποίο η εφαπτόµενη περνά από τo σηµείο (1,1).
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

12. Να προσδιορίσετε τους αριθµούς α,β∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση f µε τύπο
3αx + β

f(x) =
x

να έχει εφαπτοµένη παράλληλη στην ευθεία y = 3x και η

γραφική της παράσταση να διέρχεται από το σηµείο Α(2,2). Κατόπιν να

βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης.
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Συναρτήσεις

13. Έστω f, g παραγωγίσιµες στο R µε f΄, g΄ συνεχείς. Αν ισχύουν:

α. για κάθε x∈∈∈∈∈R: f΄(x) – g΄(x) = 4(x – 2) β. f(2) – g(2) = 0

να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις Cf, Cg δέχονται κοινή εφαπτόµε-

νη σε κοινό σηµείο. Κατόπιν να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης

και τις συντεταγµένες του σηµείου.
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14. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε 
x - xf(x) = e + e , x > 0 . Να δείξετε ότι:

΄
΄́

f(x) - 2f (x)
f (x) =

4x
  για κάθε x∈∈∈∈∈R.
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Συναρτήσεις

15. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x3e–x, x∈∈∈∈∈R. Να βρεθούν τα α, β, γ∈∈∈∈∈R

ώστε να ισχύει αf΄΄(x) + βf΄(x) + γf(x) = 12xe–x, για κάθε x∈∈∈∈∈R.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

16. Nα βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης f µε:
2συν2x

f(x) = + ηµ x
2

 στο [0,2π]
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Συναρτήσεις

17. Να µελετηθεί η µονοτονία και να βρεθούν αν υπάρχουν τα ακρότατα της

συνάρτησης  f µε τύπο: f(x) = x x - 3
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

18. Έστω συνάρτηση f µε f΄΄(x) = 2(3x + 1) για κάθε x∈∈∈∈∈R. Να βρεθεί η f αν

παρουσιάζει στο σηµείο (-1,f(-1)) ακρότατο και η Cf τέµνει τον άξονα y΄y

στο σηµείο Α(0,1).
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Συναρτήσεις

19. Έστω η παραβολή y = x2. Βρείτε το σηµείο της ώστε το άθροισµα των τετραγώ-

νων των αποστάσεών του από τα σηµεία Α(1,3) και Β(1,6) να είναι ελάχιστο.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

20. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο περιµέτρου 10 cm και x µια από τις οξείες γωνίες του.

α. Να εκφράσετε την υποτείνουσα του τριγώνου συναρτήσει του x.

β. ∆είξτε ότι η υποτείνουσα γίνεται ελάχιστη όταν το τρίγωνο γίνεται ισοσκελές.
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Συναρτήσεις

21. Το κόστος κατασκευής x τεµαχίων ενός προϊόντος ηµερησίως δίνεται από τον

τύπο Κ(x) = 5x + 500 €. Αν κάθε τεµάχιο πωλείται (1000 - 2x) €, πόσα

τεµάχια πρέπει να παράγονται ηµερησίως, ώστε να έχουµε το µέγιστο κέρδος

και ποιό θα είναι αυτό;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

22. Eστω η συνάρτηση f µε τύπο: f(x) = αx2 + βx +3, α, β∈R

α. Να βρεθούν τα α,β ώστε η εφαπτόµενη στο σηµείο Α(2,3) να σχηµατί-

ζει γωνία  45ο µε τον άξονα xx΄.

β. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης στο Α(2,3).
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Συναρτήσεις

23. α. Βρείτε ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού τέτοιο ώστε: f(2) = 4, f΄(1) = 3

και f΄΄(1) = 2.

β.Έστω οι συναρτήσεις f, g µε g(x) = (x3 + 1) f(x) + 2x. Αν f΄(0) = 4 να

βρείτε την g΄(0).
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Ελέγχουµε τη

γνώση µας

Θέµα 1ο

Α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f µε τύπο: 
2

2

2x - 2
f(x) =

(x - 1)(x + 1)

Β. Να βρεθεί το α∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση µε τύπο: 


≠




2

2

x - x - 20
, x ±4

f(x) = x - 16
5α - 2, x = 4

να είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 4. Είναι η f συνεχής για x ≠≠≠≠≠ 4;
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Συναρτήσεις

Θέµα 2ο

Α. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των παρακάτω συναρτήσεων:

α. f(x) = 2ηµx + lnx β. x

συνx
g(x) =

e + 1
γ. h(x) = lnx(x4 + x) δ. s(x) = ηµ(x2 + ex)

Β. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο 
2

x
f(x) =

x + 1
. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπ-

τόµενης στο σηµείο x0 = 4.

Θέµα 3ο

Α. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x3 + αx2 + βx. Να βρείτε τα α,β∈∈∈∈∈R

ώστε η f να έχει µέγιστο στο x0 = 2 και f΄΄(1) = 0.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Β.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 4x3 + x2 + 5x - 10 δεν έχει

ακρότατα και να βρείτε τη µονοτονία της.

Θέµα 4ο

Α. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x2 + λx + 2, λ∈∈∈∈∈R.

α. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης της γραφικής παράστασης της f

στο σηµείο Α(1,f(1)).

β. Να βρεθεί η τιµή του λ∈∈∈∈∈R ώστε η παραπάνω εφαπτόµενη να διέρχεται

από το σηµείο Β(2,-4).

γ. Να δείξετε ότι για κάθε λ∈∈∈∈∈R η εφαπτόµενη διέρχεται από σταθερό σηµείο.
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Συναρτήσεις

Β. Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης f µε τύπο:

 
 
 

2x 6
f(x) = ln +

x + 1 x + 1
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Μετά το τέλος της µελέτης του 2ου κεφαλαίου, ο µαθητής θα πρέπει

να γνωρίζει:

 Τις βασικές έννοιες της στατιστικής όπως πληθυσµός, δείγµα κ.λ.π.
καθώς και τις κατηγορίες των µεταβλητών.

 Τους ορισµούς της απόλυτης, σχετικής, και αθροιστικής συχνότητας.

 Τον τρόπο κατασκευής πινάκων συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτή-
των και των γραφικών τους παραστάσεων (Ραβδόγραµµα, ∆ιάγραµµα

συχνοτήτων, Κυκλικό ∆ιάγραµµα, Σηµειόγραµµα και Χρονόγραµµα).

 Τη διαδικασία της οµαδοποίησης των παρατηρήσεων σε ισοπλατείς
κλάσεις και την κατασκευή πίνακα συχνοτήτων, αθροιστικών συχνο-

τήτων και των αντίστοιχων Ιστογραµµάτων.

 Την έννοια της καµπύλης συχνοτήτων και τη µορφή της σε συγκεκριµέ-
νες κατανοµές.

 Τον ορισµό και τον τρόπο υπολογισµού των µέτρων θέσης και διασπο-
ράς µιας κατανοµής (µέση τιµή, σταθµικός µέσος, διάµεσος, εύρος, δια-

κύµανση, τυπική απόκλιση.) καθώς και τις ιδιότητες της τυπικής από-

κλισης στην κανονική κατανοµή.

 Τον ορισµό του συντελεστή µεταβολής και του οµοιογενούς δείγµατος.
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Τυπολόγιο

Σχετική  συχνότητα:  i
if , i 1, . . .,
ν= = κ
ν

Αθροιστική  συχνότητα:  1 1 i i 1 i , i 2...−Ν = ν και Ν = Ν + ν = κ

Αθροιστική  σχετική  συχνότητα:

i
1 1 i i 1 i iF f F F f , i 2, . . ., F , i 1, . . .,−

Ν= = + = κ = = ν
ν

και ή

Επίκεντρη  γωνία  κυκλικού  τοµέα: 
� o i

i if 360 360
νφ = ⋅ = ⋅
ν

Μέση τιµή: i i i i i
i 1 i 1 i 1

1 1
x t x x x x f

ν κ κ

= = =

= = ν =
ν ν∑ ∑ ∑

Σταθµικός  µέσος:  
i i

i 1

i
i 1

x w
x

w

ν

=
σ ν

=

=
∑

∑

∆ιάµεσος: 
1

2

x ν+δ =    αν ν = περιττός,  
1

2 2

x x

2

ν ν+
+

δ =   αν ν = άρτιος

Εύρος: max minR x x= −

∆ιακύµανση: 2 2
i

i 1

1
s (t x)

ν

=

= −
ν∑

2

i
2i 12 2 2

i
i 1

t
1

s t x x

ν

ν
=

=

  
    = − = − ν ν 
  

∑
∑

2 2
i i

i 1

1
s (t x)

κ

=

= − ν
ν∑

2

i i
i 12 2

i i
i 1

x
1

s x

κ

κ
=

=

  ν    = ν − ν ν 
  

∑
∑

Τυπική απόκλιση: 
2s s=

Συντελεστής µεταβολής: 
s

CV
| x |

=
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

49.Βήµα 1ο    Μαθαίνουµε τις αποδείξεις

•  ΘΕΩΡΙΑ 5: Να δείξετε ότι ισχύει: i)  f1 + f2 + f3 + ... + fk = 1 ,

iii) 0 f 1 , i 1,2, . . .,≤ ≤ = κ

Απόδειξη:

i) 
3 1 2 3 k1 2 k

1 2 3 k

...
f f f ... f ... 1

ν ν + ν + ν + + νν ν ν ν+ + + + = + + + = = =
ν ν ν ν ν ν

i
i iii) 0 0 1 0 f 1

ν≤ ν ≤ ν⇔ ≤ ≤ ⇔ ≤ ≤
ν

Μαθαίνουµε

τις αποδείξεις
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50. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά” Βήµα 2ο

Στατιστική

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

Να λύσω τις ασκήσεις:

Σελ. 79:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 4, 5, 7, 8

Σελ. 80:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 10, 11, 12

Σελ. 81:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 14 Β΄ Οµάδας 2, 4

Σελ. 83:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 7

Σελ. 100:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 3, 4, 5, 6, 7

Σελ. 101:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 9, 10, 12

Σελ. 102:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 17, 19, 20 Β΄ Οµάδας 1

Σελ. 103:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 2, 3, 4, 5

Β.  Από το βιβλίο “Μαθηµατικά γενικής παιδείας

Γ’ Λυκείου”, (εκδόσεις “ΟΡΟΣΗΜΟ”)

Να διαβάσω τις λυµένες ασκήσεις:

Σελ. 116 - 128: 1, 3, 4, 7, 9, 11, 12

Σελ. 168 - 172: 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8

Να λύσω τις ασκήσεις:

Σελ. 138 - 153: Ασκήσεις  6, 7, 11, 21, 27, 28, 30, 33, 38, 48, 51, 52, 55

Σελ. 180 - 190:  Ασκήσεις  5, 11, 12, 15, 30, 34, 36, 41, 44, 51, 55, 57, 59

Επαναλαµβάνουµε

τις ασκήσεις - κλειδιά
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

1. Οι παρακάτω αριθµοί είναι το πλήθος των τηλεφωνικών κλήσεων που

πραγµατοποίησαν σε µία µέρα  30 συνδροµητές.

Να κατασκευάσετε:

α. Tους πίνακες συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων.

β. Tο διάγραµµα συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο.

γ. Nα βρεθεί το ποσοστό των συνδροµητών που πραγµατοποίησαν:

1. τουλάχιστον 6 κλήσεις. 2. το πολύ 5 κλήσεις.

3. από 4 εως και 7 κλήσεις.

Λύση:

α. Ο πίνακας συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων είναι ο ακόλουθος:

β. Το διάγραµµα συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο είναι το παρακάτω:

Λύνουµε

περισσότερες

ασκήσεις
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Στατιστική

γ. Το ποσοστό των συνδροµητών που πραγµατοποίησαν:

1. τουλάχιστον 6 κλήσεις είναι: 5100% F % 100% 56,7% 43,3%− = − =

2. το πολύ 5 κλήσεις είναι: 5F % 56,7%=

3. από 4 εως και 7 κλήσεις είναι: 7 3F % F % 83,3% 46,7% 36,6%− = − =

2. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα και κατόπιν να κατασκευάσετε

το πολύγωνο των αθροιστικών συχνοτήτων.

Λύση:

Έχουµε: 4 4
4

4

N N 80
F % 100 100 100 200

F % 40
= ⇔ ν = = =
ν

Επίσης: 
1

1 1

F %
F 0,1 f

100
= = =  άρα:

1 1 1f 200 0,1 20ν = ⋅ν = ⋅ = = Ν  και 2 2f 200 0,075 15ν = ⋅ν = ⋅ =

Τότε: 2 1 2 20 15 35Ν = ν + ν = + = 3 3 2 80 35 45ν = Ν − Ν = − =

και 5 1 2 3 4( ) 200 130 70ν = ν − ν + ν + ν + ν = − =
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Στο διπλανό διάγραµµα φαίνεται το πολύγωνο των

αθροιστικών συχνοτήτων:

3. Σε κάποιους ασθενείς χορηγήθηκε ένα νέο αντιπυρετικό φάρµακο. Σε έλεγ-

χο που διενεργήθηκε ανά µία ώρα καταγράφηκαν τα ποσοστά των ασθε-

νών στους οποίους παρατηρήθηκε πτώση του πυρετού. Τα ποσοστά φαί-

νονται στον ακόλουθο πίνακα:

Να κατασκευασθεί το χρονόγραµµα των ποσοστών των ασθενών στους οποίους

παρατηρήθηκε πτώση του πυρετού καθώς και το χρονόγραµµα των ποσοστών

των ασθενών στους οποίους η θερµοκρασία δεν σηµείωσε πτώση.

Λύση:

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τα ποσοστά των ασθενών στους οποίους παρατηρή-

θηκε πτώση του πυρετού καθώς και τα ποσοστά των ασθενών στους οποίους η θερµο-

κρασία δεν σηµείωσε πτώση:

Το χρονόγραµµα των ποσοστών των ασθενών στους οποίους παρατηρήθηκε πτώση

του πυρετού καθώς και το χρονόγραµµα των ποσοστών των ασθενών στους οποίους

η θερµοκρασία δεν σηµείωσε πτώση είναι το ακόλουθο:
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Στατιστική

4. Σε ένα κυκλικό διάγραµµα ο κυκλικός τοµέας της τιµής Α έχει κεντρική

γωνία ίση µε 1200. Αν η µεταβλητή που µελετούµε παίρνει τιµές Α, Β, Γ, ∆

και η τιµή Α έχει διπλάσια σχετική συχνότητα από την Β και τριπλάσια από

την Γ, να κατασκευάσετε το αντίστοιχο ραβδόγραµµα.

Λύση:

Έχουµε:
o

o A
A A A o o

120 1
f 360 f

360 360 3

φφ = ⋅ ⇔ = = =

Επίσης: 
A

A B B

f 1
f 2f f

2 6
= ⇔ = =

A
A

f 1
f 3f f

3 9Γ Γ= ⇔ = =

A B

1 1 1 7
f 1 (f f f ) f 1 f

3 6 9 18∆ Γ ∆ ∆
 = − + + ⇔ = − + + ⇔ =  

5. Οι πωλήσεις σε χιλιάδες τεµάχια

ενός προϊόντος φαίνονται στο δι-

πλανό ραβδόγραµµα. Να κατα-

σκευάσετε το κυκλικό διάγραµµα.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύση:

Κατασκευάζουµε τον παρακάτω βοηθητικό πίνακα:

6. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει των αριθµό πελατών που επισκέφθηκαν

ένα κατάστηµα σε µία χρονική περίοδο 100 ηµερών.

     α. Να συµπληρώσετε τον πίνακα:

β. Να κάνετε:

1. Το ιστόγραµµα συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο

2. Το ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων % και το

αντίστοιχο πολύγωνο

γ. Να βρείτε το ποσοστό των ηµερών στις οποίες επισκέφθηκαν το κατάστηµα:

1. Λιγότεροι από 50 πελάτες 2. Από 35 εως 75 πελάτες

3. Από 43 εως 63 πελάτες.

Λύση:

α. Ο πίνακας συχνοτήτων είναι ο ακόλουθος:
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Στατιστική

β. 1. Το ιστόγραµµα συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο είναι:

2. Το ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων % και το αντίστοιχο πολύ-

γωνο είναι:

γ. 1. Λιγότεροι από 50 πελάτες: Από τον πίνακα είναι: F2% = 20%

2. Από 35 εως 75 πελάτες: Από τις κεντρικές τιµές είναι: 
5 1

4

f % f %
F % 59%

2 2
+ − =

3. Από 43 εως 63 πελάτες: Με γραφική επίλυση στο ιστόγραµµα αθροιστικών

σχετικών συχνοτήτων % είναι: 50,3% – 12% = 38,3%
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

7. Να υπολογιστεί η συχνότητα που λείπει στον παρακάτω πίνακα συχνοτήτων αν

γνωρίζουµε ότι:

α. η µέση τιµή είναι ίση µε 3,02 β. η διάµεσος είναι ίση µε 3,5

Λύση:

α.  
5

i i
i 1

1 1
x x 3,02 (242 4 ) 256,7 3,02 242 4

85=

= ν ⇔ = + ω ⇔ + ω = + ω⇔
ν + ω∑

14,7 = 0,98ω ⇔ ω = 15

β. Επειδη καµία από τις παρατηρήσεις δεν ισούται µε 3,5 προφανώς η διάµεσος

υπολογίζεται σαν το ηµιάθροισµα των δύο µεσαίων παρατηρήσεων οι οποίες εί-

ναι διαδοχικοί αριθµοί έστω α και α + 1.Τότε:

1
3,5 2 1 7 3

2

α +α + = ⇔ α + = ⇔ α =

∆ηλαδή το 50% των παρατηρήσεων είναι µικρότερες ή ίσες του 3 και το άλλο

50% είναι µεγαλύτερες ή ίσες του 4, οπότε: 23 + 17 + 20 = ω + 25.  Άρα   ω = 35.

8. Η βαθµολογία στα 10 µαθήµατα ενός µαθητή είναι:

10, 11, 19, 10, 10, 15, 15, 15, 11, 10. Να υπολογίσετε:

α. Τη µέση τιµή. β. Τη διακύµανση. γ. Την τυπική απόκλιση.

δ. Το εύρος. ε. Το συντελεστή µεταβολής.

Λύση:

Κατασκευάζουµε τον διπλανό πίνακα:

taexeiola.blogspot.com



58. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Στατιστική

α. 
4

i i
i 1

1 1
x x 126 12,6

10 10=

= ν = =∑

β. 

24

i i 24
i 12 2

i i
i 1

x
1 1 126

s x 1678 167,8 158,76 9,04
10 10 10 10

=

=

  ν      = ν − = − = − =   
  

  

∑
∑

γ. s 9,04 3= ≈

δ. R = xmax – xmin = 19 – 10 = 9

ε. 
s 3

CV 0,238 23,8%
12,6x

= = = =

9. Μια κανονική κατανοµή έχει µέση τιµή 30 και τυπική απόκλιση 5. Να βρεθεί

το ποσοστό των παρατηρήσεων που περιέχονται στα διαστήµατα:

α. (25,35) β. (30,35) γ. (20,40) δ. (20,30) ε. (15,45)

Είναι το δείγµα οµοιογενές;

Λύση:

Επειδή η κατανοµή είναι κανονική ισχύει:

α. Το διάστηµα (25,35) (x s,x s)= − + περιέχει το 68% των παρατηρήσεων περίπου.

β. Το διάστηµα (30,35) (x,x s)= + περιέχει το 68%/2 = 34% των παρατηρήσεων περίπου.

γ. Το διάστηµα (20,40) (x 2s,x 2s)= − + περιέχει το 95% των παρατηρήσεων περίπου.

δ. Το διάστηµα(20,30) (x 2s,x)= − περιέχει το 95%/2 = 47,5% των παρατηρήσεων περίπου.

ε. Το διάστηµα (15,45) (x 3s,x 3s)= − + περιέχει το 99,7% των παρατηρήσεων περίπου.

Υπολογίζουµε το συντελεστή µεταβολής: 
s 5

CV 0,166 16,6%
30x

= = ≈ =
Άρα το δείγµα δεν είναι οµοιογενές.

10. Σε ένα δείγµα µιας ποσοτικής µεταβλητής έχουµε∑
v

2
i

i=1

t = 100 , ∑
v

i
i=1

t = 4 30 και

s = 5 .  Να βρεθεί το µέγεθος του δείγµατος αν  ν > 10.

Λύση:

Από τον τύπο της διακύµανσης έχουµε:
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

( ) ( )
2

2
i

2
i 12 2 2

i
i 1

t 4 301 1
s t 5 100 5 100 480

ν

ν
=

=

  
       = − ⇔ = − ⇔ ν = ν − ⇔   ν ν ν ν      

∑
∑

2 20 96 0 8 ή 12ν − ν + = ⇔ ν = ν =  Επειδή ν > 10 έχουµε τελικά ν = 12.

11. Οι τιµές πώλησης δέκα ηλεκτρικών συσκευών (σε ευρώ) είναι: 265, 280, 280,

310, 400, 310, 280, 350, 280 και 265.

α. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή και τη διάµεσο.

β. Εάν τα είδη πωληθούν µε 10% έκπτωση, ποια από τα παραπάνω µεγέθη θα

αλλάξουν και ποιες θα είναι οι τιµές τους µετά την αλλαγή που θα υποστούν;

γ. Εάν οι πελάτες επιβαρυνθούν µε 10 € επιπλέον στη τιµή αγοράς για έξοδα

µεταφοράς, ποια από τα παραπάνω µεγέθη του ερωτήµατος β. θα αλλάξουν

και ποιες θα είναι οι τιµές τους µετά την αλλαγή που θα υποστούν;

Λύση:

∆ιατάσσουµε τις τιµές κατά αύξουσα σειρά:

  265, 265, 280, 280, 280, 280, 310, 310, 350, 400

α. Είναι 
10

i
i 1

1 1
x x 3020 302

10 10=

= = =∑  και 5 6x x 280 280
280

2 2

+ +δ = = =

β. Οι τιµές µε την έκπτωση είναι οι :  yi = 0,9xi ,  µε i = 1 , . . . , 10.  Άρα έχουµε :

y 0,9x 271,8= =   και  5 6 5 6 5 6
y x

y y 0,9x 0,9x x x
0,9 0,9 252

2 2 2

+ + +
δ = = = = δ =

γ. Οι τιµές µε την επιβάρυνση είναι οι wi = yi + 10,  i = 1 , . . . , 10.  Άρα έχουµε :

w y 10 281,8= + =   και

5 6 5 6 5 6
w y

w w y 10 y 10 y y
10 10 262

2 2 2

+ + + + +
δ = = = + = δ + =

12. Στο διπλανό πίνακα δίνονται οι τιµές xi µιας µετα-

βλητής και οι αντίστοιχες συχνότητές τους νi και για

τη µέση τιµή ισχύει: ≤x 2 .

α. Να αποδείξετε ότι: ≥κ 12

β. Αν η διάµεσος της κατανοµής είναι δ = 2 ,να βρείτε

τα κ και λ.
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Στατιστική

Λύση:

α. Έχουµε κ + 5 + λ + 2 + 1 = 25λ = 17 - κ   (1)

Επίσης:
1 2 5 3 4 2 5 1

x 2 2
25

⋅ κ + ⋅ + ⋅λ + ⋅ + ⋅≤ ⇔ ≤ ⇔ κ + 10 + 3λ + 8 + 5 ≤ 50 ⇔

κ + 3λ ≤ 27 ⇔
(1)

 κ+3(17-κ) ≤ 27 ⇔ κ+51-3κ ≤ 27 2κ ≥ 24 ⇔ κ ≥ 12  (2)

β. Επειδή το σύνολο των παρατηρήσεων είναι περιττό (ν = 25), η διάµεσος θα

ισούται µε τη µεσαία παρατήρηση αν διαταχθούν σε αύξουσα σειρά (άρα είναι

t13 = 2), οπότε οι παρατηρήσεις µε τιµή 1 θα είναι το πολύ 12.

∆ηλαδή ισχύει: κ ≤ 12   (3)

Από τις (2) και (3) προκύπτει κ = 12 και λόγω της (1) λ = 5.

13. Έστω ένα σύνολο ν παρατηρήσεων µε τιµές x1, x2, x3 και x4 και αντίστοιχες

συχνότητες νi (απόλυτες), fi (σχετικές), Νi (αθροιστικές) και Fi (αθροιστικές σχε-

τικές). Να βρείτε τη διάµεσο των αριθµών 0, 1, ν, ν1, f3, N1, N4, F3, F4.

Λύση:

Ισχύουν:

0 ≤ fi ≤ 1 άρα 0 ≤ f3

F3 = f1 + f2 + f3 άρα f3 ≤ F3

F4 = F3 + f4 = 1 άρα F3 ≤ F4 = 1

Η µεταβλητή παίρνει την τιµή x1 άρα ν1 ≥ 1 και Ν1 = ν1 άρα 1 ≤ ν1 = Ν1

Ν4 = ν1 + ν2 + ν3 + ν4 = ν άρα ν1 = Ν1 ≤ Ν4 = ν

Έτσι οι εννιά αριθµοί σε αύξουσα σειρά είναι: 0, f3, F3, F4, 1, ν1, N1, N4,ν.

Η διάµεσος αφού το πλήθος των παρατηρήσεων είναι περιττό, ισούται µε τη µεσαία

παρατήρηση, δηλαδή δ = 1.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύνουµε

µόνοι µας

1. Οι παρακάτω αριθµοί είναι το πλήθος επισκέψεων σε µουσεία που πραγ-

µατοποίησαν στη διάρκεια µιας σχολικής χρονιάς 25 σχολεία.

Να κατασκευάσετε:

α. Τους πίνακες συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων.

β. Το διάγραµµα συχνοτήτων και το αντίστοιχο πολύγωνο.

γ. Να βρεθεί το ποσοστό των σχολείων που πραγµατοποίησαν:

1. τουλάχιστον 2 επισκέψεις. 2. το πολύ 4 επισκέψεις.

3. από 3 εως και 5 επισκέψεις.
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Στατιστική

2. Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα και κατόπιν να κατασκευάσετε

το πολύγωνο των αθροιστικών συχνοτήτων.

3. Η θερµοκρασία µιας µηχανής αυξάνεται καθως αυτή εργάζεται. Σε έλεγχο

που διενεργήθηκε ανά µία ώρα καταγράφηκαν οι θερµοκρασίες σε βαθµούς

Κελσίου. Οι θερµοκρασίες φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Να κατασκευασθεί το χρονόγραµµα των θερµοκρασιών της µηχανής. Να

συµπληρώσετε το χρονόγραµµα αν στις επόµενες 3 ώρες η θερµοκρασία

παρουσιάζει 25% αύξηση επί της προηγούµενης τιµής της.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

4. Σε ένα κυκλικό διάγραµµα ο κυκλικός τοµέας της τιµής Α έχει κεντρική

γωνία ίση µε 60ο. Αν η µεταβλητή που µελετούµε παίρνει τιµές Α, Β, Γ, ∆

και η τιµή Β σχετική συχνότητα ίση µε 0,2 και η τιµή ∆ έχει διπλάσια

σχετική συχνότητα από από την Γ, να κατασκευάσετε το κυκλικό διάγραµ-

µα και το αντίστοιχο ραβδόγραµµα.

5. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τα ποσά σε ευρώ που ξοδεύουν 100

µαθητές στο κυλικείο του σχολείου τους σε διάστηµα ενός µηνός.

α. Να συµπληρώσετε τον πίνακα:

β. Να κάνετε το ιστόγραµµα αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων % και το

αντίστοιχο πολύγωνο.

γ. Να βρείτε το ποσοστό των µαθητών που ξοδεύουν:

1. Λιγότερο από 30 ευρώ 2. 35 - 55 ευρώ 3. 53 - 73 ευρώ.

δ. Να βρείτε το µέσο ποσό χρηµάτων που ξοδεύουν οι µαθητές.
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Στατιστική

6. Οι βαθµοί ενός υποψηφίου σε τέσσερα µαθήµατα µε άριστα το 10 ήταν 5,

7, 4 και 9. Οι συντελεστές στάθµισης ήταν αντίστοιχα  0.7,  1.2,  1.5 και  x.

Να βρεθεί η ελάχιστη τιµή του συντελεστή στάθµισης x ώστε ο σταθµι-

κός µέσος του υποψηφίου να υπερβαίνει το 7.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

7. Να υπολογιστεί η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της συχνότητας που λείπει στον

παρακάτω πίνακα συχνοτήτων αν γνωρίζουµε ότι η διάµεσος είναι ίση µε 3.

8. Να υπολογιστεί η συχνότητα που λείπει στον παρακάτω πίνακα συχνοτή-

των αν γνωρίζουµε ότι:

α. η µέση τιµή είναι ίση µε 3,41               β. η διάµεσος είναι ίση µε 3,5

γ. Να υπολογιστεί σε κάθε περίπτωση ο συντελεστής µεταβολής.
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Στατιστική

9. Στον παρακάτω πίνακα δίνεται η κατανοµή συχνοτήτων 70 µαθητών ενός

Λυκείου για τον αριθµό των αδελφών τους. Αν x = 3  και CV = 1/3, να βρε-

θούν οι τιµές των ακεραίων κ και λ καθώς και η διάµεσος της κατανοµής.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

10. Στα οµαδοποιηµένα δεδοµένα αποδείξτε γεωµετρικά ότι ισχύει ο ακό-

λουθος τύπος για τη διάµεσο i-1
i

i

ν/2 - N
δ = L + c

v
 όπου:

c: το πλάτος των κλάσεων

ν
i
: η συχνότητα της κλάσης

L
i
: το αριστερό άκρο της κλάσης που περιέχει τη διάµεσο δ

N
i-1

: η αθροιστική συχνότητα της προηγούµενης κλάσης

ν: το µέγεθος του δείγµατος

11. Η βαθµολογία στα 10 µαθήµατα ενός µαθητή είναι: 12, 08, 17, 13, 14,

11, 10, 10, 13, 13. Να υπολογίσετε:

α. Τη µέση τιµή. β. Τη διακύµανση. γ. Την τυπική απόκλιση.

δ. Το εύρος. ε. Το συντελεστή µεταβολής.
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Στατιστική

12. Εξετάστηκε ένα δείγµα 200

ατόµων ως προς τη διάρ-

κεια σε ηµέρες των καλο-

καιρινών διακοπών του

περασµένου έτους και προ-

έκυψε ο διπλανός πίνακας:

α. Να κατασκευάσετε το

πολύγωνο των αθροι-

στικών συχνοτήτων.

β. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή, τη διάµεσο της κατανοµής και

την τυπική απόκλιση.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

13. Ο υπεύθυνος Μarketing µιας ξενοδοχεια-

κής µονάδας πραγµατοποίησε µια έρευνα

για τον αριθµό ηµερών παραµονής των

πελατών των ξενοδοχείων. Κατόπιν έδω-

σε τα στοιχεία της έρευνας µε το διπλανό

πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων.

α. Πόσοι πελάτες πέρασαν από το ξενο-

δοχείο;

β. Να γίνει το πολύγωνο συχνοτήτων και ο πίνα-

κας απολύτων και αθροιστικών συχνοτήτων.

γ. Να βρεθούν η µέση τιµή, η διάµεσος, η δια-

σπορά, η διακύµανση και η τυπική απόκλιση.

δ. Χαρακτηρίστε την κατανοµή σαν κανονική, οµοιόµορφη ή κατανοµή

µε θετική ή αρνητική ασυµµετρία.
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Στατιστική

14. Σε ένα δείγµα η µεταβλητή παίρνει τις τιµές 1, 2, 3, 4 και 5. Να βρεθεί η

διάµεσος σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις µε τη βοήθεια των

κυκλικών διαγραµµάτων.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

15. Για τους αριθµούς 4, 8, 12, 4, 10, 3, x, y είναι γνωστό ότι x = 7  και δ = 6.

α. Να βρεθούν οι αριθµοί x, y.

β. Αν προστεθούν οι αριθµοί 7 + κ και 7 - κ η τυπική απόκλιση γίνεται

ίση µε 4. Να βρεθεί η νέα µέση τιµή και ο αριθµός κ.

γ. Ποια τιµή πρέπει να προστεθεί στις τιµές του ερωτήµατος (β) ώστε

το δείγµα να γίνει οµοιογενές;
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Στατιστική

16. Ο διάµεσος βαθµός του Νίκου σε 3 τέστ είναι 90 ενώ ο µέσος βαθµός του είναι

92. Αν το εύρος των βαθµών είναι 6 ποιοί είναι οι βαθµοί του στα 3 τέστ;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

17. Η µέση τιµή µιας κανονικής κατανοµής είναι 25 και η διασπορά είναι 5.

Να βρεθεί το ποσοστό των παρατηρήσεων που περιέχονται στα διαστήµατα:

α. (20,30) β. (25,35) γ. (10,40) δ. (10,35) ε. (15,40)

Είναι το δείγµα οµοιογενές;
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Στατιστική

18. Οι τιµές πώλησης δέκα ηλεκτρικών συσκευών (σε ευρώ) είναι: 235, 200,

180, 230, 235, 230, 280, 200, 200 και 235.

α. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή τη διάµεσο και τη διασπορά.

β. Εάν τα είδη πουληθούν µε 15% έκπτωση, ποια από τα παραπάνω µεγέθη

θα αλλάξουν και πως;

γ. Εάν οι πελάτες επιβαρυνθούν µε 20 € επιπλέον στη τιµή αγοράς για έξοδα

µεταφοράς, ποια από τα παραπάνω µεγέθη θα αλλάξουν και πώς;

δ. Να βρεθεί η διαφορά των συντελεστών µεταβολής των περιπτώσεων α. και γ.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

19. Μια βιοµηχανία κατασκευάζει κουτιά µε σκοπό τη συσκευασία γάλακτος σε 4

διαφορετικά µεγέθη. Για το 1ο µέγεθος έχουµε ποσοστό συσκευασίας 10% µε

κόστος 8€ ανά κουτί, για το 2ο µέγεθος έχουµε ποσοστό συσκευασίας 20% µε

κόστος 6€ ανά κουτί, για το 3ο µέγεθος έχουµε ποσοστό συσκευασίας 30% µε

κόστος 4€ ανά κουτί και για το 4ο µέγεθος έχουµε ποσοστό συσκευασίας 40%

µε κόστος 2€ ανά κουτί.

α. Να βρεθεί το µέσο κόστος συσκευασίας και η τυπική απόκλιση κόστους.

β. Αν το κόστος συσκευασίας αυξηθεί κατά 10% να βρεθεί η νέα τυπική απόκλι-

ση κόστους συσκευασίας καθώς και η µεταβολή του συντελεστή µεταβολής.
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Στατιστική

20. ∆ίνεται το διπλανό ιστόγραµµα α-

θροιστικών συχνοτήτων και το αντί-

στοιχο πολύγωνο για την κατανοµή

των ηλικιών ν υπαλλήλων µιας επι-

χείρησης. Να βρεθούν:

α. Πόσοι υπάλληλοι εργάζονται στην

επιχείρηση.

β. Ο αριθµός υπαλλήλων κάθε κλάσης.

γ. Η µέση και η διάµεση ηλικία, το εύ-

ρος των ηλικιών και ο συντελεστής

µεταβολής.

δ. Να µετατραπεί σε κυκλικό διάγραµ-

µα και να αναγραφούν οι γωνίες κάθε

κυκλικού τοµέα.

ε. Αν ο γενικός διευθυντής θέλει να ρίξει τη µέση ηλικία στα 47,5 έτη πόσους

επιπλέον υπαλλήλους πρέπει να προσλάβει στην κλάση [30,40);

ζ. Αν κάποιος υπάλληλος συνταξιοδοτείται όταν συµπληρώσει το 70ο έτος της

ηλικίας του ποια θα είναι η µέση ηλικία σε 10 χρόνια;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Ελέγχουµε τη

γνώση µας

Θέµα 1ο

Α. Να χαρακτηρίσετε σαν σωστές ή λανθασµένες τις προτάσεις:

α. Οι αθροιστικές συχνότητες Νi µιας κατανοµής εκφράζουν το πλήθος των πα-

ρατηρήσεων που είναι µικρότερες ή ίσες της συχνότητας νi.

β. Το ραβδόγραµµα χρησιµοποιείται για τη γραφική παράσταση των τιµών µιας

ποσοτικής µεταβλητής.

γ. Το εµβαδόν που περικλείεται από το πολύγωνο συχνοτήτων και τον άξονα xx΄

ισούται µε 1.

δ. Οι κλάσεις στην οµαδοποίηση είναι διαστήµατα της µορφής [ , ).

ε. Οι παρατηρήσεις σε κάθε κλάση θεωρούµε ότι κατανέµονται οµοιόµορφα.

Β. Οι αποστάσεις (σε km) των 24 κοινοτήτων ενός νοµού από το πλησιέστερο νοσο-

κοµείο είναι: 5, 10, 8, 8, 13, 10, 4, 2, 4, 16, 5, 15, 6, 4, 7, 5, 4, 6, 7, 7, 5, 8, 10, 3.

α. Να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων

των αποστάσεων.

β. Πόσες κοινότητες απέχουν από το νοσοκοµείο περισσότερο από 8 km;

γ. Πόσες κοινότητες απέχουν από το νοσοκοµείο από 7 εως 13 km;
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Στατιστική

Θέµα 2ο

Α. Να κάνετε τον πίνακα συχνοτήτων για τα παρακάτω διαγράµµατα που

αφορούν την ίδια κατανοµή συχνοτήτων και να τα συµπληρώσετε.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Θέµα 3ο

Α. Ποιο µέτρο θέσης θα επιλέγατε σαν πιο κατάλληλο για το δείγµα  3  4  5  7

1000, τη µέση τιµή ή τη διάµεσο; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

Β. Η βαθµολογία ενός µαθητή στα τέσσερα τεστ ενός µαθήµατος ήταν (σε

εκατονταβάθµια κλίµακα): 55, 30, 92, 49. Οι συντελεστές βαρύτητας σε

καθένα ήταν αντίστοιχα  1, 2, 2 και 3.

α. Να βρείτε τη µέση επίδοση του µαθητή στα τεστ.

β. Να αλλάξετε σειρά στους συντελεστές βαρύτητας ώστε ο µαθητής να έχει:

1. την καλύτερη δυνατή µέση επίδοση.

2. την χειρότερη δυνατή µέση επίδοση.

Γ. Σε 20 γραπτά µαθητών της Β΄Λυκείου η µέση τιµή των βαθµών του Α΄

Βαθµολογητή είναι  15. Ο Β΄ βαθµολογητής έβαλε 1 µονάδα λιγότερη σε

12 γραπτά και 3 µονάδες περισσότερες σε 3 γραπτά. Να βρεθεί η µέση τιµή

των βαθµών του Β΄ βαθµολογητή.
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Στατιστική

Θέµα 4ο

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο: 21 s
f(x) = x - x

10 2x
όπου  s και x   η τυπική απόκλιση και η µέση τιµή ενός δείγµατος αντίστοιχα

α. Αν η κλίση της f στο σηµείο Α(1,f(1)) είναι θετική δείξτε ότι το δείγµα είναι

οµοιογενές.

β. Αν ο συντελεστής µεταβλητότητας  CV  ισούται µε  1/2  βρείτε για ποιο  x  η

συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο καθώς και το είδος του ακροτάτου.

γ. Αν η συνάρτηση f στο σηµείο  Α(1,f(1))  έχει εφαπτόµενη παράλληλη στην

ευθεία y = -x + 5 και  s2 = 121, να βρείτε την x .

δ. Να βρείτε τον ∈λ R  ώστε να ισχύει η εξίσωση:  –λ2f΄΄(x) + f΄(10) = f΄(0) για

τις τιµές των s και x του ερωτήµατος γ.
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Μετά το τέλος της µελέτης του 3ου κεφαλαίου, ο µαθητής θα πρέπει

να γνωρίζει:

 Τα βασικά στοιχεία από τη θεωρία συνόλων.

 Τον τρόπο εύρεσης του δειγµατικού χώρου ενός πειράµατος τύχης.

 Τον κλασικό και τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας.

 Τους κανόνες λογισµού πιθανοτήτων.

Συνοπτική θεωρία:
 Κλασικός ορισµός πιθανότητας: Σε ένα πείραµα τύχης µε ισοπίθα-
να αποτελέσµατα ορίζουµε σαν πιθανότητα ενδεχοµένου Α τον αριθµό:

πλήθος ευνοϊκών περιπτώσεων N(A)
P(A) = =

πλήθος δυνατών περιπτώσεων N(Ω)

 Αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας: Έστω Ω = {ω1, ω2, ω3, ..., ων} δειγ-
µατικός χώρος µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Σε κάθε απλό

ενδεχόµενο {ωi} αντιστοιχίζουµε ένα πραγµατικό αριθµό Ρ(ωi) τέτοιον ώστε:

≤ ≤ ∑
ν

i i
i=1

0 Ρ(ω ) 1 και Ρ(ω ) =1

Ο αριθµός Ρ(ωi) ονοµάζεται πιθανότητα του απλού ενδεχοµένου {ωi}.

Η πιθανότητα ενός σύνθετου ενδεχοµένου Α = {α1, α2, α3, ..., ακ} ≠ ∅
ορίζεται ώς άθροισµα ∑

κ

i
i=1

Ρ(α )  ενώ σαν πιθανότητα του αδύνατου

ενδεχοµένου ∅ ορίζεται ο αριθµός P(∅) = 0.

Κανόνες λογισµού πιθανοτήτων

•  Αν Α ∩ Β = ∅, τότε: P(Α ∪ Β) = P(A) + P(B) (απλός προσθετικός νόµος).

•  P(Α ∪ Β) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B) (προσθετικός νόµος).

•  P(A΄) = 1 - Ρ(Α)

•  Αν Α ⊆ Β, τότε: Ρ(Α) ≤ Ρ(Β)

•  Ρ(Α - Β) = Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β)

taexeiola.blogspot.com



Πιθανότητες

82. Μαθαίνουµε τις αποδείξεις Βήµα 1ο

•  ΘΕΩΡΙΑ 6 (Απλός προσθετικός νόµος):

Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε ασυµβίβαστα ενδεχόµενα Α και Β δειγµατικού

χώρου Ω ισχύει Ρ(Α ∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β).

Απόδειξη:

Αν Ν(Α) = κ και Ν(Β) = λ τότε επειδή τα Α και Β

είναι ασυµβίβαστα το ενδεχόµενο Α ∪ Β έχει κ+λ

στοιχεία δηλαδή Ν(Α ∪ Β) = κ + λ = Ν(Α) + Ν(Β).

Άρα:

N(A B) N(A) N(B) N(A) N(B)
P(A B) P(A) P(B)

N( ) N( ) N( ) N( )

∪ +∪ = = = + = +
Ω Ω Ω Ω

•  ΘΕΩΡΙΑ 7:

Να δείξετε ότι για τα συµπληρωµατικά ενδεχόµενα Α

και Α΄ ενός δειγµατικού χώρου Ω , ισχύει  :

Ρ(Α΄) = 1 – Ρ(Α).

Απόδειξη:

Επειδή Α ∩ Α΄ = ∅, δηλαδή τα Α και Α΄ είναι ασυµβίβαστα από τον απλό προ-

σθετικό νόµο έχουµε:

P(A A') P(A) P(A ') P( ) P(A) P(A') 1 P(A) P(A ')

P(A ') 1 P(A)

∪ = + ⇔ Ω = + ⇔ = + ⇔
= −

•  ΘΕΩΡΙΑ 8 (Προσθετικός νόµος):

Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α και Β ενός δειγµατικού χώρου Ω

ισχύει: P(A B) P(A) P(B) P(A B)∪ = + − ∩

Απόδειξη:

Μαθαίνουµε

τις αποδείξεις
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

83.Βήµα 1ο    Μαθαίνουµε τις αποδείξεις

Επειδή στο άθροισµα  Ν(Α) + Ν(Β) το πλήθος των στοιχείων του ενδεχόµενου

Α ∩ Β λογίζεται δύο φορές, έχουµε:

N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N( ) N( ) N( ) N( )

P(A B) P(A) P(B) P(A B)

∪ = + − ∩ ⇔
∪ ∩= + − ⇔
Ω Ω Ω Ω
∪ = + − ∩

            

•  ΘΕΩΡΙΑ 9:

Να δείξετε ότι για δύο ενδεχόµενα Α και Β δειγ-

µατικού χώρου Ω τέτοια ώστε να είναι  Α ⊆ Β ισ-

χύει:

Ρ(Α) ≤ Ρ(Β).

Απόδειξη:

Επειδή Α ⊆ Β ισχύει: 
N(A) N(B)

N(A) N(B) P(A) P(B)
N( ) N( )

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤
Ω Ω

•  ΘΕΩΡΙΑ 10:

Να δείξετε ότι για δύο ενδεχόµενα Α και Β δειγµατικού χώρου Ω ισχύει:

Ρ(Α - Β) =Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β).

Απόδειξη:

Επειδή τα ενδεχόµενα Α – Β και Α ∩ Β είναι ασυµβίβαστα και ισχύει

 (Α - Β) ∪ (Α ∩ Β) = Α, έχουµε:

P(A) P(A B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)= − + ∩ ⇔ − = − ∩
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84. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά” Βήµα 2ο

Πιθανότητες

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

Να λύσω τις ασκήσεις:

σ. 144: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 1, 4

σ. 145: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 5, 7

σ. 146: Ασκήσεις Β΄ οµάδας: 1, 2, 3

σ. 155: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 3, 5, 6, 10, 11

σ. 156: Ασκήσεις Α οµάδας: 12, 13 Β΄ οµάδας: 2, 4, 5, 6

Β.  Από το βιβλίο “Μαθηµατικά γενικής παιδείας

Γ’ Λυκείου”, εκδόσεις “ΟΡΟΣΗΜΟ”

Να διαβάσω τις λυµένες ασκήσεις:

σ. 237 - 242: Ασκήσεις 2, 4, 8

σ. 255 - 264: Ασκήσεις 1, 3, 4, 5, 8, 9, 20

Να λύσω τις ασκήσεις:

σ. 249: Ασκήσεις: 2, 4, 5

σ. 250: Ασκήσεις: 8, 11, 14

σ. 270: Ασκήσεις: 4, 6, 7

σ. 271: Ασκήσεις: 12, 15, 16, 18

σ. 272: Ασκήσεις: 19, 23, 26

σ. 273: Ασκήσεις: 30, 31, 32, 33

Επαναλαµβάνουµε

τις ασκήσεις - κλειδιά
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85.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

1. Να επαληθευτούν οι παρακάτω ισότητες µε τα

διαγράµµατα του Venn:

α. (A B) (A B')∩ ∩ ∩ = ∅

β. (A B') (B A') (A B) (A B) '∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ ∩

Λύση:

α. Από το παραπάνω διάγραµµα έχουµε:

A B
( ) ( ')

'

∩ → περιοχη ΙΙ
⇒ Α ∩ Β ∩ Α ∩ Β = ∅Α ∩ Β → περιοχη Ι

β. Από το παραπάνω διάγραµµα έχουµε:

A B'
( ) ( ')

'

∩ → περιοχη Ι 
⇒ Α ∩ Β ∪ Β ∩ Α → περιοχη Ι και ΙΙΙΒ ∩ Α → περιοχη ΙΙΙ

A B ,
( ) (A B) '

( ) ' , V

∪ → περιοχη Ι ΙΙ και ΙΙΙ 
⇒ Α ∪ Β ∩ ∩ → περιοχη Ι και ΙΙΙΑ ∩ Β → περιοχη Ι ΙΙΙ και Ι 

Άρα: (A B') (B A') (A B) (A B) '∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ ∩

2. Σε ένα κουτί υπάρχουν , 6 σφαίρες όµοιες ως πρός το µέγεθος , 3 κόκκινες,

2 πράσινες και 1 µαύρη σφαίρα.

α. Επιλέγουµε τυχαία 2 σφαίρες διαδοχικά χω-

ρίς επανατοποθέτηση. Να βρεθεί ο δειγµατι-

κός χώρος του πειράµατος.

β. Να επαναληφθεί το ερώτηµα (α) αν οι πράσινες

σφαίρες είναι αριθµηµένες.

γ. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµα-

τος στο ερώτηµα (β) αν οι 2 σφαίρες επιλεχ-

θούν ταυτόχρονα.

Λύση:

α. Το πείραµα διεξάγεται σε δυο διαδοχικές επαναλή-

Λύνουµε

περισσότερες

ασκήσεις
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86. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Πιθανότητες

ψεις, άρα ισχύει το διπλανό δενδροδιάγραµµα.

Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΚ, ΚΠ, ΚΜ, ΠΚ, ΠΠ, ΠΜ, ΜΚ, ΜΠ}

β. Έστω ότι οι πράσινες σφαίρες είναι αριθµηµένες µε

τους αριθµούς 1 και 2. Τότε έχουµε το διπλανό δεν-

δροδιάγραµµα. Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΚ, ΚΠ1, ΚΠ2, ΚΜ, Π1Κ, Π1Π1, Π1Π2, Π1Μ,

       Π2Κ, Π2Π1, Π2Π2, Π2Μ, ΜΚ, ΜΠ1, ΜΠ2}

γ. Στην ταυτόχρονη επιλογή σφαιρών τα ζεύγη χρω-

µάτων δεν είναι διατεταγµένα. Τότε έχουµε το δι-

πλανό σχήµα. Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΠ1, ΚΠ2, ΚΜ, Π1Π2, Π1Μ, Π2Μ, ΚΚ}

3. Η πιθανότητα συµµετοχής ενός παίκτη ποδοσφαίρου Α στην Εθνική οµά-

δα είναι 50% και ενός άλλου παίκτη Β είναι 25%. Η πιθανότητα να µην

συµµετέχει τουλάχιστον ένας από τους δύο είναι 30%. Να βρεθεί η πιθα-

νότητα να συµµετέχουν:

α. και οι δύο παίκτες. β. µόνο ο παίκτης Α.

Λύση:

Έχουµε  Ρ(Α) = 0,5, Ρ(Β) = 0,25 και ( )P (A B) ' 0,1∪ = . Τότε

( )P(A B) 1 P (A B) ' 1 0,3 0,7∪ = − ∪ = − =
α. Από προσθετικό νόµο έχουµε:

P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,5 0,25 0,7 0,05∩ = + − ∪ = + − =

β. P(A B) P(A) P(A B) 0,5 0,05 0,45− = − ∩ = − =

4. Έστω Α, Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω. Να βρεθούν οι πιθανότητες

Ρ(Α ), ( ), ( ) ( )∪ Β Ρ Α ∩ Β Ρ Α και Ρ Β   αν είναι ρίζες της εξίσωσης:

2 3 2(2x 1) (12x 13x 20x 4) 0− + − + =

Λύση:

2 3 2 2 3 2(2x 1) (12x 13x 20x 4) 0 (2x 1) 0 ή (12x 13x 20x 4) 0− + − + = ⇔ − = + − + =
2 1

(2x 1) 0 (2x 1) 0 x
2

− = ⇔ − = ⇔ = διπλή ρίζα

Εφαρµόζουµε το σχήµα Horner, για την 
3 212x 13x 20x 4 0+ − + = .
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87.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

12 13 -20 4 -2 

 -24 22 -4  

12 -11 2 0  

Άρα: 3 2 212x 13x 20x 4 0 (x 2)(12x 11x 2) 0+ − + = ⇔ + − + = ⇔

2
x

( 11) 25 3x 2 ή x
12 12

x
4

 =− − ± ⇔ = − = = ⋅  =
Επειδή

A B A A B έ P(A B) P(A) P(A B)∩ ⊆ ⊆ ∪ πεται ∩ ≤ ≤ ∪  και

A B B A B έ P(A B) P(B) P(A B)∩ ⊆ ⊆ ∪ πεται ∩ ≤ ≤ ∪ , έχουµε:

1
P(A B)

4
∩ =   , 

1 2
P(A) P(B) P(A B)

2 3
= = και ∪ = .

5. Έστω Α, Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε πιθανότητες  Ρ(Α) = 0,8 και

Ρ(Β) = 0,4. Να αποδείξετε ότι:

α. τα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα β. ≤ ∩ ≤0,2 P(A B) 0,4

Λύση:

α. Έστω  ότι τα  Α,Β είναι ασυµβίβαστα. Τότε από τον προσθετικό νόµο έχουµε:

P(A B) P(A) P(B) 0,8 0,4 1,2 1∪ = + = + = >  που είναι άτοπο. Άρα τα  Α και Β

δεν είναι ασυµβίβαστα.

β. E ή A B B έ P(A B) P(B) P(A B) 0,4πειδ ∩ ⊆ πεται ∩ ≤ ⇔ ∩ ≤    (1)

Επίσης:

P(A B) 1 P(A) P(B) P(A B) 1 P(A B) P(A) P(B) 1∪ ≤ ⇔ + − ∩ ≤ ⇔ ∩ ≥ + − ⇔

P(A B) 0,4 0,8 1 P(A B) 0,2∩ ≥ + − ⇔ ∩ ≥    (2)

Από (1) και (2) έχουµε: 0,2 P(A B) 0,4≤ ∩ ≤

6. Έστω δειγµατικός χώρος Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}   και τα ενδεχόµενα Α = {ω1, ω2}

µε  Ρ(Α) = 1/4, Β = {ω2, ω3} µε Ρ(Β) = 1/8  και Γ = {ω2}  µε Ρ(Γ) = 1/12.

Να υπολογιστεί η Ρ(ω4).
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Λύση:

Είναι: Ρ(ω1) + Ρ(ω2) + Ρ(ω3) + Ρ(ω4) = 1

1 2 3 4 4 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )Ρ ω + Ρ ω + Ρ ω + Ρ ω = ⇔ Ρ ω = − Ρ ω − Ρ ω − Ρ ω =

( )1 2 2

1 1 1 1 17
1 ( ) ( ) ( ) 1

8 4 8 12 24
 = − Ρ ω + Ρ ω − − Ρ ω = − − + =  

7. Ένα κουτί περιέχει 40 λευκές κάρτες (Λ) και άγνωστο πλήθος από πράσινες (Π)

και µπλε (Μ). Αν η πιθανότητα να επιλεγεί τυχαία µια πράσινη κάρτα είναι 25%

και µια µπλε κάρτα 35% να βρεθούν:

α. το πλήθος όλων των καρτών στο κουτί

β. πόσες πράσινες και πόσες µπλε κάρτες υπάρχουν στο κουτί.

Λύση:

α. Έστω  Λ, Π, Μ τα ενδεχόµενα να επιλέξουµε λευκή, πράσινη, µπλέ κάρτα αντί-

στοιχα και  Ν(Π) = x και Ν(Μ) = y το πλήθος των πράσινων και µπλέ καρτών

αντίστοιχα . Τότε επειδή τα ενδεχόµενα  Λ,Π,Μ  είναι ασυµβίβαστα ισχύει:
40 40

( ) ( ) ( ) 1 0,25 0,35 1 0,4
x y 40 x y 40

Ρ Π + Ρ Μ + Ρ Λ = ⇔ + + = ⇔ = ⇔
+ + + +

x + y + 40 = 100.  Άρα το κουτί περιέχει 100 κάρτες .

β. Από την τελευταία σχέση έχουµε x + y = 60 άρα είναι:

x
( ) 0,25 0,25 x 25

100
Ρ Π = ⇔ = ⇔ = . Άρα υπάρχουν 25 πράσινες κάρτες.

Kαι συνεπώς έχουµε  y = 60 - 25 = 35  µπλέ κάρτες.

8. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος “της ρίψης ενός ζαριού”. Να

βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

∈ 3 2 2A = {x : το δείγµα ''x , 5 - 2x , 7 - 2x , -12, - 7x'' να έχει x = -2}Ω

Λύση:

Είναι: 
3 2 2 3 2x 5 2x 7 2x 12 7x x 4x 7x

x 2
5 5

+ − + − − − − −= = = −

Άρα: 3 2 3 2x 4x 7x 10 x 4x 7x 10 0− − = − ⇔ − − + =

Με σχήµα Horner έχουµε:

1 -4 -7 10 1 

 1 -3 -10  

1 -3 -10 0  
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Άρα η εξίσωση γίνεται: 
2(x 1)(x 3x 10) 0− − − =

12
1,2

2

x 5( 3) 49
( 3) 4 1 ( 10) 49 x

x 22 1

=− − ±∆ = − − ⋅ ⋅ − = = →  = − ∉Ω⋅ 

Άρα Α = {1, 5} και 
( ) 2 1

( )
( ) 6 3

Ν ΑΡ Α = = =
Ν Ω

9. Σε ένα κουτί υπάρχουν:

30 κόκκινες σφαίρες αριθµηµένες ανά 10 µε τους αριθµούς 1,2 και 3.

40 πράσινες σφαίρες αριθµηµένες ανά 10 µε τους αριθµούς 1,2,3 και 4.

20 λευκές σφαίρες αριθµηµένες ανά 5 µε τους αριθµούς 2,4,6 και 8.

30 µαύρες σφαίρες αριθµηµένες ανά 5 µε τους αριθµούς 1,2,3,4,5 και 6.

Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων:

Α: επιλέγουµε µια σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

Β: επιλέγουµε µια κόκκινη σφαίρα.

Γ: επιλέγουµε µια κόκκινη σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

∆: αν επιλέξουµε µια σφαίρα µε άρτιο αριθµο τότε είναι κόκκινη

Λύση:

Κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα διπλής εισόδου:

Χρώµα – Αριθµ. 1 2 3 4 5 6 7 8 Σύνολο 

Κόκκινο 10 10 10 0 0 0 0 0 30 

Πράσινο 10 10 10 10 0 0 0 0 40 

Λευκό 0 5 0 5 0 5 0 5 20 

Μαύρο 5 5 5 5 5 5 0 0 30 

Σύνολο 25 30 25 20 5 10 0 5 120 
 

N(A) 30 20 10 5 65
P(A)

N( ) 120 120

+ + += = =
Ω

N(B) 30 1
P(B)

N( ) 120 4
= = =

Ω
N(A ) 10 1

P( ) ( )
N( ) 120 12

∩ ΒΓ = Ρ Α ∩ Β = = =
Ω

N( ) 30
P( )

N( ) 65

Β∆ = =
Α

10. Σε ένα κουτί υπάρχουν 3 κόκκινες, 2 πράσινες και 1 µαύρη σφαίρα. Επιλέγουµε

τυχαία δύο σφαίρες διαδοχικά. Έστω τα ενδεχόµενα  Α: οι σφαίρες έχουν το ίδιο

χρώµα.και  Β: η µία σφαίρα είναι µαύρη. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο:


≠


 ∪

2

3

x + [P(B) + P(A)]x
, x 0

f(x) = x + x
P(A B), x = 0

Να εξετάσετε τη συνέχεια της συνάρτησης f στο x0 = 0 , αν η δειγµατοληψία γίνει:

α. µε επανατοποθέτηση             β. χωρίς επανατοποθέτηση
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11.  Αν 0 < Ρ(Α) < 1 να δείξετε ότι: + ≥1 1
4

Ρ(Α) Ρ(Α')
.

Λύση:

1 1 ( ') ( )
4 4

( ) ( ') ( ') ( )

Ρ Α + Ρ Α+ ≥ ⇔ ≥ ⇔
Ρ Α Ρ Α Ρ Α Ρ Α

Ρ(Α΄) + Ρ(Α) ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) Ρ(Α΄) ⇔⇔⇔⇔⇔

1 ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) [1 - Ρ(Α)] ⇔  ⇔  ⇔  ⇔  ⇔ 1 ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) - 4Ρ2(Α) ⇔⇔⇔⇔⇔ 4Ρ2(Α) - 4Ρ(Α) + 1 ≥≥≥≥≥ 0 ⇔⇔⇔⇔⇔
(2Ρ(Α) - 1)2 ≥≥≥≥≥ 0, που ισχύει.

12. Έστω Ω δειγµατικός χώρος που αποτελείται από το σύνολο των ριζών

της εξίσωσης (x - 10) (x - 11) ... (x - 20) = 0.  Αν το Ω αποτελείται από

ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα και λ ∈ Ω, να βρεθεί η πιθανότητα η εξίσω

ση  y2 - 8y + λ = 0 να µην έχει πραγµατικές ρίζες.

Λύση:

Αφού το Ω αποτελείται από το σύνολο των ριζών της εξίσωσης:

(x - 10) (x - 11) ... (x - 20) = 0

τότε είναι :  Ω = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

Λύση:

Για τη συνέχεια στο 0 έχουµε:
2 0 / 0

3 2 2x 0 x 0 x 0 x 0

x [P(B) P(A)]x x[x P(B) P(A)] x P(B) P(A)
limf (x) lim lim lim

x x x(x 1) x 1→ → → →

+ + + + + += = = =
+ + +

P(B) P(A) f (0) P(A B)= + και = ∪

Είναι η f συνεχής στο µηδέν , αν και µόνον αν , P(B) P(A) P(A B)+ = ∪ .

α. Αν  η δειγµατοληψία γίνει µε επανατοποθέτηση τότε µπορεί να υπάρξει σαν

απλό ενδεχόµενο το ζεύγος (Μ,Μ) το οποίο είναι κοινό για τα δύο ενδεχόµενα

δηλαδή: A B∩ ≠ ∅ .

Από τον προσθετικό νόµο ισχύει: P(A) P(B) P(A B) P(A B)+ = ∪ + ∩ , δηλαδή:

x 0
limf (x) f (0)

→
≠ , άρα η f  δεν είναι συνεχής στο 0.

β. Αν η δειγµατοληψία γίνει χωρίς επανατοποθέτηση τότε δεν µπορεί να υπάρξει

σαν απλό ενδεχόµενο το ζεύγος (Μ,Μ) δηλ. A B∩ = ∅ . Άρα από τον προσθετι-

κό νόµο ισχύει:

P(A) P(B) P(A B)+ = ∪ , δηλαδή 
x 0
limf (x) f (0)

→
=

που σηµαίνει ότι  η  f είναι  συνεχής στο 0.

taexeiola.blogspot.com



91.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Η εξίσωση: y2 - 8y + λ = 0 δεν έχει πραγµατικές ρίζες όταν ∆ < 0 , δηλ. όταν

(-8)2 - 4λ < 0 ⇔⇔⇔⇔⇔ 64 - 4λ < 0 ⇔⇔⇔⇔⇔ - 4λ < - 64 ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ λ > 16

Αφού λ ∈ Ω για να µην έχει πραγµατικές ρίζες η εξίσωση πρέπει να πραγµατοποι-

ηθεί το ενδεχόµενο Α = {17, 18, 19, 20}.

Άρα:
( ) 4

( ) 0,4
( ) 10

Ν Α
Ρ Α = = =

Ν Ω
.

13. Αν Χ ενδεχόµενο του δειγµατικού χώρου Ω και , Ρ(X) + 2 - Ρ(X) - 3 = 8λ ,

λ∈∈∈∈∈R να δείξετε ότι ≤
1

λ
8

 .

Λύση:

Ισχύει 0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔ 2 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) + 2 ≤≤≤≤≤ 3.       Άρα: 2)x(2)x( +Ρ=+Ρ .

Επίσης  0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔ -3 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) - 3 ≤≤≤≤≤ -2.   Άρα: 3)x(3)x( +Ρ−=−Ρ .

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε

Ρ(Χ) + 2 - (-Ρ(Χ) + 3) = 8 λ ⇔⇔⇔⇔⇔ Ρ(Χ) + 2 + Ρ(Χ) - 3 = 8λ ⇔⇔⇔⇔⇔

2Ρ(Χ) = 8λ + 1
8 1

(x)
2

λ +
⇔ Ρ = .

Όµως:  0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 δηλ. 
8 1

0 1
2

λ +
≤ ≤  ⇔⇔⇔⇔⇔ 0 ≤≤≤≤≤ 8λ + 1 ≤≤≤≤≤ 2 ⇔⇔⇔⇔⇔ -1 ≤≤≤≤≤ 8λ ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔

-1/8 ≤≤≤≤≤ λ ≤≤≤≤≤ 1/8 ⇔⇔⇔⇔⇔     
1

8
λ ≤

14. Σε µία έρευνα µεταξύ των µαθητών µίας τάξης διαπιστώθηκε ότι το

50% δεν είχε διαβάσει φυσική, το 70% δεν είχε διαβάσει µαθηµατικά

και το 80% δεν είχε διαβάσει και τα δύο µαθήµατα. Να βρείτε τις πιθα-

νότητες των ενδεχοµένων.

α. Ένας µαθητής έχει διαβάσει φυσική.

β. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µαθηµατικά.

γ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα.

δ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει τουλάχιστον ένα από τα δύο µαθήµατα.

ε. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µόνο φυσική.

στ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µαθηµατικά και φυσική.

ζ. Ένας µαθητής δεν έχει διαβάσει κανένα από τα δύο µαθήµατα.

η. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µόνο µαθηµατικά ή µόνο φυσική (ακρι-

βώς ένα από τα δύο µαθήµατα).

Λύση:

Έστω τα ενδεχόµενα:

taexeiola.blogspot.com



92. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Πιθανότητες

Α: έχει διαβάσει φυσική, οπότε: Α΄: δεν έχει διαβά-

σει φυσική.

Β: έχει διαβάσει µαθηµατικά, οπότε: Β΄: δεν έχει

διαβάσει µαθηµατικά.

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος σχηµα-

τίζουµε το διπλανό διάγραµµα Venn απο το οποίο

προκύπτουν άµεσα οι απαντήσεις στα ερωτήµατα.

Είναι 
50

P(A')
100

= , 
70

P(B')
100

=

Α ∩ Β: έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα.

Οπότε  (Α ∩ Β)΄: δεν έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα. Άρα: 
80

P((A B) ')
100

∩ =

α. Ρ(Α) = 1 - Ρ(Α΄) δηλαδή:
50 50

P(A) 1
100 100

= − =

β. Ρ(Β) = 1 - Ρ(Β΄) δηλαδή:
70 30

P(B) 1
100 100

= − =

γ. Έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα: Α ∩ Β. Άρα: Ρ(Α ∩ Β) = 1 - Ρ((Α ∩ Β)΄)

δηλαδή: 
80 20

P(A B) 1
100 100

∩ = − =

δ. Έχει διαβάσει τουλάχιστον ένα από τα δύο µαθήµατα:  Α ∪ Β.

    Άρα:  Ρ(Α ∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
50 30 20 60

P(A B)
100 100 100 100

∪ = + − =

ε. Έχει διαβάσει µόνο φυσική Α - Β = Α ∩ Β΄  Άρα: Ρ(Α - Β) = Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
50 20 30

P(A B)
100 100 100

− = − =

στ. Έχει διαβάσει µαθηµατικά και όχι φυσική: Β - Α = Β ∩ Α΄

Άρα: Ρ(Β - Α) = Ρ(Β) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
30 20 10

P(B A)
100 100 100

− = − =

ζ. ∆εν έχει διαβάσει κανένα από τα δύο µαθήµατα  (Α ∪ Β)΄

Άρα:  Ρ((Α ∪ Β)΄) = 1 - Ρ(Α ∪ Β) δηλαδή:
60 40

P((A B) ') 1
100 100

∪ = − =

η. Έχει διαβάσει µόνο µαθηµατικά ή µόνο φυσική: (Β - Α) ∪ (Α - Β).

Τα   Α - Β, Β - Α   είναι ασυµβίβαστα.

Άρα Ρ((Α - Β) ∪ (Β - Α)) = Ρ(Α - Β) + Ρ(Β - Α) δηλαδή:

30 10 40
P((A B) (B A))

100 100 100
− ∪ − = + =

30 1020

40
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15. Η πιθανότητα να επιλεγεί ένας µαθητής στη θεατρική οµάδα του σχολεί-

ου του είναι 1/6 ενώ η πιθανότητα να µην επιλεγεί στην οµάδα µουσικής

είναι 4/5. Η πιθανότητα να επιλεγεί και στις δύο οµάδες είναι 1/10. Να

βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων:

α. Να επιλεγεί τουλάχιστον σε µια από τις δύο οµάδες.

β. Να επιλεγεί µόνο στη θεατρική οµάδα.

γ. Να επιλεγεί µόνο στη οµάδα µουσικής.

δ. Να επιλεγεί µόνο σε µια από τις δύο οµάδες.

ε. Να µην επιλεγεί σε καµία οµάδα.

ζ. Να επιλεγεί σε µια το πολύ οµάδα.

Λύση:

Ορίζω τα ενδεχόµενα:

Α: “να επιλεγεί στη θεατρική οµάδα”

Β: “να επιλεγεί στην οµάδα µουσικής”

Τότε: ( ) 1
Ρ Α

6
= ( ) ( ) ( )4 4 1

Ρ Β΄ 1 Ρ Β Ρ Β
5 5 5

= ⇔ − = ⇔ = ( ) 1
Ρ Α Β

10
∩ =

α. ( ) ( ) ( )Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β P(A B)∪ = + − ∩
1 1 1

6 5 10
8 9 :

5 6 3

5 6 3 80 4

30 30 15

+ −= = =

β. ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β΄ Ρ Α Β Ρ Α Ρ Α Β∩ = − = − ∩ =

5 3

1 1

6 10
:

2 1

30 15
= =

γ. ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Β Α΄ Ρ Β Α Ρ Β Ρ Α Β∩ = − = − ∩ =

2 1

1 1

5 10
: 1

10
=

δ. ( ) ( )[ ] ( ) ( )Ρ Α Β Β Α Ρ Α Β Ρ Β Α− ∪ − = − + −  αφού ( ) ( )Α Β Β Α− ∩ − = ∅
( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Ρ Α Β Ρ Β Ρ Α Β= − ∩ + − ∩

( ) ( ) ( )Ρ Α Ρ Β 2Ρ Α Β= + − ∩

5 6 3

1 1 1
2·

6 5 10
8 9 :

5 6 6 5 1

30 30 6

+ −= = =

ε. ( ) ( )Ρ Α Β ΄ 1 Ρ Α Β∪ = − ∩ =

15 1

4 11
1

15 15
: 8

ζ. ( ) ( ) 1 9
Ρ Α Β ΄ 1 Ρ Α Β 1

10 10
∩ = − ∩ = − =
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16. Για τα ενδεχόµενα Α,Β ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει ότι Ρ(Α – Β) = 0,6

και P(Β – Α) = 0,4. Να δείξετε ότι τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ασυµβίβαστα.

Λύση:

Έστω ότι τα ενδεχόµενα Α, Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

Τότε: Α Β∩ ≠ ∅  άρα ( )Ρ Α Β 0∩ ≠
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β 0,6 Ρ Α Ρ Α Β 0,6 Ρ Α 0,6 Ρ Α Β− = ⇔ − ∩ = ⇔ = + ∩  (1)

και: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Β Α 0,4 Ρ Β Ρ Α Β 0,4 Ρ Β 0,4 Ρ Α Β− = ⇔ − ∩ = ⇔ = + ∩   (2)

Η σχέση ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β Ρ Α Β∪ = + − ∩  από τις (1) και (2) γράφεται:

( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β 0,6 Ρ Α Β 0,4 Ρ Α Β Ρ Α Β∪ = + ∩ + + ∩ − ∩
( ) ( )Ρ Α Β 1 Ρ Α Β 1∪ = + ∩ >  άτοπο.

Εποµένως τα Α, Β είναι ασυµβίβαστα (αφού ( )Ρ Α Β 0∩ ≠ ).

17. Θεωρούµε τις συναρτήσεις:

f(x) = 4(x – 1)(x2 – 5x + 6)   και   g(x) = 1/3x3 – 5x2 + 16x + 2004

Έστω Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµα-

τος τύχης µε ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα.

Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Α = {x∈∈∈∈∈Ω / f(x) = 0}   και

B = {y∈∈∈∈∈Ω / y είναι θέση ακρότατου της g(x)}.

Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων: A, B, A ∩∩∩∩∩ B, A ∪∪∪∪∪ B,

A – B, B –  A

Λύση:

( ) ( ) ( )2 2f x 0 4 x 1 · x 5x 6 0 x 1 Ω ή x 5x 6 0

x 1 ή x 2 ή x 3

= ⇔ − − + = ⇔ = ∈ − + = ⇔
= = =

Άρα: Α = {x∈Ω / f(x) = 0} = {1, 2, 3}

Είναι ( ) 2g΄ x x 10x 16= − +   και  ( ) 2g΄ x 0 x 10x 16 0 x 8 ή x 2= ⇔ − + = ⇔ = =

Άρα B = {y∈Ω / y είναι θέση ακρότατου της g(x)} = {2, 8}. Αφού έχουµε δειγµατι-

κό χώρο που αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα ισχύει:

( ) ( )
( )

N A 3
P A

N Ω 10
= = ( ) ( )

( )
N B 2 1

P B
N Ω 10 5

= = =

Αφού: { }A B 2∩ =  είναι ( ) ( )
( )

N A B 1
P A B

N Ω 10

∩∩ = =
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{ }A B 1,2,3,8∪ =  άρα ( ) ( )
( )

N A B 4 2
P A B

N Ω 10 5

∪∪ = = =

{ }A B 1,3− =  άρα ( ) ( )
( )

N A B 2 1
P A B

N Ω 10 5

−− = = =

{ }Β Α 8− =  άρα ( ) ( )
( )

Ν Β Α 1
Ρ Β Α

Ν Ω 10

−− = = .

18. Σε ένα συνέδριο µαθηµατικών συµµετέχουν Έλληνες, Γάλλοι και Άγγλοι

µαθηµατικοί. Από τους σύνεδρους επιλέγεται τυχαία ένας για τη θέση του

συντονιστή του συνεδρίου. Αν στο συνέδριο συµµετέχουν 25 Έλληνες,

ενώ οι πιθανότητες να επιλεγεί Γάλλος είναι 1/3 και Άγγλος είναι 1/4, να

βρεθεί το πλήθος των συνέδρων.

Λύση:

Ορίζω τα ενδεχόµενα:

Ε: “ο σύνεδρος είναι Έλληνας” µε: N(E) = 25

Γ: “ο σύνεδρος είναι Γάλλος” µε: N(Γ) = x και P(Γ) = 1/3

Α: “ο σύνεδρος είναι Άγγλος” µε: Ν(Α) = y και P(A) = 1/4.

Αφού: ( ) ( )
( )

1 Ν Γ 1 x 1
P Γ 3x x y 25 2x y 25

3 Ν Ω 3 x y 25 3
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = + + ⇔ − =

+ +
   (1)

Αφού: ( ) ( )
( )

1 N A 1 y 1
P A 4y x y 25 x 3y 25

4 N Ω 4 x y 25 4
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = + + ⇔ − + =

+ +
 (2)

Από το σύστηµα των (1) και (2) έχουµε: 
2x y 25 x 20

y 15x 3y 25

− = =
⇔ =− + =

Άρα όλοι οι σύνεδροι είναι: x y 25 20 15 25 60+ + = + + =

19. Έστω Ω = {ω1, ω2, ω3, ..., ων} ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Η

πιθανότητα των στοιχειωδών ενδεχοµένων δίνεται από τη σχέση:

κ

3κ -1
Ρ(ω ) =

40
 για κ = 1, 2, 3, ..., ν.

α. Να βρεθεί το πλήθος των στοιχείων του δειγµατικού χώρου.

β. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχοµένου Α = {ω1, ω3, ω5}.

Λύση:

α. Αφού P(Ω) = 1 ⇔ Ρ(ω
1
) + Ρ(ω

2
) + Ρ(ω

3
) + ... + Ρ(ω

ν
) = 1 ⇔

( )2 5 8 3ν 1
..... 1 2 5 8 ......... 3ν 1 40

40 40 40 40

−⇔ + + + = ⇔ + + + + − = ⇔
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Πιθανότητες

( ) ( ) 2ν· 2 3ν 1 32
40 ν· 3ν 1 80 3ν ν 80 0 ν 5 ή ν

2 6

+ −⇔ = ⇔ + = ⇔ + − = ⇔ = = −

Η ν = –32/6 απορρίπτεται.

Άρα ο δειγµατικός χώρος είναι ο { }1 2 3 4 5Ω ω ,ω ,ω ,ω ,ω=

β. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 5

2 8 14 24 3
Ρ Α Ρ ω Ρ ω Ρ ω Ρ Α

40 40 40 40 5
= + + = + + = ⇔ =

20. Σε ένα µη αµερόληπτο ζάρι οι πιθανότητες εµφάνισης κάθε έδρας δίνο-

νται από τη σχέση:

P(1) = 3P(2) = 3P(3) = 4P(4) = 6P(5) = 2P(6)   (1)

α. Να βρεθούν οι πιθανότητες εµφάνισης της κάθε έδρας.

β. Να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

∈ 3 21
Α = {x Ω/ x θέση ακροτάτου της f(x) = x - 2x + 3x + 2004}

3
γ. Να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

Β = {κ∈∈∈∈∈Ω / η εξίσωση x2 + κx + 1 = 0 να έχει 2 ρίζες πραγµατι-

κές και άνισες}.

Λύση:

α. Αφού { }Ω 1,2,3,4,5,6=  έχω ( )Ρ Ω 1= ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ 1 Ρ 2 Ρ 3 Ρ 4 Ρ 5 Ρ 6 1+ + + + + = ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ(1) 1

3 3 4 6 2
+ + + + + = ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12Ρ 1 4Ρ 1 4Ρ 1 3Ρ 1 2Ρ 1 6Ρ 1 12+ + + + + = ⇔ ( ) ( ) 12
31Ρ 1 12 Ρ 1

31
= ⇔ =

Από τη σχέση (1) έχω:

( ) ( ) ( )1 1 12 4 4
Ρ 2 Ρ 1 · Ρ 2

3 3 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 4 4
Ρ 3 Ρ 1 · Ρ 3

3 3 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 3 3
Ρ 4 Ρ 1 · Ρ 4

4 4 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 2 2
Ρ 5 Ρ 1 · Ρ 5

6 6 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 6 6
Ρ 6 Ρ 1 · Ρ 6

2 2 31 31 31
= = = ⇔ =
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β. Είναι f΄(x) = x2 – 4x + 3

f΄(x) = 0 ⇔ x2 – 4x + 3 = 0 ⇔

x = 1  ή  x = 3

Άρα: Α = {1, 3}

και

( ) ( ) ( ) ( )12 4 16
Ρ Α Ρ 1 Ρ 3 Ρ Α

31 31 31
= + = + ⇔ =

γ. Αφού η εξίσωση: x2 + κx + 1 = 0 έχει 2 ρίζες πραγµατικές και άνισες πρέπει:

∆ > 0 ⇔ κ2 – 4 > 0 ⇔ ( ) ( )κ , 2 2,∈ −∞ − ∪ + ∞

επειδή κ ∈ Ω, είναι:

κ = 3  ή  κ = 5  ή  κ = 6.

Άρα: Β = {3, 4, 5, 6}

και:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 6 15
Ρ Β Ρ 3 Ρ 4 Ρ 5 Ρ 6 Ρ Β

31 31 31 31 31
= + + + = + + + ⇔ =

x :< 9<1 3

f (x)´

f(x)

+ +–

x :< 9<-2 2

ê - 4
2

+ +–
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Πιθανότητες

Λύνουµε

µόνοι µας

1. Ενα κουτί περιέχει 2 λευκές, 2 κόκκινες και µια µαύρη σφαίρα. Επιλέγουµε

διαδοχικά και χωρίς επανατοποθέτηση µια σφαίρα. Αν το πείραµα τύχης

σταµατά µόλις επιλέξουµε την µαύρη σφαίρα να βρεθούν:

α. ο δειγµατικός χώρος Ω.

β. το ενδεχόµενο Α: η πρώτη σφαίρα είναι κόκκινη.
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2. Τρείς ταχυδρόµοι πρόκειται να µοιράσουν επιστολές στις οδούς Πανεπι-

στηµίου, Ακαδηµίας και Σταδίου. Για την οδό Πανεπιστηµίου υπάρχει

ένας σάκος, για την Ακαδηµίας δύο σάκοι και για την Σταδίου ένας σάκος.

∆ίνουµε µε σειρά ένα σάκο τυχαία σε κάθε ταχυδρόµο.

Να βρεθεί το ενδεχόµενο Α: ο ταχυδρόµος της οδού Πανεπιστηµίου πήρε

λάθος σάκο.
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Πιθανότητες

3. Ένας µαθητής λύνοντας ασκήσεις µαθηµατικών αποφάσισε να λύσει το

πολύ 4 ασκήσεις ή να σταµατήσει όταν λύσει 3 ασκήσεις σωστά. Να βρε-

θεί ο δειγµατικός χώρος Ω. Αν για κάθε άσκηση που λύνει σωστά χρειάζεται

15 λεπτά και για κάθε αποτυχηµένη προσπάθεια απασχολείται 10 λεπτά,

να βρεθεί ο ελάχιστος και ο µέγιστος χρόνος µελέτης.
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4. Ένας σάκος περιέχει 5 κόκκινες κάρτες µε τον αριθµό 1, 15 πράσινες κάρ-

τες µε τον αριθµό 2, 20 λευκές κάρτες µε τον αριθµό 3 και 30 µπλέ κάρτες

µε τον αριθµό 4. Επιλέγουµε µια κάρτα στην τύχη. Να βρεθούν οι πιθανό-

τητες των ενδεχοµένων:

Α: η κάρτα δεν είναι χρώµατος µπλέ.

Β: η κάρτα έχει άρτιο αριθµό.

Γ: η κάρτα είναι χρώµατος κόκκινου ή έχει περιττό αριθµό.
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Πιθανότητες

5. Αν ∩1 1
P(A-B)= , P(A B)=

5 10
 και ∪ 2

P(A B)=
3

 να βρεθούν οι Ρ(Α) και Ρ(Β).
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6. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω να δείξετε ότι ισχύει:

≥ ∪2 22[P(A)] +2P[(B)] 2P(A B)-1

taexeiola.blogspot.com



104. Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Πιθανότητες

7. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε ∩ ∅A B = , να αποδείξετε ότι

ισχύει: ∩ ≤ ≤ ∩2P(A B) P(A) + P(B) 1 + P(A B)
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8. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε 
5

P(A) =
12

  και 
3

P(B) =
4

  να

δείξετε ότι:

α. τα ενδεχόµενα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

β. ισχύει  ≤ ∩ ≤2 5
P(A B)

12 12
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Πιθανότητες

9. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε ∪ ∩P(A B) = 3P(A B)   και

Ρ(Β) = 2Ρ(Α) να βρεθεί ο λόγος: 
∪N(A B)

N(A)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

10. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε 
1

P(A') =
2

 και 
2

P(B') =
3

α. εξετάστε αν τα ενδεχόµενα Α΄και Β΄ είναι ασυµβίβαστα

β. Αν ∪ 11
P(A' B') =

12
 να υπολογίσετε την ∩P(A' B')

γ. δείξτε ότι τα ενδεχόµενα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

δ. να υπολογίσετε τις πιθανότητες ∩P(A B')  και ∪P(A B')
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Πιθανότητες

11. Έστω ο δειγµατικός χώρος Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} και τα ενδεχόµενα

Α = {ω1, ω2} και Β = {ω2, ω3}.

Αν 
5

P(A) =
12

 ,  
1

P(B) =
3

,  ∪ 2
P(A B) =

3
 και 

1
P(A - B) =

12
  να βρεθούν

οι πιθανότητες των απλών ενδεχοµένων ω1, ω2, ω3 και ω4.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

12. Αν Α, Β ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω και Ρ(Α) = 3/4 και Ρ(Β) = 3/8 να

δείξετε ότι:

α. Α, Β όχι ασυµβίβαστα     β. Ρ(Α ∪∪∪∪∪ Β) ≥≥≥≥≥ 3/4     γ. 1/8 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∩∩∩∩∩ Β) ≤≤≤≤≤ 3/8
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Πιθανότητες

13. Αν Α, Β ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω και Ρ(Α), Ρ(Β) ρίζες της

εξίσωσης: 6x3 + 5x2 - 12x + 4 = 0 µε Ρ(Α) < Ρ(Β) να δείξετε ότι:

α) Α, Β όχι ασυµβίβαστα      β) 1/6 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∩∩∩∩∩ Β) ≤≤≤≤≤ 1/2       γ) 2/3 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∪∪∪∪∪ Β) ≤≤≤≤≤ 1
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

14. Σε ένα νοσοκοµείο νοσηλεύονται 300 ασθενείς και η κατάσταση της

υγείας τους χαρακτηρίζεται σαν σοβαρή ή µέτρια. Αν από τους ασθενείς

οι 40 είναι ανασφάλιστοι, οι 70 βρίσκονται σε σοβαρή κατάσταση και

οι 220 είναι ασφαλισµένοι µε µέτρια κατάσταση υγείας να βρεθούν οι

πιθανότητες ένας νοσηλευόµενος που επιλέγεται τυχαία:

α. να είναι ανασφάλιστος ή να βρίσκεται σε σοβαρή κατάσταση.

β. να µην είναι ασφαλισµένος ή να µην βρίσκεται σε σοβαρή κατάσταση.
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Πιθανότητες

15. Μετά από ένα τροχαίο ατύχηµα το 40% των επιβατών διακοµίστηκαν

στο κοντινότερο επαρχιακό νοσοκοµείο, το 50% των επιβατών διακο-

µίστηκαν σε νοσοκοµείο της Αθήνας ενώ το 15% των επιβατών διακο-

µίστηκαν στο κοντινότερο επαρχιακό νοσοκοµείο και κατόπιν λόγω της

σοβαρότητας του τραυµατισµού τους κρίθηκε αναγκαία η µεταφορά τους

σε νοσοκοµείο της Αθήνας. Αν 12 από τους επιβάτες δεν τραυµατίστη-

καν καθόλου τότε πόσους επιβάτες συνολικά είχε το όχηµα;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

16. ∆ύο δροµείς Α και Β συµµετέχουν σε ένα µαραθώνιο. Η πιθανότητα τερ-

µατισµού του δροµέα Α είναι κατά 20% µεγαλύτερη από του Β, η πιθα-

νότητα να τερµατίσει τουλάχιστον ένας είναι 90% και η πιθανότητα να

τερµατίσουν και οι δύο είναι 10%. Να βρεθούν οι πιθανότητες τερµατι-

σµού των δροµέων.
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Πιθανότητες

17. O Αντώνης και ο Βασίλης συµµετέχουν σε ένα γραπτό διαγωνισµό. Η

πιθανότητα να πετύχει ο Αντώνης είναι διπλάσια από την πιθανότητα να

πετύχει ο Βασίλης ενώ η πιθανότητα να πετύχει µόνο ένας από τους δύο

είναι 75%. Να βρεθούν οι πιθανότητες επιτυχίας των δύο υποψηφίων.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

18. Αν Ω = {2, 6, 10,….410} και για κάθε ∈x Ω  είναι P(x) = κx, να βρεθεί ο ∈κ R .
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Πιθανότητες

19. Έστω ο δειγµατικός χώρος Ω = {2, 4, 6, ..., 2κ}, κ ∈∈∈∈∈ Ν* µε ισοπίθανα

απλά ενδεχόµενα. Αν θεωρήσουµε ότι είναι τιµές µιας µεταβλητής Χ µε

x = 9  να υπολογιστεί:

α. το κ ∈∈∈∈∈ Ν* και να προσδιοριστεί ο δειγµατικός χώρος Ω.

β. να βρεθεί η διάµεσος και το εύρος των τιµών της µεταβλητής Χ.

γ. να δείξετε ότι  2s = x + 3

δ. Θεωρούµε τα ενδεχόµενα

Α:α ∈∈∈∈∈ Ω και α να είναι πολλαπλάσιο του 4 .

Β: β ∈∈∈∈∈ Ω και β ρίζα της εξίσωσης  
2(x - 6x + 8)(x - 3)

= 0
x - 2

Να βρεθούν οι πιθανότητες ∪ ∩P(A), P(B), P(A B), P(A B), P(A - B)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας
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Πιθανότητες

20. ∆ινεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = ex - x.

α. Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.

β. Αν Α και Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω που συνδέονται µε τη

σχέση eP(A) - P(A) = P(B) να δείξετε ότι Ρ(Β) = f(P(A)) και ότι το Β

είναι βέβαιο ενδεχόµενο και το Α αδύνατο.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

21. Έστω 5 µονοψήφιοι θετικοί ακέραιοι. Αν οι τέσσερις από αυτούς είναι

οι 1, 2, 6, 9 να βρείτε την πιθανότητα η διάµεσος να είναι:

α. 6 β. 6,5 γ. 5
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Πιθανότητες

Ελέγχουµε τη

γνώση µας

Θέµα 1ο

Ένα κουτί περιέχει 5 αριθµηµένες σφαίρες από το 1 εως το 5. Εξάγουµε δια-

δοχικά και χωρίς επανατοποθέτηση µια σφαίρα κάθε φορά. Το πείραµα στα-

µατά αν εξαχθεί σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

α. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος τύχης.

β. Να βρεθούν τα ενδεχόµενα:

Α: έχουν εξαχθεί 3 σφαίρες συνολικά.

Β: η πρώτη σφαίρα έχει τον αριθµό 5

Γ: η τελευταία σφαίρα έχει τον αριθµό 2

taexeiola.blogspot.com



121.Βήµα 5ο    Ελέγχουµε τη γνώση µας

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Θέµα 2ο

Α. Έστω η ρίψη δύο όµοιων ζαριών και x η πιθανότητα να έχουµε δύο ίδιες

ενδείξεις, y η πιθανότητα το άθροισµα των ενδείξεων να ισούται µε 6. Να

υπολογίσετε τη διαφορά x - y.

Β. Έστω δείγµα 5 µονοψήφιων θετικών ακέραιων. Αν οι τέσσερεις από

αυτούς είναι οι 1, 2, 6 και 9 να βρεθεί η πιθανότητα η µέση τιµή του

δείγµατος να είναι µεγαλύτερη από 6.
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Πιθανότητες

Θέµα 3ο

Έστω ο δειγµατικός χώρος  Ω = {0, 1, 2, 3}  και  f(x) = λx4 + λ2x2 - 5, µε λ ∈ Ω.

Αν το Ω αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα να βρεθεί η πιθανότη-

τα ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει στο σηµείο µε συντεταγµένες (1, f(1))

εφαπτοµένη παράλληλη στον άξονα x΄x.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Θέµα 4ο

Σε µια έρευνα που έγινε βρέθηκε ότι στο 15% των τροχαίων ατυχηµάτων

που οφείλονται σε µηχανική βλάβη, οφείλονταν σε ανθρώπινο λάθος και σε

κακή ποιότητα οδοστρώµατος. Το 20% των τροχαίων ατυχηµάτων που

οφείλονται σε ανθρώπινο λάθος, οφείλονταν και σε µηχανική βλάβη. Το 50%

των τροχαίων ατυχηµάτων οφείλονται σε ανθρώπινο λάθος. Επίσης το 40%

των τροχαίων ατυχηµάτων που οφείλονται σε µηχανική βλάβη οφείλονταν

και σε ανθρώπινο λάθος. Ποια η πιθανότητα ένα τροχαίο ατύχηµα να οφεί-

λεται και στις τρεις παραπάνω αιτίες;
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