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Έργο του καλλιτέχνη Άγγελου Γεωργίου 
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Π Ρ Ο Λ Ο Γ Ο Σ 

Η ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ γράφτηκε σαν ένα ξεχωριστό εγχειρίδιο γιατί αφ’ ενός η 

τριγωνοµετρία αποτελεί ένα ξεχωριστό κλάδο των µαθηµατικών και αφ’ ετέρου επειδή 

αποτελεί ένα µεγάλο κοµµάτι της ύλης της Β΄ Λυκείου, το οποίο δυσκολεύει περισσότερο 

από όλα τα άλλα κεφάλαια τους µαθητές. Το βιβλίο περιλαµβάνει το τυπολόγιο της 

Τριγωνοµετρίας και µνηµονικούς κανόνες αποµνηµόνευσης. Επίσης πολλές ερωτήσεις 

κατανόησης της θεωρίας και τέλος µία πολλή καλή σειρά ασκήσεων, οι περισσότερες των 

οποίων είναι των συγγραφέων καθώς και επιλεγµένες ασκήσεις από την ελληνική και 

διεθνή βιβλιογραφία. Οι ασκήσεις αυτές καλό είναι να διδάσκονται από τους καθηγητές ή 

να µελετώνται από τους µαθητές αφού έχουν λυθεί κάποια απλά παραδείγµατα από το 

σχολικό εγχειρίδιο π.χ. Α΄ ΟΜΑ∆ΑΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ. 

 Είµαστε πεπεισµένοι ότι θα είναι πολύτιµο βοήθηµα και ιδίως για την επανάληψη 

πριν τις εξετάσεις. 

 Τελειώνοντας θέλαµε να ευχαριστήσουµε την συνάδελφο Κική Σουλτανίδου για τις 

διορθώσεις και τις γραµµατείς Αθηνά Αλµπανίδου και Νίκη Λαζαρίδου για την καλλιτεχνική 

παρουσίαση του βιβλίου. 

 Στη διάθεσή σας για επικοινωνία στο e-mail:  

info@ekp2001-orosimo.gr 

        Οι συγγραφείς  
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 
 

ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ 
 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΟΛΩΝ ΤΩΝ ΤΥΠΩΝ 
 

ΑΣΚΗΣΕΟΘΕΩΡΙΕΣ ΟΛΩΝ ΤΩΝ ΤΥΠΩΝ 
 

ΛΥΜΕΝΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

       ΤΟ ΒΙΒΛΙΟ ΠΕΡΙΕΧΕΙ: 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

 
 

                
                      Σχήµα 1 

ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ 
 

 

• Τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας 
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Βασικές τριγωνοµετρικές ταυτότητες  
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Είναι σηµαντικό τις περισσότερες 

γνώσεις τις τριγωνοµετρίας να τις 

βρίσκουµε πάνω στον 

τριγωνοµετρικό κύκλο, τον οποίο    

βέβαια πρέπει να                              

γνωρίζουµε καλά και να τον 

σχεδιάζουµε πρόχειρα κάθε φορά 

που χρειαζόµαστε κάτι πάνω σ’ 

αυτόν. 
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Αναγωγή στο 1

ο
 τεταρτηµόριο 

 
 

( ) ηµχχηµ −=−  ( ) συνχχσυν =−  ( ) εφχχεφ −=−  ( ) σφχχσφ −=−  

( ) ηµχχπηµ =−  ( ) συνχχπσυν −=−

 

( ) εφχχπεφ −=−  ( ) σφχχπσφ −=−  

( ) ηµχχπηµ −=+  ( ) συνχχπσυν −=+

 

( ) εφχχπεφ =+  ( ) σφχχπσφ =+  
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Μνηµονικός κανόνας 

 
 

i. Αν έχουµε τριγωνοµετρικούς αριθµούς τόξων της µορφής θ
π

±
2

 ή θ
π

±
2

3
 τότε θα αλλάζουµε τον 

τριγωνοµετρικό αριθµό που έχουµε, δηλαδή το ηµίτονο θα γίνει συνηµίτονο (και αντιστρόφως) και η 
εφαπτοµένη θα γίνει συνεφαπτοµένη (και αντιστρόφως). 

ii. Αν έχουµε τριγωνοµετρικούς αριθµούς τόξων της µορφής θπ ±  ή θπ ±2  οι τριγωνοµετρικοί 

αριθµοί δεν αλλάζουν.  Το ηµίτονο παραµένει ηµίτονο κ.λ.π. 
Το πρόσηµο και στις δυο περιπτώσεις εξαρτάται από το τεταρτηµόριο στο οποίο λήγει το τόξο. 
 
 

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί βασικών τόξων 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΑΙ ΤΟΥ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟΥ 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1

ο
 

Το ηµίτονο τόξου θ µε πέρας το σηµείο Μ(x,y) είναι η τεταγµένη του σηµείου Μ ενώ το συνηµίτονο είναι η 

τετµηµένη του Μ δηλαδή ηµθ = y και συνθ = x. Έτσι όταν θέλω το ηµ
2

3π
 βρίσκω στο κύκλο το πέρας του 

τόξου 
2

3π
 που είναι το σηµείο ∆ και η τεταγµένη του ∆ που είναι  -1 είναι το ηµ

2

3π
. Έτσι ηµ

2

3π
 = - 1. 

Άλλο παράδειγµα: θέλω συν5π. Βρίσκω το πέρας του τόξου 5π που είναι το σηµείο Γ  
 
και επειδή η τετµηµένη του Γ είναι – 1 έχω συν5π = - 1. Όταν θέλω εφ ή σφ κάποιου τόξου προκύπτει από το 

ότι  εφθ = 
x

y
  (µε x ≠ 0) και σφθ =

y

x
 (µε y ≠ 0). ( Σχήµα 1) 

 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2

ο
 

Συχνά θα χρειάζοµαι στις ασκήσεις το πρόσηµο ενός τριγωνοµετρικού αριθµού. Αφού το ηµ είναι η 

τεταγµένη του πέρατος του τόξου, το συν είναι η τετµηµένη του πέρατος του τόξου, η εφ και η σφ είναι το 

πηλίκο αυτών θα µπορώ να βρω το πρόσηµό τους πάνω στο τριγωνοµετρικό κύκλο.  

Π.χ. Θέλω το πρόσηµο του συν(3π – θ). Το τόξο 3π – θ βρίσκεται στο 2
ο
 τεταρτηµόριο. Οι τετµηµένες των 

σηµείων του τριγωνοµετρικού κύκλου που βρίσκονται στο 2
ο
 τεταρτηµόριο παρατηρούµε ότι είναι αρνητικές. 

Έτσι το συν(3π – θ) είναι αρνητικό. Αν θέλουµε να υπολογίσουµε τριγωνοµετρικούς αριθµούς µεγάλων 

τόξων και πρέπει να κάνουµε αναγωγή του τόξου στο 1
ο
 τεταρτηµόριο πάλι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τον τριγωνοµετρικό κύκλο αντί να αποµνηµονεύουµε πολλούς πίνακες γεµάτους τριγωνοµετρικούς αριθµούς. 

 

 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3

ο
 

Έστω ότι θέλουµε να βρούµε το ηµ
2

31π
.  

Είναι  ηµ
2

31π
=ηµ(

2

3

2

28 ππ
+ )=ηµ(14π+

2

3π
)=ηµ(7·2π+

2

3π
)=ηµ

2

3π
=-1 διότι ηµ(2κπ+θ)=ηµθ και το πέρας 

του τόξου 
2

3π
 είναι το σηµείο ∆ µε τεταγµένη – 1. 

 
 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4

ο 

ηµ(π + θ) = - ηµθ γιατί π + θ είναι τόξο στο 3
ο
 τεταρτηµόριο όπου το ηµίτονο είναι αρνητικό. 

συν(2π - θ) = συνθ διότι 2π - θ είναι τόξο στο 4
ο
 τεταρτηµόριο όπου το συνηµίτονο είναι θετικό. 

εφ(
2

3π
-θ) = σφθ διότι επειδή είναι τόξο της µορφής 

2

3π
- θ η εφαπτόµενη γίνεται συνεφαπτόµενη και 

2

3π
- θ 

είναι  τόξο στο 3
ο
 τεταρτηµόριο όπου η εφαπτόµενη είναι θετική. 

σφ(3π - θ) = σφ(2π + π - θ) = σφ(π - θ) = - σφθ διότι το τόξο π - θ είναι στο 2
ο
 τεταρτηµόριο που η 

συνεφαπτόµενη είναι αρνητική. Έτσι λοιπόν επειδή σε µία άσκηση µπορεί να εµφανιστούν αρκετοί τέτοιοι 

υπολογισµοί ούτε η αποµνηµόνευση των πινάκων, ούτε η αποδεικτική διαδικασία ενδείκνυται για τον 

υπολογισµό τέτοιων τριγωνοµετρικών αριθµών. 
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ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5

ο 

Μου δίνουν ένα τριγωνοµετρικό αριθµό και ζητούν τους υπόλοιπους τριγωνοµετρικούς αριθµούς. Έστω µου 
δίνουν την εφθ. Για να βρω από την εφθ το συνηµίτονο πρέπει να αναζητήσω σχέση που συνδέει αυτούς 

τους δύο τριγωνοµετρικούς αριθµούς. Η σχέση είναι εφ
2
θ = 1

1
2

−
θσυν

. Όταν βρω το συνθ, για να βρω το 

ηµθ πρέπει να αναζητήσω σχέση ηµθ και συνθ που είναι ο γνωστός ως θεµελιώδης τύπος ηµ
2
θ + συν

2
θ  = 1 

ή αλλιώς επειδή από την εφθ βρήκα το συνθ, από την σχέση εφθ = 
συνθ
ηµθ

 βρίσκω ηµθ = εφθ·σφθ. Επίσης 

από εφθ µπορώ να βρω σφθ από τη σχέση εφθ·σφθ = 1. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 

 
1. (Συµπλήρωσης κενού)                
     

                                                                                          
2. (∆ιάζευξης). 
∆ίνεται σηµείο Μ(x,y) του τριγωνοµετρικού κύκλου. 

 
 
                                 
 
           M(x,y) 
 
 
 
                                                         Α 
 
 
 
 
 
 
Απαντήστε αν είναι σωστές ή λάθος οι ισότητες. 

 

1. ηµω = y                                                                   Σωστό        ή        Λάθος  

2. συνφ = x                                                                  Σωστό        ή        Λάθος 

3. Το συνηµίτονο και το ηµίτονο ενός τόξου 
∩

ΑΜ  
    µε πέρας το σηµείο Μ(x,y) είναι τετµηµένη  
    και η τεταγµένη του σηµείου Μ αντίστοιχα.             Σωστό         ή        Λάθος    

4. εφω = 
x

y
( x 0≠ )                                                    Σωστό         ή       Λάθος  

5. σφω = )0( ≠y
y

x
                                                   Σωστό          ή       Λάθος  

6. ηµφ = y                                                                   Σωστό          ή        Λάθος  
 
 
 
 
3.        (Συµπλήρωση κενού) 
Συµπληρώστε το πρόσηµο των τριγωνοµετρικών αριθµών του παρακάτω πίνακα: 
 

 1
ο
 τεταρτηµόριο 2

ο 
τεταρτηµόριο 3

ο
 τεταρτηµόριο 4

ο
 τεταρτηµόριο 

ηµω     

συνω     

εφω     

σφω     

 

 

 

φ            ω 

           O 

             

             

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
Συµπληρώστε τις ισότητες  
ηµΒ =    , συνΒ =    , εφΒ =    , σφΒ = 
ηµΓ =    , συνΓ =     , εφΓ =     , σφΓ =    
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4.       (Συµπλήρωση κενού). 

Συµπληρώστε στον παρακάτω πίνακα τους υπολογισµούς των τριγωνοµετρικών αριθµών των τόξων που 

φαίνονται στον πίνακα. Όπου δεν ορίζεται κάποιος τριγωνοµετρικός αριθµός βάλτε ( - ).  

ω 
     
     0    

2

π
 

    
    π   

2

3π
 

  
   2π    -

2

π
 

 
   - π  - 

2

3π
 

 
 - 2π 

ηµω          

συνω          

εφω          

σφω          

        

       
 
5.     

 
(Αντιστοίχισης). 

Σε κάθε ένα από τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς που γράφονται στη στήλη Ι αντιστοιχεί ένα από τα 
αποτελέσµατα που γράφονται στη στήλη ΙΙ. 
 

ΣΤΗΛΗ  Ι                                                          ΣΤΗΛΗ  ΙΙ_____________                                                     
 
1. συν (2001π)                                             α)  1 

2. ηµ(-
2

7π
)                                                  β)  0  

3. σφ
2

13π
                                                   γ)  - 1 

4. εφ
2

31π
                                                    δ)  δεν ορίζεται 

5. ηµ 1890
ο
 

6. συν(- 810
ο
) 

 

6.       (Aντιστοίχισης) 

Σε κάθε ένα τριγωνοµετρικό αριθµό της γωνίας θ ποιο από τα µήκη των τµηµάτων (ΟΠ), (ΟΡ), (ΒΣ), (ΑΤ), 
(ΟΒ), (ΟΑ), (ΟΤ), (ΟΣ), (ΑΝ) αντιστοιχεί; 
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7.      (πολλαπλής επιλογής). 

1) Ένα τόξο α ακτινίων (rad) σε µοίρες είναι:  

    α) µ = ο

απ
180

;      β) µ = 
π

αο180
;       γ) µ = 

π
α

o180
 ;     δ) µ = 

a

πο180
; 

 
 
2) Ο τύπος που µετατρέπει ακτίνια σε µοίρες είναι: 

    α) 
πµ

α ο180
= ;     β) ο

µ
π
α

180
= ;        γ) 

α
πµ

ο =
180

 ;       δ) 
α
µπ

ο =
180

; 

 
 
 
 
8.      (∆ιάζευξης). 
Σε κάθε µία από τις παρακάτω ισότητες συµπληρώστε µε κύκλο το Σ αν είναι σωστή ή το Λ αν είναι λάθος. 

1. ηµ
2

1

3
=

π
                               Σ                ή                Λ 

2. συνπ = 0                                 Σ                ή                Λ 

3. εφ
4

π
 = 1                                 Σ                ή                Λ 

4. σφ
2

2

4
=

π
                            Σ                ή                Λ 

5. συν
2

1

3
=

π
                              Σ                ή                Λ 

6. εφ
3

3

3
=

π
                              Σ                ή                Λ 

7. ηµ 1
4

=
π

                                  Σ                ή                Λ 

8. σφ 3
6

=
π

                              Σ                ή                Λ 

 
 
 
 
9. (πολλαπλής επιλογής και διάταξης). 
 
Αν θ είναι τόξο οξείας γωνίας µε πέρας το σηµείο Μ(x,y) τότε το συµµετρικό του ως προς :  
           α) άξονα xx΄ 
           β) άξονα yy΄ 
           γ) αρχή των αξόνων 
           δ) διχοτόµο της 1

ης
 και 3

ης
 γωνίας των αξόνων είναι πέρας τόξου 

 1) π – θ;     2) 2π – θ;      3) 
2

π
 - θ;     4) π + θ;      5) 

2

π
 + θ;       6) 2π + θ; 

 
 
 
 
10.    (πολλαπλής επιλογής) 
Τα συµµετρικά σηµεία του τριγωνοµετρικού κύκλου ως προς τον άξονα xx΄ έχουν: 
α) το ίδιο ηµίτονο;  β)το ίδιο συνηµίτονο;  γ) την ίδια εφαπτοµένη; δ) την ίδια συνεφαπτοµένη; 
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11.    (αντιστοίχισης ή σύζευξης). 
Σε κάθε ένα από τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς 1 έως 8 αντιστοιχεί ένα από τα αποτελέσµατα  α έως η. 
Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 

1. ηµ(π + θ)                                    α. ηµθ 
 

2. συν(2π – θ)                                 β. συνθ 
 

3. εφ(π – θ)                                     γ. εφθ 
 

4. σφ( - θ)                                       δ. σφθ 

5. ηµ(
2

π
 + θ)                                  ε. – ηµθ 

6. συν(
2

3π
 - θ)                              στ. – συνθ 

7. εφ(
2

π
 - θ)                                   ζ. – εφθ 

8. σφ(
2

3π
+θ)                                  η. – σφθ 

 
 
 

12. (πολλαπλής επιλογής). 
Τα συµµετρικά σηµεία του τριγωνοµετρικού κύκλου ως προς την αρχή των αξόνων έχουν :  
α) το ίδιο ηµίτονο; β)το ίδιο συνηµίτονο; γ) την ίδια εφαπτοµένη; δ) την ίδια συνε- φαπτοµένη; ε) αντίθετα 
ηµίτονα; στ) αντίθετα συνηµίτονα; ζ) α,β,γ,δ; η) γ, δ, ε, στ; 
 
 
 
 

13.     Σε κάθε ένα από τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς 1 έως 8 αντιστοιχεί ένα από τα αποτελέσµατα  α 
έως η. Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 

1. ηµ( - θ)                              α. ηµθ 
 

2. συν(π + θ)                          β. συνθ 
 
3. εφ(2π + θ)                          γ. εφθ 

 

4. σφ(2π – θ)                          δ. σφθ 

5. ηµ(
2

3π
 - θ)                        ε. – ηµθ 

6. συν(
2

π
 + θ)                       στ. – συνθ 

7. εφ(
2

3π
 + θ)                        ζ. - εφθ 

8. σφ(
2

π
 - θ)                          η. – σφθ 

 
 

14. Αν Μ(x,y) είναι το πέρας τόξου 
∩

ΑΜ  µιας οξείας γωνίας θ ≠
4

π
  τότε να βρείτε : 

 
α) Το συµµετρικό Μ΄του σηµείου Μ ως προς τη διχοτόµο y = x της 1

ης
 γωνίας των αξόνων. 

β) Το τόξο
∩

ΑΜ ΄ είναι  
2

π
 + θ ;    ή     

2

π
 - θ;     ή     - θ;  

γ) Να συγκριθούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των τόξων θ = 
∩

ΑΜ  και ω = 
∩

ΑΜ ΄. 
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15. Σε κάθε ένα από τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς 1 έως 8 αντιστοιχεί ένα από τα αποτελέσµατα  α έως 

η. Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 

 

1. ηµ(90
ο
– θ)                              α. ηµθ 

2. συν(270
ο
+ θ)                          β. συνθ 

3. εφ(90
ο
+ θ)                              γ. εφθ 

4. σφ(270
ο
– θ)                            δ. σφθ 

5. ηµ(180
ο
+ θ)                            ε. – ηµθ 

6. συν(360
ο
– θ)                         στ. – συνθ 

7. εφ(180
ο
– θ)                             ζ. – εφθ  

8. σφ(360
ο
+ θ)                            η.  – σφθ 

 

 

16.     Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις. 
1. Οι αντίθετες γωνίες έχουν το ίδιο συνηµίτονο και αντίθετους  
 τους άλλους τριγωνοµετρικούς αριθµούς. Σ   ή     Λ; 
2. Οι γωνίες που έχουν άθροισµα 180

ο
 έχουν το ίδιο ηµίτονο  

      και αντίθετους τους άλλους τριγωνοµετρικούς αριθµούς  Σ   ή     Λ;              
3. Στις γωνίες που έχουν άθροισµα 90

ο
 το ηµίτονο καθεµιάς  

      ισούται µε το συνηµίτονο της άλλης και η εφαπτόµενη  
      καθεµίας µε τη συνεφαπτόµενη της άλλης.    Σ   ή     Λ; 
4. Γωνίες που διαφέρουν κατά 180

ο
 έχουν αντίθετο ηµίτονο 

      και συνηµίτονο και την ίδια εφαπτόµενη και συνεφαπτόµενη. Σ   ή     Λ;                                               
5. Τα τόξα θ και π – θ αντιστοιχούν σε γωνίες που διαφέρουν  

κατά 180
ο
.              Σ   ή     Λ;                                                               

6. Τα τόξα θ και 
2

π
+ θ αντιστοιχούν σε τόξα που έχουν  

άθροισµα 90
ο
.        Σ   ή     Λ;   

7. Τα τόξα θ και π + θ αντιστοιχούν σε σηµεία του τριγωνοµετρικού  
κύκλου που είναι συµµετρικά ως προς την αρχή των αξόνων  

      8. ηµ(
2

3π
 + θ) =συνθ.                     Σ   ή     Λ;    

9. συν
3

2π
 = 

2

1
                    Σ   ή     Λ;                                                                        

     10. Τα τόξα 
44

5 π
και

π
 διαφέρουν κατά τόξο ενός ηµικυκλίου.        Σ   ή     Λ;   
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

Οι συναρτήσεις ( ) ρηµωχχ =f  και ( ) ρσυνωχχ =g , 0, >ωρ  είναι περιοδικές µε περίοδο 
ω
π2

=Τ  και 

έχουν µέγιστη τιµή ρ=y  και ελάχιστη τιµή ρ−=y  

 

Η συνάρτηση f(χ)=ηµχ έχει  

σύνολο ορισµού Α= ℜ   

Μέγιστη τιµή την y=1 και ελάχιστη την y=-1 αφού 

11 ≤≤− ηµχ  για κάθε ℜ∈χ .  

Είναι περιοδική µε περίοδο Τ=2π 

Περιττή συνάρτηση διότι ( ) ηµχχηµ −=−  

 

Η συνάρτηση f(χ)=συνχ έχει  

σύνολο ορισµού Α= ℜ  

Μέγιστη τιµή την y=1 και ελάχιστη την y=-1 αφού 

11 ≤≤− συνχ  για κάθε ℜ∈χ .  

Άρτια αφού ( ) συνχχσυν =−  

 

Η συνάρτηση f(χ)=εφχ έχει σύνολο ορισµού 

Α={ ℜ∈χ  µε χ ≠ κπ+
2

π
 , Ζ∈κ }.  

Περίοδο Τ=π.  

Περιττή συνάρτηση αφού ( ) εφχχεφ −=−  

και είναι γνησίως αύξουσα κατά διαστήµατα 

 

Η συνάρτηση f(χ)=σφχ έχει σύνολο ορισµού 

Α={ ℜ∈χ  µε χ ≠ κπ , Ζ∈κ }.  

Περίοδο Τ=π.  

Περιττή συνάρτηση αφού ( )σφ −χ = −σφχ  

και είναι γνησίως φθινουσα κατά διαστήµατα 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

ηµx = ηµθ      ⇔      x = 2κπ + θ   ή   x = 2κπ + π – θ,     κ ∈  Z. 

συνx = συνθ   ⇔      x = 2κπ + θ   ή x = 2κπ – θ,             κ ∈  Z. 

εφx = εφθ       ⇔      x = κπ + θ,                                       κ ∈  Z. 

      σφx = σφθ      ⇔      x = κπ + θ,                                       κ ∈  Z.             

 
 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 
 

1. Απαντήστε αν είναι σωστή Σ ή λάθος Λ κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις. 

i Μία συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού το Α λέγεται περιοδική  
όταν υπάρχει πραγµατικός αριθµός Τ > 0 τέτοιος ώστε  
για κάθε x∈Α  να ισχύει: f(x+T)=f(x-T)=f(x). O πραγµα- 
τικός αριθµός Τ λέγεται περίοδος της συνάρτησης f .         Σ   ή     Λ;                                                         

ii Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = ηµx είναι 2π   Σ   ή     Λ;                                                         

iii Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = συνx είναι π    Σ   ή     Λ;                                                         

iv Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = εφx είναι 2π   Σ   ή     Λ;                                                         

v Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = σφx είναι π   Σ   ή     Λ;             
 
 
2. Οµοίως 

i  Η συνάρτηση f(x) = ηµx παρουσιάζει µέγιστη τιµή  

για x = 
2

π
 και ελάχιστη τιµή για x =

2

3π
.                              Σ   ή     Λ;                                                         

ii  Η συνάρτηση f(x) = εφx παρουσιάζει µέγιστη τιµή για  
x = 0  και ελάχιστη για x = π.                                              Σ   ή     Λ;                                                         

      iii   Η συνάρτηση f(x) = συνx είναι γνησίως φθίνουσα στο   
           διάστηµα [0, π] και γνησίως αύξουσα στο [π, 2π].               Σ   ή     Λ;                                                         
      iv   Η συνάρτηση f(x) = σφx είναι γνησίως φθίνουσα στο  

διάστηµα (0, π).                                                                              Σ   ή     Λ;                                                         

       v   Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = ρηµωx είναι Τ = 
ω
π2

   Σ   ή   Λ;       

 
   
3.       Κάθε ένας από τους πίνακες Α και Β αντιστοιχεί σε µία από τις συναρτήσεις : 
1) f(x) = ηµx   2) f(x) = συνx   3) f(x) = εφx   4) f(x) = σφx. 
 
Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 
Α.       

          
        x 
 

 

           0             
2

π
              π              

2

3π
           2π 

          
        ? 
 

 
           0    1               0             -1               0 

 
Β. 

 
        x 
 

 

          0           
2

π
             π            

2

3π
            2π                    

 
        ? 
 

 
          1            0              - 1          0               1 
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4.   (αντιστοίχισης). 
Σε κάθε µία από τις γραφικές παραστάσεις Α, Β, Γ, ∆ αντιστοιχεί µία από τις συναρτήσεις :  
 

1. f(x) = ηµx   2. f(x) = συνx   3. f(x) = εφx   4. f(x) = σφx. Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 
 

Α.        Β. 

 
 

Γ.        ∆. 

 
 
 

5.      (πολλαπλής επιλογής). 
α) Η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x) = 3ηµ2x είναι αντίστοιχα :  

    Α 1 και – 1;        Β 2 και – 2;       Γ 3 και – 3;        ∆ 5 και – 5;  
 

 
β) Η περίοδος της συνάρτησης f(x) = 3ηµ2x είναι : 

    Α  Τ = 
3

2π
;        Β  Τ = 

2

3π
;       Γ  Τ = π;            ∆  Τ = 2π; 

 
 

6.      (∆ιάζευξης). 
Συµπληρώστε µε κύκλο το Σ ή το Λ ανάλογα µε το αν είναι σωστή ή λάθος κάθε µία από τις παρακάτω 
προτάσεις: 

i Η ευθεία x = 
2

π
 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της  

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = εφx.                  Σ   ή    Λ; 
ii Η ευθεία x = π είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της  

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = σφx.                  Σ   ή    Λ; 

iii Η ευθεία x = - 
2

π
 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της  

γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = εφx.                  Σ    ή    Λ; 
iv Η συνάρτηση f(x) = σφx  είναι γνησίως φθίνουσα  

κατά διαστήµατα.                                                                      Σ    ή    Λ; 
       v   Η συνάρτηση f(x) = συνx είναι άρτια συνάρτηση.                      Σ    ή    Λ; 

      vi   Η συνάρτηση f(x) = εφx είναι περιττή.                                        Σ    ή    Λ; 
      vii   Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) = ηµx έχει 

κέντρο συµµετρίας την αρχή των αξόνων ενώ η συνάρ- 
τηση f(x) = συνx έχει άξονα συµµετρίας τον άξονα yy΄.            Σ    ή    Λ; 

 
 

7.       (αντιστοίχισης). 
Σε κάθε µία από τις εξισώσεις 1, 2, 3, 4 αντιστοιχεί ένας ή περισσότεροι από τους τύπους Α, Β, Γ, ∆, Ε, Ζ 
λύσεων αυτών. Να κάνετε τη σωστή αντιστοιχία. 

i ηµx = ηµθ                                    Α. x = κπ + θ            κ ∈  Z.    
ii συνx = συνθ                                Β.  x = κπ – θ            κ ∈  Z. 
iii εφx = εφθ                                    Γ.  x = 2κπ + θ          κ ∈  Z. 
iv σφx = σφθ                                   ∆.  x = 2κπ – θ          κ ∈  Z.   
                                                          Ε.  x = 2κπ + π – θ    κ ∈  Z.     
                                  Ζ.  x = 2κπ + π + θ    κ ∈  Z.  
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8.       (∆ιάζευξης). 

Απαντήστε αν είναι σωστές  Σ ή λάθος Λ οι παρακάτω ισοδυναµίες: 

1. ηµx = συνθ ⇔  ηµx = ηµ 







−θ

π
2

.          Σ    ή    Λ;   

2. ηµx = -συνθ ⇔  ηµx = συν(π – θ).            Σ    ή    Λ;   

3. συνx = ηµθ  ⇔  συνx = συν 







+θ

π
2

.     Σ    ή    Λ;  

4. εφx = σφθ  ⇔  εφx = εφ 







−θ

π
2

3
.           Σ    ή    Λ; 

5. σφx = - σφθ ⇔  σφx = σφ(π – θ).              Σ    ή    Λ;  

6. εφx = - εφθ ⇔  εφx = εφ(π + θ).                Σ    ή    Λ; 

7. συνx = - 
2

1
⇔  συνx = συν 








−

3

π
π .       Σ    ή    Λ; 

 
9.     (πολλαπλής επιλογής). 
Αν ηµx ·συνx = 0 τότε: 

Α x = κ
2

π
,  κ ∈  Z.     Β x = κπ,  κ ∈  Z.    Γ x = 2κπ,  κ ∈  Z.   ∆ x = κ 

2

3π
 ,  κ ∈  Z.    

 
 
10.    (πολλαπλής επιλογής). 

Η λύση της ανίσωσης συνx ≥  
2

1
 είναι : 

 
 
11.     (πολλαπλής επιλογής). 

Η λύση της ανίσωσης 2ηµx - 3  ≤ 0 είναι         

  

Α το τόξο
∩

ΛΑΜ ;  Β το τόξο
∩

ΜΒΝ ; 

 

Γ το τόξο
∩

ΝΓΚ ;    ∆ το τόξο
∩

Κ∆Λ ;    

 

E το τόξο
∩

ΜΓΛ ;    Ζ το τόξο
∩

Ν∆Μ ;                                                                                                                                                                                                                                                              

Α το τόξο
∩

ΛΑΜ ;  Β το τόξο
∩

ΜΒΝ ; 

 

Γ το τόξο
∩

ΝΓΚ ;    ∆ το τόξο
∩

Κ∆Λ ;    

 

E το τόξο
∩

ΜΓΛ ;    Ζ το τόξο
∩

Ν∆Μ ;                     



1
ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ                                                                       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 20 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 
 

             ∆ίνεται  η συνάρτηση ( ) ( )γχβηµαχ +=f , όπου γβα ,,  θετικοί πραγµατικοί αριθµοί . Αν η 

συνάρτηση έχει περίοδο π=Τ  και ελάχιστη τιµή y 0=  και µέγιστη, 4=y , να δείξετε ότι:        

α) 2=== γβα         

β) Να βρείτε τις τιµές του χ  για τις οποίες παίρνει µέγιστη τιµή 

 
 ΛΥΣΗ  

α) Γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση ( ) ( )ωχρηµχ =f  έχει περίοδο 
ω
π2

=Τ . 

Άρα 
γ
π

π
2

=  ή 
γ
2

1 = ή 2=γ  

Είναι ( ) ( ) βγχβηµβγχηµ ≤≤−⇔≤≤− 11 , όπου  0>β   ( ) αβγχβηµαβα +≤+≤−⇔  

                   ( ) αβχβα +≤≤−⇔ f  

από όπου προκύπτει ότι η ελάχιστη τιµή της f  είναι βα −  και η µέγιστη βα +  

Συνεπώς έχουµε 242
4

0
=⇔=⇔

=+

=−
αα

βα
βα

 και 24 =⇔−= βαβ  

Άρα 2=== γβα  

 
β) Είναι  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 1 2 2
2

                                2 2 ,
2 4

π
χ = + ηµ χ ⇔ = + ηµ χ ⇔ = ηµ χ ⇔ = ηµ χ ⇔ ηµ = ηµ χ

π π
⇔ χ = κπ + ⇔ χ = κπ + κ∈ Ζ

  

 

                

             Έστω η συνάρτηση ( ) ( )ωχληµκχ 2+=f  µε 0, >ωλ . Αν η γραφική παράσταση της f  

διέρχεται από της αρχή των αξόνων, έχει περίοδο π3=Τ  και ελάχιστη τιµή 3−= λy , να βρείτε   

α) τους ωλκ ,,   

β) τον τύπο της συνάρτησης ( )χf  

γ) τις τιµές ( )f π  και f
4

π 
 
 

 

 

 
ΛΥΣΗ  

α) 
3

22
3

2
3

2
=⇔=⇔=⇔=Τ ω

ωω
π

π
ω
π

 

Ο τύπος της f  επαληθεύεται για 0=χ  και 0=y ,  

έτσι έχουµε 0 2 0= κ + ληµ ή 0=κ  οπότε ( ) 2
f 2

3

 χ = ληµ χ 
 

 η οποία έχει ελάχιστη τιµή λ2−=y . Άρα 

13323 =⇔=⇔−=− λλλλ  

Ώστε βρήκαµε 
2

3
ω = , 0=κ , 1=λ  και ( ) 2

f 2
3

 χ = ηµ χ 
 

 

Οπότε ( ) 2 3
f 2 2 2 3

3 3 2

π π π = ηµ = ηµ = = 
 

 και 
2 1 1

f 2 2 2 1
4 3 4 6 2

π π π   = ηµ ⋅ = ηµ = =   
   

 

 

1.1 

1.2 
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             ∆ίνεται η συνάρτηση RRf →:  και τύπο ( )f 3 2 1χ = ηµχ + συνχ − . Να βρείτε  

α) την µέγιστη τιµή της  
 
β) την ελάχιστη τιµή της  

γ) την αριθµητική τιµή της f  για 0=χ , 
2

π
, π  και 

3

π
  

 

ΛΥΣΗ  

Είναι 33311 ≤≤−⇔≤≤− ηµχηµχ  

και    22211 ≤≤−⇔≤≤− συνχσυνχ   

οπότε  412365235 ≤−+≤−⇔≤+≤− συνχηµχσυνχηµχ ( ) 66 ≤≤−⇔ χf  

α) Άρα έχει µέγιστη τιµή 6=y  

β) Άρα έχει ελάχιστη τιµή 6−=y  

γ) ( ) 1120102030 =−+=−+= συνηµf  

    21031
2

2
2

3
2

=−+=−+=






 π
συν

π
ηµ

π
f  

    ( ) 3120123 −=−−=−+= συνπηµππf  

    
2

33
1

2

1
2

2

3
31

3
2

3
3

3
=−⋅+⋅=−+=







 π
συν

π
ηµ

π
f  

 
 

 
              Σε µια πισίνα δηµιουργείται τεχνητό κύµα που το ύψος του κύµατος σε µέτρα την κάθε χρονική 

στιγµή δίνεται από τον τύπο ( ) 1 1 t
f t

2 2 6

π = + ηµ 
 

 όπου t  ο χρόνος σε sec και [ ]180,0∈t . Να βρεθούν  

α) Το µέγιστο και το ελάχιστο ύψος της στάθµης του νερού κατά τη δηµιουργία της κύµανσης 
β) Ποια χρονική στιγµή έχουµε την µέγιστη στάθµη; 

γ) Ποιο το ύψος του κύµατος την χρονική στιγµή 13=t sec; 

δ) Κάθε πόσο χρονικό διάστηµα επαναλαµβάνεται η ίδια κύµανση; 
 

 
ΛΥΣΗ  
 

α) ⇔≤






≤−⇔≤






≤−
2

1

6

t

2

1

2

1
1

6

t
1

π
ηµ

π
ηµ  ( )1 1 1 1 t 1 1

 0 f t 1
2 2 2 2 6 2 2

π − + ≤ + ηµ ≤ + ⇔ ≤ ≤ 
 

 

β) Για να έχουµε µέγιστη στάθµη πρέπει να ισχύει: 

( ) 1 1 t 1 1 t t t
1 f t 1 1

2 2 6 2 2 6 6 2 6

t t 1
             2 2 t 12 3,

6 2 6 2

π π π π π         = ⇔ = + ηµ ⇔ = ηµ ⇔ = ηµ ⇔ ηµ = ηµ         
         

π π
⇔ = κπ + ⇔ = κ + ⇔ = κ + κ∈ Ζ

 

 

και επειδή [ ]180,0∈t  έχουµε 

3 177
0 12 3 180 3 12 177

12 12
≤ κ + ≤ ⇔ − ≤ κ ≤ ⇔ − ≤ κ ≤

1
14,75

4
⇔ − ≤ κ ≤  

Άρα κ = 0, 1, 2, 3,…, 14 οπότε t = 3sec, ή  15sec ή …ή t =171sec 

 

γ) ( ) 






 ++=






+=
66

12

2

1

2

1

6

13

2

1

2

1
13

ππ
ηµ

π
ηµf  

 cm
4

3

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

62

1

2

1

6
2

2

1

2

1
=+=⋅+=+=







 ++=
π

ηµ
π

πηµ  ή cm75  

1.3 

1.4 
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δ) Η περίοδος της συνάρτησης είναι 12
12

6

22
====Τ

π
π

π
π

ω
π

, συνεπώς κάθε sec12  επαναλαµβάνεται η 

ίδια κύµανση. 

Π.χ. Την χρονική στιγµή 1=t  η κύµανση είναι my
4

3

4

1

2

1

62

1

2

1
=+=+=

π
ηµ  

Την χρονική στιγµή sec13121 =+=t είναι πάλι my
4

3

2

1

2

1

2

1

6

13

2

1

2

1
=⋅+=+=

π
ηµ  

 
 
 
 
 

              Να λύσετε την εξίσωση 022 =− χηµχσυν , [ ]πχ ,0∈  

 
 
 

ΛΥΣΗ 

Α’ τρόπος  

( )( ) ⇔=+−⇔=− 0022 ηµχσυνχηµχσυνχχηµχσυν  

0=−ηµχσυνχ                   ή                  0συνχ + ηµχ =  ⇔  

ηµχσυνχ =                         ή                 ηµχσυνχ −=     ⇔  








 −= χ
π

συνσυνχ
2

           ή                 






 += χ
π

συνσυνχ
2

 ⇔  








 −±= χ
π

κπχ
2

2 , Ζ∈κ   ή                 






 +±= χ
π

λπχ
2

2 , Ζ∈λ  ⇔  

χ
π

κπχ −+=
2

2  ή 2
2

π
χ = κπ − + χ , Ζ∈κ  ή χ

π
λπχ ++=

2
2  ή χ

π
λπχ −−=

2
2 , Ζ∈λ  

⇔  
2

22
π

κπχ +=  ή κπ
π

2
2

= , Ζ∈κ  ή 
2

2
π

λπ −=  ή 
2

22
π

λπχ −= , Ζ∈λ  

⇔  
4

π
κπχ += , Ζ∈κ  ή 

4

1
−=κ αδύνατο ή 

4

1
−=λ αδύνατο ή 

4

π
λπχ −= , Ζ∈λ  

Άρα οι λύσεις είναι 
4

π
κπχ += , Ζ∈κ  ή 

4

π
λπχ −= , Ζ∈λ  

Όµως επειδή [ ]πχ ,0∈  έχουµε π
π

κππχ ≤+≤⇔≤≤
4

00 ⇔  1
4

1
0 ≤+≤ κ  ⇔  

4

3

4

1
≤≤− κ        

Άρα 0=κ  αφού κ∈ Ζ οπότε 
4

π
χ =  

Όµοια  π
π

λππχ ≤−≤⇔≤≤
4

00 ⇔ 1
4

1
0 ≤−≤ λ     ⇔   

4

5

4

1
≤≤ λ  .  Άρα 1=λ  λ ∈ Ζ οπότε 

4

3π
χ =  

Οι ζητούµενες λύσεις 
4

π
χ =  και 

4

3π
χ =  

 

1.5 
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Β’ τρόπος  

( ) ⇔=+−⇔=−−⇔=− 01010 222222 χσυνχσυνχσυνχσυνχηµχσυν  

 
 

2

1
=συνχ  ή 

2

1
−=συνχ ⇔  

2

2
=συνχ  ή 

2

2
−=συνχ  και επειδή [ ]πχ ,0∈   

Οι ζητούµενες λύσεις είναι 
4

π
χ =  και 

4

3π
χ =  

 

 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

03)31(2 =++− εφχχεφ  

Θέτουµε ωεφχ =  και έχω ( ) 03312 =++− ωω  

( ) 1 και 3 οπότε 13 21

2

==−=∆ ωω  

Έτσι έχουµε  

Ζ∈+=⇔=⇔=

Ζ∈+=⇔=⇔=

λ
π

λπχ
π

εφεφχεφχ

κ
π

κπχ
π

εφεφχεφχ

,
44

1

,
33

3

 

 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

Η εξίσωση γράφεται      05)1(3 22 =−−− συνχχσυνχσυν  

            
2 2 2 23 3 5 0 2 5 3 0 2 5 3 0⇔ − συν χ + συν χ − συνχ = ⇔ − συν χ − συνχ + = ⇔ συν χ + συνχ − =  

Θέτουµε 
2

1
 και 30352  νουµε  και παίρ 21

2 =−=⇔=−+= ωωωωωσυνχ  

Έτσι έχουµε     
Ζ∈±=⇔=⇔=

ℜ∈≤≤−−=

κ
π

κπχ
π

συνσυνχσυνχ

χσυνχσυνχ

 ,
3

2
32

1
και 

  κάθε για,11 γιατί  αδύνατη 3

 

Συνεπώς από ( ) 1
, 2 1 2 1

3 3

π
χ∈ −π π ⇔ −π < χ < π ⇔ −π < κπ + < π ⇔ − < κ + <  

                                          
4 2 2 1

2 0  αφού  άρα 
3 3 3 3 3

π
⇔ − < κ < ⇔ − < κ < ⇔ κ = κ∈ Ζ χ =  

Συνεπώς από ( ) 1
, 2 1 2 1

3 3

π
χ∈ −π π ⇔ −π < χ < π ⇔ −π < κπ − < π ⇔ − < κ − <  

                             
2 4 1 2

2 0  αφού  άρα 
3 3 3 3 3

π
⇔ − < κ < ⇔ − < κ < ⇔ κ = κ∈ Ζ χ = −  

 
 

2 2 1
2 1 0

2
συν χ − = ⇔ συν χ = ⇔

                 Να λύσετε την εξίσωση 0332 =+−− εφχεφχχεφ   

                  
1.6 

                 Να λύσετε την εξίσωση 053 22 =−− συνχχσυνχηµ  , ( )ππχ ,−∈  

                  
1.7 
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ΛΥΣΗ 
Υψώνουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης στο τετράγωνο και έχουµε     

   χηµσυνχχσυν 22 21 =−+  

( )

Ζλ  ,2       ή     ,
2

2

0        ή           
2

1         ή                    0

012

022

121

2

22

∈=Ζ∈±=⇔

==⇔

==⇔

=−⇔

=−⇔

−=−+⇔

λπχκ
π

κπχ

συνσυνχ
π

συνσυνχ

συνχσυνχ
συνχσυνχ

συνχχσυν

χσυνσυνχχσυν

 

Επειδή ( ]πχ 2,0∈  έχουµε ⇔≤+<⇔≤+<⇔≤< 2
2

1
202

2
2020 κπ

π
κππχ  

             
1 3 1 3

2 0  άρα  x   
2 2 4 4 2

π
− < κ ≤ ⇔ − < κ ≤ ⇔ κ = =  

Όµοια έχουµε  ⇔≤−<⇔≤−<⇔≤< 2
2

1
202

2
2020 κπ

π
κππχ  

                                               
1 5 1 5 3

2  1   άρα  2
2 2 4 4 2 2

π π
< κ ≤ ⇔ < κ ≤ ⇔ κ = χ = π − =  

Για 2χ = λπ  από 0 2 0 2 2 0 2 2< χ ≤ π ⇔ < λπ ≤ π ⇔ < λ ≤ ⇔ 0 1 1< λ ≤ ⇔ λ =  οπότε 2χ = π  

 
Επειδή υψώσαµε στο τετράγωνο µπορεί να έχουµε παραπάνω λύση γι’ αυτό κάνουµε επαλήθευση   

ιαπορίπτετα  
2

3
 λύση η άρα

ισχύει δέν  που-11 ή  -10-1  ή   
 2

3

2

3
1 

αι ισχύει   κ  101  ή  
22

1

π
χ

π
ηµ

π
συν

π
ηµ

π
συν

=

===−

=−=−

 

Και 1 2 2− συν π = ηµ π  ή 1 1 0− =  ισχύει 

 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 
 
α’ τρόπος 

Αποκλείεται να είναι 0=συνχ  διότι τότε από την εξίσωση θα είχαµε 002 =⇔= ηµχχηµ  άτοπο να 

είναι 0=συνχ και 0=ηµχ  

Γι’ αυτό µπορούµε και να διαιρέσουµε και τα δύο µέλη µε το χσυν 2
 και παίρνουµε  

0322 =−− εφχχεφ οπότε θέτοντας ωεφχ =  παίρνουµε  

                 Να λύσετε την εξίσωση ηµχσυνχ =−1  , ( ]πχ 2,0∈  

                  
1.8 

                 Να λύσετε την εξίσωση 032 22 =−⋅− χσυνσυνχηµχχηµ   

                  
1.9 
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2

1 22 3 0 3 και  1 οπότε  3   ,  

(όπου φ τόξο για το οποίο  3 µπορούµε να το βρούµε σε πίνακες). 

3 3π
 Έτσι ,     και   1 χ κπ ,  

4 4

ω − ω − = ⇔ ω = ω = − εφχ = ⇔ εφχ = εφφ

εφφ =

π
εφχ = εφφ ⇔ χ = κπ + φ κ∈ Ζ εφχ = − ⇔ εφχ = εφ ⇔ = + κ∈ Ζ

 

 
 
β’ τρόπος 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

2 2

2 3 0

2 4 0

2 0 2 2 0

3   ή         

3          ή         1

ηµ χ − ηµχσυνχ − συν χ = ⇔

ηµ χ − ηµχσυνχ + συν χ − συν χ =

ηµχ − συνχ − συνχ = ⇔ ηµχ − συνχ − συνχ ηµχ − συνχ + συνχ = ⇔

ηµχ = συνχ ηµχ = −συνχ ⇔

εφχ = εφχ = −

και κατόπιν 

όπως προηγουµένως  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 
 

1)Είναι 
( )

 της τιµήελάχιστη η 1 οπότε

511
2

3253
2

331
2

1

−=

≤≤−⇔−≥−≥⇔−≥−≥⇔≤≤−

y

f χ
χ

συν
χ

συν
χ

συν
 

 

Για y 1 2 3 1 3 3 1 0
2 2 2 2

                      2 4 ,   
2

χ χ χ χ
= − ⇔ − συν = − ⇔ = συν ⇔ συν = ⇔ συν = συν ⇔

χ
= κπ ⇔ χ = κπ κ∈ Ζ

 

Επειδή  





−∈
2

,2
π

πχ 0
8

1

2

1

2

1
42`

2
42 =⇔≤<−⇔≤<−⇔≤<−⇔ κκκ

π
κππ  

Αφού 0    για =Ζ∈ χκ  έχουµε την ελάχιστη τιµή. 

 

2) Η περίοδος της f  είναι π
π

ω
π

4

2

1

22
===Τ  

3) Από την σχέση ( ) 51 ≤≤− χf  που κατασκευάσαµε στο 1
ο
 ερώτηµα προκύπτει ότι 5=y  είναι η µέγιστη 

τιµή της συνάρτησης 
 

                1)Για ποιες τιµές του 





−∈
2

,2
π

πχ  η συνάρτηση ( )f 2 3
2

χ
χ = − συν   

     παίρνει την ελάχιστη τιµή της; 2) Ποια η περίοδος της συνάρτησης; 
     3) Ποια η µέγιστη τιµή της; 4) Για ποιες τιµές του χ η γραφική    

     παράσταση τέµνει την ευθεία 
2

1
=y          

1.10 
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4) Πρέπει 

Ζ∈−=+=

Ζ∈−=+=

⇔=⇔=⇔=⇔=−⇔=

κ
π

κπ
π

κπ

κ
π

κπ
χπ

κπ
χ

χ
συν

π
συν

χ
συν

χ
συν

χ
συν

  , 
3

2
4 χ     ή     

3

2
4χ         άρα

  ,
3

2
2

     ή      
3

2
2

              

2322

1

2
3

2

3

2

1

2
32

2

1
y

 

 
 

Σχόλιο: αν η έναρξη του 1
ου

 ερωτήµατος ήταν πριν τη λέξη ‘παίρνει ’ τότε ο περιορισµός 2 ,
2

π χ∈ − π  
 θα 

ήταν για όλα τα ερωτήµατα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

 1)Πρέπει Ζ∈±≠⇔≠⇔−≠⇔≠+ κ
π

κπχ
π

συνσυνχσυνχσυνχ   ,
3

2
2

3

2

2

1
012 Άρα το σύνολο 

ορισµού της f  είναι 






 Ζ∈±≠ℜ∈=Α κ

π
κπχχ   ,

3

2
2 µε  

2) Πρέπει 
62

1
012

π
ηµηµχηµχηµχ ≥⇔≥⇔≥−  

Η λύση της ανίσωσης είναι το τόξο ΑΒΓ . ∆ηλαδή   

                                                                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 
 

1) Για 0=χ  έχουµε ( ) ( ) 312010200020 −=−−=⇒−−+= ff συνηµσυνηµ  

Άρα η γραφική παράσταση της ( )χf  τέµνει τον y΄y στο σηµείο ( )3,0 −Β  

                 Βρείτε το σύνολο ορισµού των συναρτήσεων  

    1) ( )
12

3

+
=

συνχ
χf     και      2) ( ) 12 −= ηµχχg            

1.11 

                 ∆ίνονται οι συναρτήσεις  ( ) 122 −−+= συνχηµχηµχσυνχχf  και  

      ( ) ηµχηµχσυνχχ += 2g . Να βρείτε  

1) Τα σηµεία στα οποία τέµνουν τους άξονες χ΄χ και y΄y οι γραφικές 
                παραστάσεις  των συναρτήσεων  

2) Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων  

3) Για ποιες τιµές του χ η γραφική παράσταση της f  είναι πάνω από την 

γραφική παράσταση της g  

1.12 

   
6

5π
χ

6

π
≤≤  ή 

6

5π
κπχ

6

π
κπ +2≤≤+2 , κ∈ Ζ  

 
Τα σηµεία αυτού του τόξου 

π 5
2κπ ,   2

6 6

π Α = + κπ +  
, κ∈ Ζ  
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Όµοια για 0=χ  έχουµε ( ) 000020 =+= ηµσυνηµg  

Άρα η γραφική παράσταση της ( )χg  τέµνει τον y΄y στο σηµείο ( )0,0A   

Για 0=y  έχουµε  

( ) ( ) ( )

1 1 2

0 2 2 1 0 2 1 1 0 1 2 1

1 0         ή          2 1 0

1
1               ή          

2

2
        ή          

2 3

2  ,    ή   2
2

= ηµχσυνχ + ηµχ − συνχ − ⇔ = συνχ ηµχ − + ηµχ − ⇔ = ηµχ − συνχ + ⇔

ηµχ − = συνχ + =

ηµχ = συνχ = −

π π
ηµχ = ηµ συνχ = συν

π
χ = κ π + κ ∈ Ζ χ = κ π + 2

3 3 4 4

,    ή   
2

2 2
2 ,   ή   2 , 

3 3

π
π − κ ∈ Ζ

π π
χ = κ π + κ ∈ Ζ χ = κ π − κ ∈ Ζ

 

 

Παρατηρούµε ότι ο χ΄χ τέµνεται από την γραφική παράσταση της f  σε άπειρα σηµεία. 

 

Όµοια για 0=y  έχουµε 

( )

1 1 2 2

1 1 2 3 2 3

0 2 0 2 1 0       ή       2 1 0

1
0     ή     συνχ -   χ 2κ ,        ή  χ 2κ ,    ή   

2

2
 

3

2 2
2κ ,    ή 2  ή 2 ,       ή   2

3

= ηµχσυνχ + ηµχ ⇔ = ηµχ συνχ + ⇔ ηµχ = συνχ + = ⇔

ηµχ = ηµ = ⇔ = π κ ∈ Ζ = π + π κ ∈ Ζ

π
συνχ = συν ⇔

π π
χ = π κ ∈ Ζ χ = κ π χ = κ π + κ ∈ Ζ χ = κ π − 3,   

3
κ ∈ Ζ

 

 
2) Πρέπει  

( ) ( )f g 2 2 1 2

1 2 2
2 1 0  2 ,    

2 3 3

χ = χ ⇔ ηµχσυνχ + ηµχ − συνχ − = ηµχσυνχ + ηµχ ⇔

π π
− συνχ − = ⇔ συνχ = − ⇔ συνχ = συν ⇔ χ = κπ ± κ∈ Ζ

 

3) Πρέπει 

( ) ( )

3

2

2

1
012                          

2122

π
συνσυνχσυνχσυνχ

ηµχηµχσυνχσυνχηµχηµχσυνχχχ

<⇔−<⇔>−−

⇔+>−−+⇔> gf

 

                                     
Η λύση αυτής της ανίσωσης είναι τα σηµεία του τόξου ΑΒΓ. ∆ηλαδή  

Ζ∈+≤≤+≤≤ κκπ
π

χ
π

κπ
π

χ
π

   ,2
3

4

3

2
2   ή   

3

4

3

2
 

που είναι οι ζητούµενες τιµές του χ για τις οποίες η γραφική παράσταση της f  είναι πάνω από την  

γραφική παράσταση της g  
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΙ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗ 
 

1. Η γραφική παράσταση µια περιοδικής συνάρτησης f  µε περίοδο 401  διέρχεται από την αρχή των 

αξόνων. Εποµένως ( ) 02005 =f . Σ  ή   Λ 
 

2. Η περίοδος της συνάρτησης ( )
2

3
χ

συνχ =f  είναι  

Α.  3π   Β. 
2

π
  Γ. π4   ∆. π6  

3. Για κάθε 






∈
2

,
4

ππ
χ  είναι η συνάρτηση ηµχσυνχ >     Σ  ή   Λ 

 

4. Η συνάρτηση ( )
5

32
χ

συνχ −=f  έχει ελάχιστη τιµή  

Α. -1  Β. 5  Γ. 2  ∆.  –3 
 

5. Αν 




=Α
2

3
,

4

ππ
 ώστε ηµωηµφωφωφ <<Α∈    τότε  µε  ,   Σ  ή   Λ 

6. Αν ( )
3

21
χ

συνχ −=f  τότε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f είναι  

Α. [ ]1  ,  2−  Β. [ ]3  ,  1  Γ. [ ]3  ,  2−  ∆.  [ ]3  ,  1−  

 

7. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα τότε 






<







29

3

11

ππ
ff  Σ  ή   Λ 

 

8. Η περίοδος της συνάρτησης ( )
35

χ
συν

χ
ηµχ +=f  είναι  

Α.  5π   Β. π3   Γ. π15   ∆. π30  

 

9. Η συνάρτηση ( ) 






 −−






 +=
66

π
χηµ

π
χηµχf  είναι περιττή   Σ  ή   Λ 

 
 

10. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης ( ) χασυνχ 531−=f διέρχεται από το σηµείο ( )0,πΑ  

τότε η τιµή του α είναι 

 Α. 
3

1
  Β. 

3

2
  Γ. 

3

1
−   ∆.  0 

 
11. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε συνάρτηση της στήλης Α την µέγιστη τιµή από την στήλη Β και την 

ελάχιστη από την στήλη Γ 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β ΣΤΗΛΗ Γ 

Α 
( )

3
2

χ
ηµχ =f  

 
i)          2 

 
α)        4 

Β ( ) συνχχ −= 3g  ii)        -1 β)        5 

Γ ( ) ηµχχ 32 −=h  iii)        2 γ)       -2 

∆ 
( )

2
3

χ
συνχφ =  

iv)       -3 δ)        3 
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12. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε συνάρτηση της στήλης Α µε την περίοδο της  

 από την στήλη Β 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 

Α ( )
2

3
χ

ηµχ =f  
 

12π 

Β ( )
3

52
χ

συνχ −=g  
 

6π 

Γ ( )
23

χ
συν

χ
ηµχ +=h  

 
4π 

∆ ( ) συνχηµχχφ +=  2π 

  π 

  3π 

 
 
 

13. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε συνάρτηση της στήλης Α µε το σηµείο από το οποίο διέρχεται που είναι 
στην στήλη Β 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 

Α ( )
3

52
χ

ηµχ +−=f  
 

( )3-  ,  2005πΑ  

Β ( )g
2

χ
χ = ηµ − συνχ  







Β
2

1
  ,  

2

π
 

Γ ( ) 12 −= συνχχh  







Γ 0  ,  
3

π
 

∆ ( ) εφχηµχχφ −= 2  







∆ 0  ,  
4

π
 

 
 

14. Οι συναρτήσεις που γράφονται στη στήλη Α  διέρχονται από το σηµείο 






Α 0  ,  
3

π
. Να 

αντιστοιχίσετε την τιµή του λ από την στήλη Β που προκύπτει για κάθε συνάρτηση 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 

Α ( ) 12 +−= συνχλχf  3  

Β ( )
2

12
χ

ηµλχ +−=g  
 

4

1
 

Γ ( ) ( )εφχλχ 3−=h  3  

  0  

 
 

15. Η συνάρτηση f  µε τύπο ( ) ( )
2

1
λχ

συνκχ −=f  και 1<κ  έχει περίοδο π και ελάχιστη τιµή 

2=y . Να βρείτε  

1) Την συνάρτηση  f  

2) Την µέγιστη τιµή της f  

3) Να λύσετε την εξίσωση ( ) ( )ππχχ 3  ,      1 −∈=f  
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16. ∆ίνεται η συνάρτηση ( ) ( )ωχλσυνκχ 3+=f  µε 0 και 0 >< ωλ . Αν η γραφική παράσταση της 

f διέρχεται από την αρχή των αξόνων και έχει µέγιστη τιµή 2=y  και περίοδο 
3

2π
=Τ . Να βρείτε  

1) Τα ωλκ  , ,  

2) Την συνάρτηση f  

3) Την ελάχιστη τιµή της f  

4) Να λύσετε την εξίσωση ( ) 032 =−χf  

 
17. Η θερµοκρασία µιας πόλης κατά την διάρκεια ενός εικοσιτετραώρου περιγράφεται από την 

συνάρτηση ( )
6

517
t

tf
π

ηµ+=  

1) Ποια είναι η ελάχιστη και η µέγιστη θερµοκρασία κατά την διάρκεια του 24-ώρου στην πόλη αυτή; 
2) Ποιες ώρες είχαµε µέγιστη θερµοκρασία και ποιες ελάχιστη; 

3) Ποια ώρα η θερµοκρασία ήταν 17
�

 
 

18.  Το τρενάκι ενός παιχνιδότοπου διαγράφει πορεία της ηµιτονοειδούς συνάρτησης 

( ) ( )ttf πηµ 332 −=  από την αφετερία Α µέχρι τον τερµατισµό Τα σε 4 λεπτά. Να βρείτε  

1) Πριν ξεκινήσει σε ποιο ύψος πάνω από το έδαφος βρίσκεται; 
2) Το µέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει από το έδαφος καθώς και το ελάχιστο  
3) Ποιες χρονικές στιγµές βρίσκεται στο ελάχιστο ύψος από το έδαφος; 
4) Πόσος χρόνος µεσολαβεί για να βρεθεί από το υψηλότερο σηµείο στο χαµηλότερο; Από το 
ψηλότερο και πάλι στο ψηλότερο; 
  
 

19. Η µηνιαία κατανάλωση ρεύµατος µιας βιοµηχανίας δίνεται από τον τύπο ( )
3

2060
t

tf
π

ηµ+=  KWh 

όπου t ο χρόνος σε µήνες 12,...,3,2,1=t που αντιστοιχεί στους 12 µήνες του έτους. Αξία KWh=0,5 

ευρώ. Να βρείτε  
1) Ποιους µήνες είχε την µεγαλύτερη κατανάλωση; 
2) Ποιους µήνες είχε την µικρότερη κατανάλωση; 
3) Ποιο το κόστος κατανάλωσης τον Αύγουστο; 
4) Ποιο είναι το ετήσιο κόστος κατανάλωσης ηλεκτρικού της βιοµηχανίας;  
 
 
 

20. Να βρείτε το σύνολο ορισµού των συναρτήσεων 

1) ( ) 12 += συνχχf   2) ( )
1

1

−
=

εφχ
χf  

 
 

21. Η εξίσωση 0652 =+− συνχχσυν είναι αδύνατη  Σ  ή   Λ 

 
 

22. Αν για την γωνία Α  τριγώνου ΑΒΓ ισχύει 
2

1
=Αηµ  τότε 

�30=Α  Σ  ή   Λ 

 
 

23. Αν συνχηµχ =  τότε Ζ∈+= κ
π

κπχ    ,
4

   Σ  ή   Λ 
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24. Αν συνχηµχ =  τότε Ζ∈= κ
π

κχ    ,
2

   Σ  ή   Λ 

 

25. Να αντιστοιχίσετε τις εξισώσεις της στήλης Α µε την ρίζα τους στη στήλη Β µε 




∈ π
π

χ   ,  
2

 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 

Α 012 =+συνχ  

4

3π
 

Β 0=+ συνχηµχ  

6

5π
 

Γ 0=+ σφχεφχ  π  

∆ 01 =−ηµχ  

3

2π
 

  

2

π
 

 

26. Να λύσετε την εξίσωση 053 22 =− συνχχχσυνηµ  

 

27. Οµοίως την εξίσωση [ ]πχ
π

χσφ
π

χεφ 2  ,  0   ,0
63

2 ∈=






 −+






 −  

 

28. Οµοίως την εξίσωση ( ]πχσυνχηµχ 2  ,  0   ,1 ∈=+  

 
 

29. Οµοίως την εξίσωση 
3

2

1

2
=

+ συνχ
συνχ

 

 

30. Οµοίως την εξίσωση ( ) ( ) 0133213 22 =−+−+ χσυνηµχσυνχχηµ  

 

31. Οµοίως την εξίσωση 05353 =− χσυνχηµ  

 
 

32. Οµοίως την εξίσωση  012 2 =−+ συνχχσυν  

 

33. Να λύσετε την εξίσωση ( ) ηµχσφχχσφηµχ =−+ 21   

34. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
2

22005
χ

ηµχ +=f . Να λύσετε την εξίσωση ( ) 






 −=
3

2
π

χχ ff  

 

35. Να λύσετε την εξίσωση 189...3212 =⋅⋅− ���� εφεφεφεφχεφ  

 
 

36. Να λυθεί η εξίσωση 2121 ρρρρηµχ ++=  όπου 21 , ρρ  οι ρίζες της εξίσωσης 

( ) ( ) ( ) 0111 22 =−++−+ συνθσυνθχθσυνχσυνθ  
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΟΥΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΥΣ ΑΡΙΘΜΟΥΣ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ  

ΑΒΓ 

 

1. ( ) Γ=Β+Α ηµηµ ,         ( ) Α=Γ+Β ηµηµ , ( ) Β=Γ+Α ηµηµ  

 

2. ( ) Γ−=Β+Α συνσυν , ( ) Α−=Γ+Β συνσυν , ( ) Β−=Γ+Α συνσυν  

 

3. 
22

Γ
=

Β+Α
συνηµ ,  

22

Α
=

Γ+Β
συνηµ ,  

22

Β
=

Γ+Α
συνηµ  

 

4. 
22

Γ
=

Β+Α
ηµσυν ,  

22

Α
=

Γ+Β
ηµσυν ,  

22

Β
=

Γ+Α
ηµσυν  

 
 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΙΣ 

 

1. Από   π=Γ+Β+Α ή  Γ−=Β+Α π  ή  

( ) ( )Γ−=Β+Α πηµηµ  ή ( ) Γ=Β+Α ηµηµ  

2. Ίδια µε την (1) 
 

3. Από   π=Γ+Β+Α ή  Γ−=Β+Α π  ή 
222

Γ
−=

Β+Α π
  ή         








 Γ
−=







 Β+Α
222

π
συνσυν  ή 

22

Γ
=

Β+Α
ηµσυν  

4. Ίδια µε την (3) 
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             α-β 

         0 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ ΚΑΙ 

∆ΙΑΦΟΡΑΣ ΤΟΞΩΝ 
 

Συνηµίτονο αθροίσµατος και διαφοράς γωνιών  

 
Έστω δύο γωνίες α, β των οποίων οι τελικές πλευρές τέµνουν τον τριγωνοµετρικό κύκλο στα σηµεία 

21 ΜΜ   ,  αντιστοίχως. (σχ.1) 

Έστω επιπλέον και η γωνία α-β που η τελική της πλευρά τέµνει τον τριγωνοµετρικό κύκλο στο σηµείο Μ  
(σχ.2) 
 
 Y 
M1(συνα,ηµα)             α-β                                                                                                 Μ(συν(α-β),ηµ(α-β)) 
 Μ2(συνβ,ηµβ)  

 α Α(1,0) 
 β 
 X x 
 
 
 
 
 

Όπως είναι γνωστό, τα σηµεία ΑΜΜ   ,  , 21 , και Μ  έχουν συντεταγµένες : 

Το 1Μ : τετµηµένη  συνα    και  τεταγµένη  ηµα  

Το 2Μ : τετµηµένη  συνβ    και  τεταγµένη  ηµβ  

Το  Α  : τετµηµένη  1   και  τεταγµένη  0  

Το Μ : τετµηµένη      ( )συν α −β   και  τεταγµένη      ( )βαηµ −  

Επειδή  βα −=ΑΟΜ=ΟΜΜ
∧∧

12   θα είναι ( ) ( )ΑΜ=ΜΜ 21  

Άρα ( ) ( )22

12 ΑΜ=ΜΜ  

Ο τύπος που δίνει την απόσταση των σηµείων ( )111 , yχΡ  και ( )222 , yχΡ  

Είναι ( ) ( ) ( )2

12

2

1221 yy −+−=ΡΡ χχ  συνεπώς έχουµε : 

• ( ) ( ) ( )222

12 ηµβηµασυνβσυνα −+−=ΜΜ  

ηµαηµββηµαηµσυνασυνββσυνασυν 22 2222 −++−+=              

( )ηµαηµβσυνασυνβ +−= 22          και  

• ( ) ( ) ( )
2 22

1 0ΑΜ = συν α −β − + ηµ α −β −        

           ( ) ( ) ( ) ( )βασυνβαηµβασυνβασυν −−=−+−−+− 2221 22
 

Έτσι η σχέση : ( ) ( )22

12 ΑΜ=ΜΜ  γράφεται  

( ) ( )βασυνηµαηµβσυνασυβ −−=+− 2222  ή  

( )βασυνηµαηµβσυνασυνβ −=+  

Εποµένως   
 

Η ισότητα αυτή, που αποδείξαµε για τις γωνίες α, β µε 
�3600 <<≤ αβ , ισχύει και για οποιεσδήποτε 

γωνίες α, β. 
Αν στην παραπάνω ισότητα αντικαταστήσουµε το β µε το –β έχουµε : 

( )( ) ( ) ( )συν α − −β = συνασυν −β + ηµαηµ −β = συνασυνβ − ηµαηµβ  

Εποµένως   
 
 

( ) ηµαηµβσυνασυνββασυν +=−  

( ) ηµαηµβσυνασυνββασυν −=+  
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Ηµίτονο αθροίσµατος και διαφοράς γωνιών  

 

Είναι ( ) ( ) 







−







 −=






 +−=+ βα
π

συνβα
π

συνβαηµ
22

  

  συναηµβηµασυνβηµβα
π

ηµσυνβα
π

συν +=






 −+






 −=
22

 

Εποµένως   
 
 
Αν στην παραπάνω ισότητα αντικαταστήσουµε το β µε το –β έχουµε : 
Εποµένως   
 
 
 
Εφαπτοµένη αθροίσµατος και διαφοράς γωνιών  

 

Με την προϋπόθεση ότι ( ) 000 ≠≠≠+ συνβσυναβασυν    ,   ,  έχουµε: 

( ) ( )
( )

ηµ α + β ηµασυνβ + ηµβσυνα
εφ α + β = = =

συν α + β συνασυνβ − ηµαηµβ
 

        
1

ηµασυνβ ηµβσυνα
+

εφα + εφβσυνασυνβ συνασυνβ
=

συνασυνβ ηµαηµβ − εφαεφβ−
συνασυνβ συνασυνβ

 

Εποµένως  
 
 
 
Αν στην παραπάνω ισότητα αντικαταστήσουµε το β µε το –β έχουµε : 
 
Εποµένως  
 
 
 
Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι : 
 
 
 
       

 

 

 

( )ηµ α + β = ηµασυνβ + συναηµβ  

( )ηµ α −β = ηµασυνβ − συναηµβ  

( )
εφαεφβ

εφβεφα
βαεφ

−
+

=+
1

 

( )
εφαεφβ

εφβεφα
βαεφ

+
−

=−
1

 

( )
σφασφβ

σφασφβ
βασφ

+
−

=+
1

 ( )
σφβσφα

σφασφβ
βασφ

−
+

=−
1
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΩΝ ΤΥΠΩΝ 

 
1. Κυκλώστε το Σ για τις σωστές από τις προτάσεις που ακολουθούν και Λ για τις λάθος 

 

i. ( ) ηµβηµαβαηµ +=+                 Σ  ή  Λ 

ii. ( ) συνααασυν 2=+                             Σ  ή  Λ 

iii. ( ) αηµααηµ 2=+                  Σ  ή  Λ 

iv. ( )συν α −β = συνασυνβ + ηµαηµβ                           Σ  ή  Λ 

v. 
( )
( )βασυν

βαηµ
εφβεφα

+
+

=+                 Σ  ή  Λ 

 
 

2. Οµοίως  

i. 
��� 304515 ηµηµηµ −=      Σ  ή  Λ 

ii. ( )
31

13

45601

4560
4560105

−

+
=

−

+
=+=

��

��

���

εφεφ
εφεφ

εφεφ     Σ  ή  Λ 

iii. ( ) ( )ασυναηµ −=+ �� 4545      Σ  ή  Λ 

iv. 1
10

4

10
=







 +
ππ

ηµ        Σ  ή  Λ 

v. Για να ορίζεται η  εφχ  πρέπει 
2

π
κπχ +≠ ,  Ζ∈κ    Σ  ή  Λ 

 
 
 

3. Οµοίως  

i. 1
44

22 =






 −+






 + α
π

ηµα
π

ηµ       Σ  ή  Λ  

ii. 
2

1

6666
=







 −⋅






 +−






 −⋅






 + χ
π

ηµχ
π

ηµχ
π

συνχ
π

συν   Σ  ή  Λ 

iii. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βασυνβηµασυνβσυναηµ −=−⋅++−⋅+ ���� 45454545                                                                                                        

Σ  ή  Λ 

iv. ( ) ( ) ( ) ( )15 15 75 75 2συν + α ⋅συν − α + συν + α ⋅συν − α = συν α� � � �

                                                                                

Σ  ή  Λ 

v. ( ) ( ) 113545 =+⋅+ χσφχεφ ��

      Σ  ή  Λ 

 
 
4. Κυκλώστε την σωστή απάντηση σε κάθε µία από τις παρακάτω ερωτήσεις  

i. ( ) ( )βαεφβαεφ −⋅+  είναι ίση µε  

Α. ( )22 βαεφ −    Β. βεφαεφ 22 −  Γ. 
βεφαεφ

βεφαεφ
22

22

1 ⋅−

−
   ∆. αεφ 2

 

ii. ( ) ( )βασφβαεφ −⋅+  είναι ίση µε  

Α. ( ) ( )βασυνβαηµ −−     Β.  1      Γ.  
2

1
     ∆.  ( )2βασφ −   

iii. ( )βασφ −  είναι ίση µε 

Α. 
σφασφβ

σφασφβ
−

+1
   Β.

σφβσφα
σφασφβ

−
+1

   Γ.
σφασφβ

σφασφβ
+

−1
  ∆.

σφβσφα
σφβσφα

+
−

1
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5. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε τύπο της στήλης I το ανάπτυγµα του από την στήλη II 
   ΣΤΗΛΗ  Ι      ΣΤΗΛΗ II                                       

( )βαηµ +                                               ηµαηµβσυνασυνβ −                                                                                 

( )βασυν −          συναηµβηµασυνβ −  

( )βασφ +      συναηµβηµασυνβ +  

( )βαηµ −      ηµαηµβσυνασυνβ +  

( )βασυν +      
εφαεφβ

εφβεφα
−

+
1

 

( )βαεφ −      
σφασφβ

σφασφβ
−

+1
 

( )βασφ −      
εφαεφβ

εφβεφα
+

−
1

 

( )βαεφ +      
σφασφβ

σφασφβ
+

−1
 

 
6. Να αντιστοιχίσετε σε κάθε παράσταση της στήλης I το αποτέλεσµα από την 
    στήλη II 
    ΣΤΗΛΗ  Ι      ΣΤΗΛΗ II                                       

  
��

��

10351

1035

εφεφ
εφεφ
⋅−

+
          

2

1
 

���� 70202070 ηµσυνσυνηµ +⋅           0 

���� 50405040 ηµσυνσυνηµ −⋅          1 

���� 1004010040 ηµηµσυνσυν +⋅      
2

1
−  

7. Κυκλώστε την σωστή απάντηση:  Η τιµή της παράστασης  

( ) ( ) ( ) ( )80 70 10 20Κ = ηµ − χ συν + χ + ηµ + χ συν − χ   είναι  

Α.  
2

3
  Β. 

2

3
−  Γ. 

2

1
  ∆. 

2

1
−  

 
 
8. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος η ισότητα: 

138973897 −⋅=+ ���� εφεφεφεφ     Σ  ή  Λ 

 
 

9. Οµοίως    
�������� 3585358585656585 συνσυνηµηµσυνηµσυνηµ ⋅−=⋅+  

        Σ  ή  Λ 
 

10. Οµοίως 
��

��

��

��

1530

11560

15301

1530

σφσφ
σφσφ

εφεφ
εφεφ

−

−
=

⋅−

+
  Σ  ή  Λ 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

 
 
 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

 

Επειδή ( ) ηµβσυναηµασυνββαηµ +=+  

 ( ) ηµβσυναηµασυνββαηµ −=−  

 ( ) ηµαηµβσυνασυνββασυν −=+  

 ( ) ηµαηµβσυνασυνββασυν +=−   

αρκεί να υπολογίσουµε το ηµβσυνα   ,  

Έχουµε λοιπόν: 
25

16

25

9
11 22 =−=−= αηµασυν   

 οπότε 
5

4
=συνα , αφού 

2
0

π
α <<  

και 
289

64

289

225
11 22 =−=−= βσυνβηµ  οπότε 

17

8
=ηµβ , αφού πβ

π
<<

2
 

Εποµένως  ( )
85

13

5

4

17

8

17

15

5

3
−=⋅+







−⋅=+ βαηµ   

       ( )
85

77

5

4

17

8

17

15

5

3
−=⋅−







−⋅=− βαηµ  

       ( ) 4 15 3 8 84

5 17 5 17 85

 συν α + β = ⋅ − − ⋅ = − 
 

 

       ( )
85

36

17

8

5

3

17

15

5

4
−=⋅+







−⋅=− βασυν  

Άρα      ( ) ( )
( ) 84

13
=

+
+

=+
βασυν

βαηµ
βαεφ ,     ( ) ( )

( ) 36

77
=

−
−

=−
βασυν

βαηµ
βαεφ  

 ( )
( ) 13

841
=

+
=+

βαεφ
βασφ ,        ( )

( ) 77

361
=

−
=−

βαεφ
βασφ  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

                 Αν 
17

15

5

3
−== συνβηµα   ,  και πβ

ππ
α <<<<

22
0   ,  να βρεθούν 

     οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των τόξων βαβα −+   ,   

                  

1.13 

                 Να αποδείξετε ότι : 

      i)
4

3

3333

22 =






 −






 ++






 −+






 + α
π

συνα
π

συνα
π

συνα
π

συν  

     ii) 
4

3
47734773 22 =++ ���� συνσυνσυνσυν  

                  

1.14 
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ΛΥΣΗ 

i) Έχουµε: =






 −






 ++






 −+






 + α
π

συνα
π

συνα
π

συνα
π

συν
3333

22
 

     +






 ++






 −
22

3333
ηµα

π
ηµσυνα

π
συνηµα

π
ηµσυνα

π
συν  

  =






 +






 −+ ηµα
π

ηµσυνα
π

συνηµα
π

ηµσυνα
π

συν
3333

 

2222

332

3

2

1

2

3

2

1







−






+









++










− ηµα

π
ηµσυνα

π
συνηµασυναηµασυνα       

2 2 2 2 2 21 3 3 1 3 3 1 3

4 4 2 4 4 2 4 4
= συν α + ηµ α − ηµασυνα + συν α + ηµ α + ηµασυνα + συν α − ηµ α  

2 2 2 23 3 3 3 3
( ) 1

4 4 4 4 4
= συν α + ηµ α = συν α + ηµ α = ⋅ =  

ii) Αν την ισότητα i) θέσουµε 13α = �

 έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

3
60 13 60 13 60 13 60 13

4

3
73 47 73 47

4

συν + + συν − + συν + συν − = ⇔

συν + συν + συν συν =

� � � � � � � �

� � � �

 

 
 
 
 
 
 
 

ΛΥΣΗ 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

ηµ α − β ηµ β − γ ηµ γ − α
+ + =

συνασυνβ συνβσυνγ συνγσυνα

ηµασυνβ − συναηµβ ηµβσυνγ − συνβηµγ ηµγσυνα − ηµασυνγ
+ + =

συνασυνβ συνβσυνγ συνγσυνα

συνγ ηµασυνβ − συναηµβ + συνα ηµβσυνγ − συνβηµγ
+

συνασυνβσυνγ

συνβ ηµγσυνα − ηµασυνγ
+ =

συνασυνβσυνγ

 

0
ηµασυνβσυνγ − ηµβσυνασυνγ + ηµβσυνασυνγ −ηµγσυνασυνβ + ηµγσυνασυνβ − ηµασυνβσυνγ

+ =
συνασυνβσυνγ συνασυνβσυνγ

 

 
 
 
 
 
 
 
 

                 Να αποδείξετε ότι : 
( ) ( ) ( )

0=
−

+
−

+
−

συνγσυνα
αγηµ

συνβσυνγ
γβηµ

συνασυνβ
βαηµ

 

      

1.15 

                 Να αποδείξετε ότι :  
   

     i) ( ) ( ) αηµσυνασυνββασυνβσυνβασυν 222 2 =−−+−  

    ii) ( ) ( ) ( )( )ηµβσυνβηµασυναβαηµβασυν ++=++−  

   iii) ( ) ( ) ( ) 0=−+−+− βασυνγηµαγσυνβηµγβσυναηµ  

 

1.16 
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ΛΥΣΗ 

i) Έχουµε  

  ( ) ( )συνασυνββασυνβσυνβασυν −−+− 222
 

= ( ) ( )[ ] βσυνσυνασυνββασυνβασυν 22 +−−−

( )( ) βσυνσυνασυνβηµαηµβσυνασυνββασυν 22 +−+−=  

( )( ) βσυνηµαηµβσυνασυνββασυν 2+−−−=  

( )( ) 2= − συνασυνβ + ηµηµβ συνασυνβ − ηµαηµβ + συν β  

( ) βαηµηµασυνβσυνβσυνβαηµηµβασυνσυν 222222222 1 +−=++−=

( ) αηµβσυνβηµαηµβαηµηµβασυνηµ 22222222 =+=+=  

ii) Είναι ( ) ( )βαηµβασυν ++− ηµβσυναηµασυνβηµαηµβσυνασυνβ +++=  

( ) ( ) ( )( )ηµβσυνβηµασυναηµβσυνβηµαηµβσυνβσυνα ++=+++=  

 
 
iii) Έχουµε  

( ) ( ) ( ) =−+−+− βασυνγηµαγσυνβηµγβσυναηµ  

( ) ( )
( )

0

συνα ηµβσυνγ − ηµγσυνβ + συνβ ηµγσυνα − ηµασυνγ +

+συνγ ηµασυνβ − ηµβσυνα =

συναηµβσυνγ − ηµγσυνασυνβ + ηµγσυνασυνβ −

−ηµασυνβσυνγ + ηµασυνβσυνγ − ηµβσυνασυνγ =

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

( ) ( )
( ) εφγ

εφαεφβ
εφβεφα

εφγ
εφαεφβ

εφβεφα

εφγβαεφ
εφγβαεφ

γβαεφ

−
+

−

+
−

+

=
+−

++
=++

1
1

1

1
 

( )
( ) εφβεφγεφαεφγεφαεφβ

εφαεφβεφγεφγεφβεφα
εφγεφβεφαεφαεφβ

εφαεφβεφγεφβεφα
−−−

−++
=

+−−
−++

=
11

1
 

1

80

65
80

65

40

1

16

1

10

1
1

80

1

8

1

5

1

2

1

8

1

5

1

8

1

2

1

5

1

2

1
1

8

1

5

1

2

1

8

1

5

1

2

1

==
−−−

−++
=

⋅−⋅−⋅−

⋅⋅−++
=  

Άρα ( ) ( ) Ζ∈+=++⇔=++⇔=++ κκπ
π

γβα
π

εφγβαεφγβαεφ   ,
44

1  

Όµως είναι 
2

0
2

0
2

0
π

γ
π

β
π

α <<<<<<    ,  ,  

Οπότε 
2

3
0

π
γβα <++<  . Εποµένως πρέπει 0=κ  οπότε 

4

π
γβα =++  

Αποδείξτε ότι αν α, β, γ είναι οξείες γωνίες και   

8

1

5

1

2

1
=== εφγεφβεφα   ,   , , τότε : 

4

π
γβα =++  

                  

1.17 
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ΛΥΣΗ 

i)  ( ) ( )2 22Ε = συν α − συνασυνβσυν α + β + συν α + β  

    ( ) ( )[ ]συνασυνββασυνβασυνασυν 22 −+++=  

   

( )( )
( )( )

( )( )
( )

( )

( ) βηµασυναηµβηµ

βαηµηµβαηµσυνασυνασυν

βαηµηµβηµασυνασυν

βαηµηµβασυνσυνασυν

ηµαηµβσυνασυνβηµαηµβσυνασυνβασυν

ηµαηµβσυνασυνββασυνασυν

συνασυνβηµαηµβσυνασυναβασυνασυν

2222

222222

22222

22222

2

2

2

1

2

=+=

++−=

+−−=

−−=

+−−=

−−++=

−−++=

 

 

ii)  Είναι : 
βηµ

βηµ
βσυν

βηµ
βεφ

2

2

2

2
2

1−
==   

Άρα 
26

1
126125

25

1

1

2222

2

2

=⇔=⇔−=⇔=
−

βηµβηµβηµβηµ
βηµ

βηµ
 

Συνεπώς 
26

12 ==Ε βηµ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΛΥΣΗ 

Είναι ( ) ( )1122
2

1
   =+⇔=+=− yyyyy ηµχηµσυνχσυνηµχηµσυνχσυνχσυν  

Παρατηρούµε ότι η ύψωση στο τετράγωνο των δεδοµένων θα µας δώσει το yηµχηµ2  και το 

yσυνχσυν2 που υπάρχουν στα ζητούµενα Έτσι έχουµε: ( )2
4

9
222    =++ yy ηµχηµηµχηµ  

( )3
4

3
222    =++ yy συνχσυνσυνχσυν  

Με πρόσθεση κατά µέλη των ισοτήτων ( ) ( )32     παίρνουµε  

12232211 =+⇔=+++ yyyy συνχσυνηµχηµσυνχσυνηµχηµ  

που είναι η ζητούµενη. 
 

i)  Να αποδείξτε ότι η παράσταση  

  ( ) ( )2 22Ε = συν α − συνασυνβσυν α + β + συν α + β   

είναι ανεξάρτητη του α 

  ii) Αν 






∈=
2

,0
5

1 π
βεφβ   ,  υπολογίστε την τιµή της παράστασης Ε  

 

1.18 

Να δείξετε ότι αν 
2

3
=+ yηµηµχ  και  

2

3
=+ yσυνσυνχ    

τότε  ( )
2

1
=− yχσυν  

 

1.19 
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ΛΥΣΗ 

Είναι ( ) 0≠−αχσυν διότι αν ( ) 0=−αχσυν  θα έχουµε από τα δεδοµένα  

( ) 0ηµ χ − α =  άτοπο αφού συνηµ   ,  είναι αδύνατο να είναι ταυτόχρονα µηδέν.  

Έτσι από την δεδοµένη παίρνουµε 

 
( )
( )

1=
−

−
αχσυν

αχηµ
  ή ( ) 1=−αχεφ   ή  1

1
=

+
−

εφχεφα
εφαεφχ

 ή εφχεφαεφαεφχ +=− 1      ή        

1−=+ εφχεφαεφχεφα      ή 

( ) 11 −=+ εφχεφχεφα  ή  
�

�

451

45

εφεφχ
εφεφχ

εφα
⋅+

−
=  ή ( )�45−= χεφεφα  

που είναι το ζητούµενο. 
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

4

π
χ =+ y  τότε ( )

4

π
εφχεφ =+ y  ή 1

1
=

−
+

y

y

εφχεφ
εφεφχ

 ή yy εφεφχεφεφχ ⋅−=+ 1  ή 

1=⋅++ yy εφεφχεφεφχ (το ζητούµενο µας κινεί να    

προσθέσουµε τη µονάδα    και στα δύο µέλη) 

ή 21 =+⋅++ yy εφεφχεφεφχ  ή  ( ) ( ) 211 =+++ yy εφεφεφχ  

ή ( )( )1 y 1 2+ εφ εφχ + =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

χηµχ
π

ηµχ
π

ηµ 222

3

2

3

2
+







 ++






 −=Α  

χηµηµχ
π

συνσυνχ
π

ηµηµχ
π

συνσυνχ
π

ηµ 2

22

3

2

3

2

3

2

3

2
+







 +⋅+






 −⋅=  

χηµηµχσυνχηµχσυνχ 2

22

2

1

2

3

2

1

2

3
+










−+










+=  

( ) ( ) χηµηµχσυνχηµχσυνχ 2
22

33
4

1
+



 −++=  

( ) χηµηµχσυνχχηµχσυνηµχσυνχχηµχσυν 22222 323323
4

1
+−++++=  

( ) χηµχηµχσυνχηµχηµχσυν 222222

2

1

4

6
26

4

1
++=++=

2

3

2

3

2

3 22 =+= χηµχσυν  

  Αν ( ) ( )αχσυναχηµ −=−   τότε ( )�45−= χεφεφα  

                  
1.20 

  Αν  
4

π
χ =+ y  Να δείξετε ότι ( )( ) 211 =++ yεφεφχ  

                  

1.21 

  Να δείξετε ότι η παράσταση  

  χηµχ
π

ηµχ
π

ηµ 222

3

2

3

2
+







 ++






 −=Α  είναι ανεξάρτητη του χ 

                  

1.22 
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ΛΥΣΗ 

Έχουµε:  
1

1

4

1
4)

4
(

−Β
+Β

=
−Β

+Β
=Β−

σφ
σφ

π
σφσφ

σφ
π

σφπ
σφ  

Άρα η δοσµένη σχέση γράφεται: 

1 2 1 1 2
1

1 1 1 1

2 2
(1 ) 1

1 1

1 1

1 0 ( ) 0

( )
2 2 2 2

σφΒ + σφΒ − + σφΒ +
+ = ⇔ =

σφΒ − − σφΓ σφΒ − − σφΓ

σφΒ
⇔ = ⇔ σφΒ − σφΓ = σφΒ −

σφΒ − − σφΓ

⇔ σφΒ − σφΒσφΓ = σφΒ − ⇔ σφΒσφΓ =

⇔ σφΒσφΓ − = ⇔ σφ Β + Γ =

π π π π
⇔ σφ Β + Γ = σφ ⇔ Β + Γ = ⇔ π − Α = ⇔ Α =

 

 
 
 
 
  
 
 
ΛΥΣΗ 
Έχουµε: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

(

συν Β − Γ συν Β − Γ ηµΒ
= εφΒ ⇔ =

ηµΑ − ηµ Β − Γ ηµΑ − ηµ Β − Γ συνΒ

⇔ συν Β − Γ συνΒ = ηµΑηµΒ − ηµ Β − Γ ηµΒ

⇔ συν Β − Γ συνΒ + ηµ Β − Γ ηµΒ = ηµΑηµΒ ⇔ συν Β − Γ − Β = ηµΑηµΒ

⇔ συν −Γ = ηµΑηµΒ ⇔ συνΓ = ηµΑηµΒ

⇔ συν π − Α − Β = ηµΑηµΒ ⇔ −συν Α + Β = ηµΑηµΒ

⇔ συν Α + ) 0 0

0

Β + ηµΑηµΒ = ⇔ συνΑσυνΒ − ηµΑηµΒ + ηµΑηµΒ =

⇔ συνΑσυνΒ =       (1)

Όµως 

0≠Βσυν γιατί διαφορετικά δεν ορίζεται η Βεφ ,  

οπότε από την (1) έχουµε: 0
2

π
συνΑ = ⇔ Α =   

 
 
 
 
  
 
 
 

  Αποδείξτε ότι: αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση: 

Γ−
=Β−+

σφ
π

σφ
1

2
)

4
(1  τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

1.23 

  Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση ,
)(

)(
Β=

Γ−Β−Α
Γ−Β

εφ
ηµηµ

συν
 

  τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο.  

1.24 

   
i) i) Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι 

                    .22222 =ΓΒΑ−Γ+Β+Α συνσυνσυνηµηµηµ  

             ii)Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 2222 =Γ+Β+Α ηµηµηµ   

               να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο 
 

1.25 
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ΛΥΣΗ 

i)  Είναι Γ−=Β+Α⇔=Γ+Β+Α ππ  οπότε )()( Γ−=Β+Α πσυνσυν  

.22

21)1)(1(

2

)(

222

22222

22222

222

=ΓΒΑ−Γ+Β+Α⇔

ΒΑ=ΓΒΑ+Γ−+Β−Α−⇔

ΒΑ=ΓΒΑ+Γ+ΒΑ⇔

ΒΑ=Γ+ΒΑ⇔

ΒΑ=Γ+ΒΑ⇔Γ−=ΒΑ−ΒΑ

συνσυνσυνηµηµηµ

ηµηµσυνσυνσυνηµηµηµ

ηµηµσυνσυνσυνσυνσυνσυν

ηµηµσυνσυνσυν

ηµηµσυνσυνσυνσυνηµηµσυνσυν

 

 

ii)  Έστω ότι είναι 2222 =Γ+Β+Α ηµηµηµ  αλλά από το (i) ερώτηµα είναι 

.22222 =ΓΒΑ−Γ+Β+Α συνσυνσυνηµηµηµ  

 
Συνεπώς έχουµε : 

  .
2

Γ  ή  
2

Β  ή  
2

0  ή  0  ή 0

0222

πππ
συνσυνσυν

συνσυνσυνσυνσυνσυν

===Α⇔=Γ=Β =Α⇔

=ΓΒΑ⇔=ΓΒΑ−
 

 

 
 
  
 
 
ΛΥΣΗ 

Στο τρίγωνο είναι ( ) ( )Α−=Γ+Β⇔Α−=Γ+Β⇔=Γ+Β+Α πηµηµππ  

                ( ) Α=Γ+Β⇔ ηµηµ  

Έτσι η δεδοµένη σχέση γράφεται: 

( ) ΓΒ=ΒΓ+ΓΒ⇔ΓΒ=Γ+Β συνηµσυνηµσυνηµσυνηµηµ 22  

       
( )

2 0 0

0 0 180                      αδυνατο

⇔ ηµΒσυνΓ + ηµΓσυνΒ − ηµΒσυνΓ = ⇔ ηµΒσυνΓ − ηµΓσυνΒ =

⇔ ηµ Β − Γ = ⇔ Β − Γ = ⇒ Β − Γ = �
  

Άρα Γ=Β⇔=Γ−Β 0  
 

 
 
  
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

Η δεδοµένη σχέση γράφεται 
( ) ( )

( ) Β
Β

=
Γ−Β

Γ−Β+Γ+Β
συν
ηµ

συν
ηµηµ

 ή  

 

( ) ( )

2

2

2

2

0 0 0

ηµΒσυνΓ + ηµΓσυνΒ + ηµΒσυνΓ − ηµΓσυνΒ ηµΒ ηµΒσυνΓ ηµΒ
= ⇔ = ⇔

συνΒσυνΓ + ηµΒηµΓ συνΒ συνΒσυνΓ + ηµΒηµΓ συνΒ

ηµΒσυνΓσυνΒ = ηµΒσυνΒσυνΓ + ηµ ΒηµΓ ⇔

ηµΒσυνΒσυνΓ − ηµ ΒηµΓ = ⇔ ηµΒ συνΓσυνΒ − ηµΒηµΓ = ⇔ ηµΒσυν Β + Γ = ⇔

 

( ) 00 =Γ+Β=Β συνηµ     ή    

��� 270901800 =Γ+Β=Γ+Β=Β=Β   ή    ή     ή       

αδύνατο,     αδύνατο       
�90=Γ+Β        αδύνατο 

 

Άρα 
�90=Γ+Β  οπότε  

�90=Α και το  τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Α  

   

             Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΓΒ=Α συνηµηµ 2  να δείξετε ότι το  

             τρίγωνο είναι ισοσκελές 
 

1.26

 

             Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
( )

( )
Β=

Γ−Β
Γ−Β+Α

εφ
συν

ηµηµ
 να δείξετε ότι το  

             τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Α  

1.27
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ΛΥΣΗ 

i) Γ−=Β+Α⇔=Γ+Β+Α⇔=Γ+Β+Α 236022360222180 ���

   

       

( ) ( )2 2 360 2

2 2
2

1 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

⇔ εφ Α + Β = εφ − Γ

εφ Α + εφ Β
⇔ = −εφ Γ ⇔

− εφ Αεφ Β

εφ Α + εφ Β = −εφ Γ + εφ Αεφ Βεφ Γ ⇔

εφ Α + εφ Β + εφ Γ = εφ Αεφ Βεφ Γ

�

 

ii) Όµοια από  ⇔=
Γ

+
Β

+
Α

⇔=Γ+Β+Α �� 90
222

180  

90 90
2 2 2 2 2 2

Α Β Γ Α Β Γ   + = − ⇔ σφ + = σφ − ⇔   
   

� �

 

1 1
12 2 2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Α Β Α Β
σφ σφ − σφ σφ −Γ

= εφ ⇔ = ⇔
Α Β Α Β Γ

σφ + σφ σφ + σφ σφ

Α Β Γ Γ Α Β Α Β Γ Α Β Γ
σφ σφ σφ − σφ = σφ + σφ ⇔ σφ σφ σφ = σφ + σφ + σφ

 

 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
ΛΥΣΗ 

 

i) )Γσυν(πΒ)συν(Α  οπότε  ΓπΒΑπΓΒΑ −=+−=+⇔=++  

1νΓσυνΑσυνΒσυ2ΓσυνΒσυνΑσυν

ΒΑσυνσυνΒσυνΑσυν1νΓσυνΑσυνΒσυ2ΓσυνΒΑσυνσυν

Β)συν1Α)(συν1(νΓσυνΑσυνΒσυ2ΓσυνΒΑσυνσυν

ΒΑηµηµνΓσυνΑσυνΒσυ2ΓσυνΒΑσυνσυν

ΒΑηµηµσυνΓ)(συνΑσυνΒ

νεπώςηµΑηµΒ  συσυνΓσυνΑσυνΒσυνΓηνΑηµΒσυνΑσυνΒ

222

2222222

22222

22222

222

=+++⇔

+−−=++⇔

−−=++⇔

=++⇔

=+

=+⇔−=−⇔

 

 
 
 

   
             Σε κάθε τρίγωνο να δείξετε ότι ισχύει : 

             i) Γ⋅Β⋅Α=Γ+Β+Α 222222 εφεφεφεφεφεφ   

             ii)
222222

Γ
⋅

Β
⋅

Α
=

Γ
+

Β
+

Α
σφσφσφσφσφσφ  

 

1.28

   
              Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ να αποδείξετε ότι 
 

i) 12222 =ΓΒΑ+Γ+Β+Α συνσυνσυνσυνσυνσυν  

 

ii) 
2 2 2 2 2 2ηµ 2Α ηµ 2 ηµ 2 2 2+ Β + Γ + συν Ασυν Βσυν Γ =  

 
 

1.29



1
ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ                                                                       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 45 

ii) 

 άρα  

 οπότε   Είναι

Γπ-ΒΑ 

π  ήΓΒΑ πΓΒΑ

2222

2222

=+

=++=++
 

2Γ2Βσυν2Ασυν2συν2Γ2ηµΒ2ηµΑ2ηµ

Β2Αηµ2ηµΓ2Βσυν2Ασυν2συν2Γ- 2ηµ1Β)2-ηµ1Α)(2-ηµ1(

Β2Αηµ2ηµΓ2Βσυν2Ασυν2συν2Γ2συνΒ2Ασυν2συν

Β2Αηµ2ηµΓ)2Β-συν2Ασυν2(συν

Β  άρα2Αηµ2ηµΓ2Β-συν2Ασυν2συν

Γ2συνΒ2Αηµ2Β-ηµ2Ασυν2συνΓ)2π-2συν(Β)2Α2συν(

222

22222

22222

222

=+++⇔

=−+⇔

=−+⇔

=

=

=⇔=+

 

 

 
 
 
  
 
 
 
ΛΥΣΗ 
 
Η εξίσωση ορίζεται όταν 

   καί
23

Ζκπ,  κ
ππ

χ ∈+≠+   
23

2
Ζλπ,  λ

ππ
χ ∈+≠+

Ζ∈+−≠+≠ λκλπ
π

χκπ
π

χ   ,  ,
6

  καί  
6

 όταν ∆ηλαδή  

Για τα χ για τα οποία ορίζεται η εξίσωση , έχουµε: 

(1)      3
31

3

31

3

3

3
1

3

3
1

33

)
3

(1

)
3

(

3
1

3

3

3

2
1

3

2

3
1

33)
3

2
()

3
(

=
+

−
+

−

+
+⇔

=
+

−
+

−

+
+⇔=

−+

−−
+

−

+
+⇔

=
−

+
−

+
+⇔=++++

εφχ

εφχ

εφχ

εφχ
εφχ

π
εφχεφ

π
εφεφχ

π
εφχεφ

π
εφεφχ

εφχ
π

πεφχεφ

π
πεφεφχ

π
εφχεφ

π
εφεφχ

εφχ

π
εφχεφ

π
εφχεφ

π
εφχεφ

π
εφεφχ

εφχ
π

χεφ
π

χεφεφχ

 

Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέρη της εξίσωσης (1) µε χεφ 231−  και έχουµε: 

 :έχουµε οπότε  014χ  ή  01 Άρα

0)14)(1(0133

03993

0933333333

)31(3)31)(3()31)(3()31(

2

223

23

2223

22

=+−=+

=+−+⇔=+−−⇔

=+−−

⇔=+−+−−+++++−

⇔−=−−++++−

εφχεφεφχ

εφχχεφεφχεφχχεφχεφ

εφχχεφχεφ

χεφεφχχεφεφχεφχχεφεφχχεφεφχ

χεφεφχεφχεφχεφχχεφεφχ

i)

)
4

(
4

101
π

πεφεφχ
π

εφεφχεφχεφχ −=⇔−=⇔−=⇔=+

.   ,
4

3

4

3
Ζ∈+=⇔=⇔ κκπ

π
χ

π
εφεφχ                                            

                  Να λυθεί η εξίσωση: 3)
3

2
()

3
( =++++

π
χεφ

π
χεφεφχ  
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ii)  
2

32
0142 ±

=⇔=+− εφχεφχχεφ  

Ζ∈
−

=+=
−

=

Ζ∈
+

=+=
+

=

µεφθθµπχεφχ

λεφθθλπχεφχ

  και  
2

32
  όπου  ,    τότε,

2

32
  Αν

  και  
2

32
  όπου  ,    τότε,

2

32
  Αν

22

11

 

 
 
 
  
 
 
 
ΛΥΣΗ 
Η εξίσωση γράφεται: 

2

3
21

4

1
21

4

1

2

3
2

4

1
2

4

1

2

3

2

2

2

2

2

3

4444

224

2222224

44

4

444

=ηµχσυνχ−+ηµχσυνχ++χηµ⇔

=ηµχσυνχ−χσυν+χηµ+ηµχσυνχ+χσυν+χηµ+χηµ⇔

=







συνχ−ηµχ+








συνχ+ηµχ+χηµ⇔

=
π

συνχηµ−
π

ηµχσυν+
π

συνχηµ+
π

ηµχσυν+χηµ

)()(

)()(

)()(

)()(

 

101012

02420242

034412031412

2

3
12

2

1

2

3
82

4

1

2

3
441441

4

1

2

3
441

4

1
441

4

1

222

2424

424224

224224

22224

22224

±=µχη⇔=−χηµ⇔=−χηµ⇔

=+χηµ−χηµ⇔=−χηµ+χηµ−⇔

=−χηµ−χηµ++χηµ⇔=−χηµ−χηµ++χηµ⇔

=χηµ−χηµ++χηµ⇔=χχσυνηµ++χηµ⇔

=χχσυνηµ+ηµχσυνχ−+ηµχσυνχ+χχσυνηµ++χηµ⇔

=χχσυνηµ+ηµχσυνχ−+ηµχσυνχ+χχσυνηµ++χηµ⇔

)(

)(

)()(

)(

)()(

 Έχουµε 

λοιπόν: 

Ζ∈+=⇔=⇔= κκπ
π

χ
π

ηµηµχηµχ   ,2
22

1       ή 

Ζ∈+=⇔=⇔−= `  ,`2
2

3

2

3
1 κπκ

π
χ

π
ηµηµχηµχ  

                  Να λυθεί η εξίσωση:
2

3
)

4
()

4
( 444 =−+++

π
χηµ

π
χηµχηµ  
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ΛΥΣΗ 

Είναι ( ) ( ) ( )χσφχσφχεφ +=+−=− ���� 75159015  

         ( ) ( ) ( )χσφχσφχεφ +=+−=− ���� 55359035  

         ( ) ( ) ( )χσφχσφχεφ +=+−=− ���� 45459045   

οπότε η εξίσωση γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )75 55 45 45 55 75 1σφ + χ ⋅σφ + χ ⋅σφ + χ ⋅εφχ ⋅εφ + χ ⋅εφ + χ ⋅εφ + χ =� � � � � �

 

⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )75 75 55 55 45 45 1σφ + χ ⋅εφ + χ ⋅σφ + χ ⋅εφ + χ ⋅σφ + χ ⋅εφ + χ ⋅εφχ =� � � � � �

 

                                       1=⇔ εφχ , διότι είναι γνωστό ότι 1=εφασφα  

οπότε έχουµε   Ζκ
π

κπχ ∈+=    ,
4

     και επειδή  ( )ππχ 2  ,2−∈  

 είναι    

4

7

4

9

4

1
2

4

1
2

2
4

1
22

4
2

<<−⇔−<<−−

⇔<+<−⇔<+<−

κκ

κπ
π

κππ
 

άρα    1,0,1,2 −−=κ  

Συνεπώς από Ζκ
π

κπχ ∈+=    ,
4

 έχουµε  

4

3

4
    ,

4
 

   ,
4

3

4
     ,

4

7

4
2

43

21

ππ
πχ

π
χ

ππ
πχ

ππ
πχ

=+==

−=+−=−=+−=
 

οι ζητούµενες λύσεις. 
 
 
 
 
 

                  Να λυθεί η εξίσωση:  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1=+++ χ75εφχ55εφχ45εφχεφχ−35εφχ−15εφ �����

  

            ( )ππ−∈χ 22   ,   
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
1. Κυκλώστε τη σωστή απάντηση 

( ) ( ) ( ) ( )ασυνασυνασυνασυν −⋅+++⋅− ���� 73731717  είναι ίση µε: 

Α.   0   Β.   1  Γ.  συνα   ∆. ασυν 2  

 
 
2. Κυκλώστε τη σωστή απάντηση 

���� 10708020 συνσυνσυνσυν ⋅+⋅  είναι ίση µε: 

Α.   0   Β.   1  Γ.  
2

1
  ∆. 

�202συν  

 
 
 3. Κυκλώστε τη σωστή απάντηση 

 
�

�

1531

153

εφ

εφ

+

−
 είναι ίση µε: 

Α.   1  Β.   
3

3
  Γ.  3   ∆. 

�152εφ  

 
 
4. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος η ισότητα 

18

7

18

5

99

2

30

13

5

2

1015

π
ηµ

π
συν

π
συν

π
συν

π
ηµ

π
συν

π
συν

π
ηµ −=+  

 
 
5. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος η ισότητα 

1
375

1753
=

+

−
�

�

εφ

εφ
 

 
 
6. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος η ισότητα 

αεφαεφ
αεφαεφ

αεφαεφ
82

351

35
22

22

⋅=
⋅−

−
 

 
 
 
7. Να αντιστοιχίσετε την παράσταση της στήλη Α το αποτέλεσµα από την στήλη  Β 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 
1 

�

�

�

44
11

11
εφ

εφ
εφ

−
+

−
 

 
-1 

2 ���� 80408040 ηµηµσυνσυν ⋅−⋅  1 

3 

�

�

1053

11053

εφ

εφ

+

−
 

0 

4 

124412

π
συν

π
ηµ

π
συν

π
ηµ ⋅−⋅  

2

1
−  

  

2

1
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8. Να αντιστοιχίσετε την παράσταση της στήλη Α το αποτέλεσµα από την στήλη  Β 

   

1 

9

8

18

7

189

π
συν

π
ηµ

π
συν

π
ηµ ⋅−⋅  

 

0  

2 

7

5

7

2

7

2

7

5 π
συν

π
ηµ

π
συν

π
ηµ ⋅−⋅  

 

1 

3 

203
1

203
π

εφ
π

εφ

π
εφ

π
εφ

⋅−

−
 

 
 

2

3
 

4 

515

1
155

π
σφ

π
εφ

π
σφ

π
σφ

−

+⋅
 

 
 

3

3
 

  

2

1
 

 
 

9. Αν y>χ  µε Ζκκπχ ∈≠    ,y,  τότε το κλάσµα 
y

1y

σφσφχ
σφχσφ

−
+

 ισούται µε : 

Α. ( )y−χσφ  Β. ( )χσφ −y  Γ. ( )y+χσφ  ∆. κανένα από τα παραπάνω 

 
 

10. Αν y>χ  µε Ζκ
π

κπχ ∈+≠    ,
2

y,  τότε το κλάσµα 
y1

y

εφχεφ

εφεφχ

+

−
 ισούται µε: 

Α. ( )y−χεφ  Β. ( )χεφ −y  Γ. ( )y+χεφ  ∆. κανένα από τα παραπάνω 

 
 
11. Υπολογίστε τις παραστάσεις: 
 

i) 70 20 70 20ο ο ο οσυν συν − ηµ ηµ   

ii) 
οοοο συνηµσυνηµ 50101050 +  

iii) 
οοοο συνηµσυνσυν 5517555175 +  

iv) 
οοοο εφεφεφεφ 10565555  

 

 

12. Υπολογίστε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς των γωνιών 105
ο
 και 15

ο 

 

 

13. Αν  )
2

,0( , και 
14

13
 ,

7

1 π
βασυνβσυνα ∈== να βρεθούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των 

. και βαβα −+  

 
 

14. Αν ),,
2

( ),
2

,0( και 
4

1
 ,

3

1
π

π
β

π
ασυνβηµα ∈∈== να βρεθούν οι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των 

. και βαβα −+  
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15. Αποδείξτε ότι αν , ,α β  είναι οξείες γωνίες και 
4

3
   τότε

7

1
 ,

4

3 π
βασφβσφα =+==  

 
 
16. Αποδείξτε ότι: 

 i) ( ) ( ) ( ) ( ) 130
3

3
30

3

3
3030 =−+++−+ αεφαεφαεφαεφ ����

 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
30303030 =−+−−+ αηµαηµασυνασυν ����

 

 
 
17. Αποδείξτε ότι: 

i) ( ) ( ) 0120120 =++−+ ασυνασυνσυνα ��

 

ii) ( ) ( )
2

3
240120 222 =++++ ασυνασυνασυν ��

 

 
 
18. Αποδείξτε ότι: 

i) ( ) ( )βαηµβσυνσυνββαηµηµα −+−=  

ii) ( ) ( )ηµββαηµσυνββασυνσυνα ++−=  

iii) ( ) ( ) ( ) 0ηµαηµ β − γ + ηµβηµ γ − α + ηµγηµ α −β =  

 
 
 
19. Αποδείξτε ότι: 

i) ( ) ( ) βηµασυνβασυνβασυν 22 −=−+  

ii) ( ) ( ) βηµασυνβαηµβαηµ 221 −−=−+  

iii) ( ) ( ) ηµβσυνβηµασυναβαηµβασυν −=−+  

 
 
 
20. Αποδείξτε ότι: 

i) ( )
ηµβσυνβηµασυνα

βηµαηµ
βαεφ

+
−

=−
22

 

ii) ( )
ηµβσυνβηµασυνα

βηµαηµ
βαεφ

−
−

=+
22

 

 
 
21. Αποδείξτε ότι: 

( ) ( ) ( )
0=

−
+

−
+

−
ηµγηµα

αγηµ
ηµβηµγ

γβηµ
ηµαηµβ

βαηµ
 

 
 

22. Αποδείξτε ότι αν γβα =+ , τότε 12222 =−++ νγσυνασυνβσυγσυνβσυνασυν  

 
 
23. Αποδείξτε ότι η παράσταση : 

( ) ( )
( ) ( )βαηµαηµσυναβασυν

βαηµασυνσυναβαηµ
+−+
+−+

=E  

είναι ανεξάρτητη του α  
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24. Αποδείξτε ότι: 

i) 
( ) ( )
( ) ( ) ηµβσυνβ

ηµβσυνβ
βασυνβαηµ
βασυνβαηµ

−
+

=
++−
−++

 

 

ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αγεφγβεφβαεφαγεφγβεφβαεφ −−−=−+−+−  

 
 

25. Αποδείξτε ότι:
( )

( ) ( )
εφβεφα

βασυνβασυν
βαηµ

+=
−++

+2
 

 
 

26. Αν 
2

π
γβα =++  να αποδείξτε ότι: 

( )( )( ) ( )εφαεφβεφγεφγεφβεφα +=+++ 12111  

 
 

27. Αν 
2

π
γβα =++  να αποδείξτε ότι: 

i) σφασφβσφγσφγσφβσφα =++  

ii) 1=++ εφγεφαεφβεφγεφαεφβ  

iii) 1222 ≥++ γεφβεφαεφ  

 
 

28. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  έχουµε 2=Ασφ  και 3=Βσφ  να υπολογιστούν  

i) Γεφ   ii) Γηµ    iii) Γσυν   iv)
∧

Γ  

 
 

29. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  έχουµε 2=Αεφ  και 3=Βεφ  να δείξετε ότι 

Γεφ =1  ενώ αν 3=Ασφ  και 2=Βσφ  τότε Γσφ = -1 

 
 

30.  Αν 
6

π
βα =+  να δείξετε ότι: 

i) ( ) ( ) 1
22 =−+− συνβηµαηµβσυνα  και 

ii) ( ) ( ) 3
22 =+++ συνβηµαηµβσυνα  

 
 

31.  Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Α  πάρουµε σηµείο ∆ τέτοιο ώστε Α∆ΑΓ 4=  να δείξετε 

ότι: 

i) 
Βεφ

Βεφ
ΒΓ∆εφ

24

3

+
=

∧

 

ii) Αν 22=Βεφ  τότε η Β∆  είναι η διχοτόµος της γωνίας Β  

 
 

32.  Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Α  να δείξετε ότι: 

( ) 02 =−+ ΒσυνΑηµΒΑηµ  
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33.  Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Α  να δείξετε ότι: 

ΒσυνΑηµΓηµ 2=  

 

34.  Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Α  να δείξετε ότι: 

Αεφ
ΒσυνΑσυν

Γηµ
2=  

 
 

35.  Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει ( ) ΓηµΒσυνΓΒηµ 21−=−  

 να δείξετε ότι: 
�90=Α  

 
 

36.  Αποδείξτε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει: 

2=++
ΒηµΑηµ

Γσυν
ΑηµΓηµ

Βσυν
ΓηµΒηµ

Ασυν
 

 
 

37.  Αποδείξτε ότι ένα τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Α  αν και µόνο αν ισχύει η σχέση: 

1
2222

=++
Γ

εφ
Γ

εφ
Β

εφ
Β

εφ  

 
 

38.  Αποδείξτε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύουν οι σχέσεις 

i) 1=++ ΑσφΓσφΓσφΒσφΒσφΑσφ  

ii) 1222 ≥++ ΓσφΒσφΑσφ  

 
 

39.  Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  να αποδείξετε ότι είναι: 

i) ΓσυνΒσυνΑσυνΓσυνΒσυνΑσυν 22221222 222 −=++  

ii) Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει 1222 222 =++ ΓσυνΒσυνΑσυν  να αποδείξετε ότι µια τουλάχιστον 

γωνία αυτού είναι 
�45  

 
 

40.  Αν ΒΑ, γωνίες τριγώνου να αποδείξετε ότι  

i) ΒηµΑηµΒσυνΑσυν >  

ii) 1>ΒσφΑσφ  

iii) 1<ΓεφΑεφ  

 
 

41.  Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  να αποδείξετε ότι είναι: 

( ) ( ) ( ) 0=−⋅+−⋅+−⋅ ΒΑηµΓηµΑΓηµΒηµΓΒηµΑηµ  

42.  Αν 
�225=+ βα  να δείξετε ότι: 

2

1

11
=

+
⋅

+ σφβ
σφβ

σφα
σφα

 

 
 

43. Να λύσετε την εξίσωση : 
3

2

44
=







 −−






 + χ
π

εφχ
π

εφ  
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44. Να λύσετε την εξίσωση: 
( )

( ) ( ) 3

1

6060

60
=

−++

+
��

�

χσυνχσυν
χηµ

 

 
 
 

45. Να λύσετε την εξίσωση: [ ]πχχ
π

συνχ
π

συν 2  ,  0   ,
4

1

44
∈=







 −






 +  

 
 

46. Να λύσετε την εξίσωση: ( ) ( ) 2yy =−++ χσυνχσυν  

 
 

47. Να λύσετε την εξίσωση: [ ]πχχ
π

ηµσυνχχ
π

συν 2  ,  0   ,
4

2
4

∈






 −+=






 +  

 
 

48. Να λύσετε την εξίσωση: ( ) ( ),9 χασυνχασυν −=+  όταν 
5

4
=σφα  

 
 

49. Να λύσετε την εξίσωση: ( ) ( )
2

1
222 −=+−++ χανσυνασυνχσυχασυνασυν  

 
 
50. Να λύσετε τις εξισώσεις:  

i) χσφχεφ 882 =  

ii) 
4

1

4

44 =






 ++
π

χηµχηµ  

 



1
ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ                                                                       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 54 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΤΗΣ ΓΩΝΙΑΣ 2α 
  

Αν στους τύπους που δίνουν το ( )βαηµ + , ( )βασυν + , ( )βαεφ + , ( )βασφ + , θέσουµε αβ =  

παίρνουµε αντιστοίχως: 
 

• ( )    2 2ηµ α + α = ηµασυνα + ηµασυνα ⇔ ηµ α = ηµασυνα     

 
 

• ( ) 2 2      2συν α + α = συνασυνα − ηµαηµα ⇔ συν α = συν α − ηµ α  

αηµ

ασυν
2

2

21

12

−=

−=
   

 
 

• ( )
αεφ

εφα
αεφ

εφαεφα
εφαεφα

ααεφ
21

2
2        

1 −
=⇔

⋅−
+

=+  

 
 

• ( )
21 1

        2
2

σφα ⋅σφα − σφ α −
σφ α + α = ⇔ σφ α =

σφα + σφα σφα
 

 
 
από τους τύπους του συνηµίτονου µπορούµε να υπολογίσουµε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας 

α όταν ξέρουµε το 2συν α . 

 
Πράγµατι έχουµε: 

2

21
        122 22 ασυν

ασυνασυνασυν
+

=⇔−=  

 
 

2

21
              212 22 ασυν

αηµαηµασυν
−

=⇔−=  

 
 

        οπότε µε διαίρεση                 
ασυν
ασυν

αεφ
21

212

+
−

=  

 
 
 
Παρατήρηση 1

η
 

Οι τύποι που προκύπτουν ονοµάζονται και τύποι του αποτετραγωνισµού και είναι πολύ χρήσιµοι στην 
γεωµετρία. 
Παρατήρηση 2

η 

Όπως λέµε ηµασυνααηµ 22 =  έτσι 
22

2
α

συν
α

ηµηµα =  ή 
 

 

           
2

211
2

2 22 α
ηµ

α
συνσυνα −=−=  

αυτό µπορεί να γίνει για όλους τους παραπάνω τύπους. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 



1
ο
 ΚΕΦΑΛΑΙΟ                                                                       ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 55 

 
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ ΤΩΝ ΤΥΠΩΝ ΚΑΙ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 

 
1. Απαντήστε αν είναι σωστές ή λάθος οι παρακάτω ισότητες 
 

α) ( ) αηµασυν 21452 2 =−−�    Σ   ή    Λ 

β) 
2

1

12
21 2 =−

π
ηµ      Σ   ή    Λ 

γ) 3
752

751 2

−=
−

�

�

εφ
εφ

     Σ   ή    Λ 

δ) 
2

1

12

5

12

5
2 =⋅

π
συν

π
ηµ     Σ   ή    Λ 

 

ε) 11351352 −=��συνηµ     Σ   ή    Λ 

 
2. Απαντήστε αν είναι σωστές ή λάθος οι παρακάτω ισότητες 
 

α)
2

212 ασυν
αηµ

−
=       Σ   ή    Λ 

β) 
2

212 ασυν
ασυν

+
=      Σ   ή    Λ 

γ) 
ασυν
ασυν

ασφ
21

212

+
−

=      Σ   ή    Λ 

δ) αηµαηµ 2212 −=      Σ   ή    Λ 

 
3. Κυκλώστε την σωστή απάντηση 

α) Η τιµή της παράστασης  ( )( )11K −+++= συνχηµχσυνχηµχ  είναι  

Α) 1  Β) χηµ2   Γ) χσυν 2   ∆) 0  

β) Το αποτέλεσµα της παράστασης  ( ) ( )αηµασυνΛ −−−= �� 4545 44
 είναι 

Α) χηµ2  Β) χσυν 2   Γ)
�90ηµ  ∆) 

�90συν  

 
4. Σε κάθε παράσταση της στήλης Α αντιστοιχεί το αποτέλεσµά της στη στήλη Β.  
    Να κάνετε τη σωστή αντιστοίχηση.   
 

 ΣΤΗΛΗ Α ΣΤΗΛΗ Β 
1 

8
21 2 π
ηµ−  

 

α)               1−  

2 

1212
2

π
συν

π
ηµ  

 

β)              
2

2
 

3 
1

4

3
2 2 −

π
συν  

 

γ)               
2

1
 

4 

8

3
1

8

3
2

2 π
εφ

π
εφ

−
 

 

δ)                0  

 

ε)              3  

5. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος η ισότητα: 

( ) ( ) ( ) ( ) αηµασυνασυνασυνασυνασυν 2272721818 −=−+++− ����
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6. Απαντήστε αν είναι σωστές ή λάθος οι ισότητες: 

i. αηµσυνααηµηµαασυν 444 33 =⋅−⋅  

ii. 
4

1
7515 22 =− �� συνσυν  

7. Αν για την γωνία Α τριγώνου ΑΒΓ  ισχύει η ισότητα που αναγράφεται στη στήλη, Ι  να αντιστοιχίσετε το 

µέτρο της γωνίας σε µοίρες από την στήλη ΙΙ  
 

 ΣΤΗΛΗ Ι  ΣΤΗΛΗ ΙΙ  

1 

2

1

22
=

Α
συν

Α
ηµ  

α)              
�60=Α  

2 
0

2
21 2 =−

Α
ηµ  

β)              
�90=Α  

3 
ΑηµΑσυν

Α
συν

Α
ηµ 22

22
2 −=  

γ)              
�30=Α  

 
 
4 
 
 
 
 
5 

3

2
1

2
6

2

=
−

Α
εφ

Α
εφ

 

 

32
1

2
2

=
− Ασυν

Αηµ
 

 

 
 

δ)              
�45=Α  

 
 
8. Κυκλώστε την σωστή απάντηση στην πρόταση :  

Όταν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  1
22

22 =+
Α

ηµ
Β

συν  τότε το τρίγωνο είναι  

Α. ορθογώνιο      Β. ισοσκελές  Γ. ισόπλευρο   ∆. αµβλυγώνιο 
 

9. Κυκλώστε την σωστή απάντηση στην πρόταση : Όταν σε ένα τρίγωνο  ΑΒΓ  ισχύει  








 +⋅






 +⋅






 +⋅






 +⋅=
8

7
1

8

5
1

8

3
1

8
14

π
συν

π
συν

π
συν

π
συνΑηµ  

τότε είναι  
 

Α.  
�90=Α            Β.   

�45=Α  Γ.  
�60=Α               ∆.  

�30=Α  

 

10. Σε κάθε παράσταση που γράφεται στη στήλη Ι  αντιστοιχεί το αποτέλεσµα της στη στήλη ΙΙ . Να κάνετε 
τη σωστή αντιστοίχηση 
 

 ΣΤΗΛΗ Ι  ΣΤΗΛΗ ΙΙ  

 
1 

ασυν
αηµ

21

2

+
 

 

α)                εφα  

 
2 

ασυν
αηµ

21

2

−
 

 

β)                σφα  

 
 
3 

 

αηµ
ασυν
21

2

+
 

 

γ)               






 −α
π

εφ
4

 

δ)              






 −α
π

σφ
4
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ΕΠΙΛΟΓΗ ΑΣΚΗΣΕΩΝ ΠΛΗΡΟΥΣ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

 
 
 
 

 
 

ΛΥΣΗ 

Α’ µέλος 
�

�

�

�

�

�

301

30

301

30

301

30
22

22

εφαεφ
εφαεφ

εφεφα
εφεφα

εφεφα
εφεφα

⋅−

−
=

⋅+

−
⋅

⋅−

+
=  

 

   

2

22
2 2

2 2 22

2 22 2 2
2 2

2
2

3 3 1
3 13 3 1 39 3

3 1 3 33 1 1 31 9 3
3

  ηµ αεφ α −   εφ α − εφ α − −εφ α − ηµ α − συν α  συν α= = = = = =
ηµ α− εφ α ⋅ συν α − ηµ α  − εφ α ⋅ − εφ α ⋅ −− εφ α ⋅  συν α

 

 

 
( )
( ) 14

14

13

13
2

2

22

22

−

−
=

−−

−−
=

ασυν
αηµ

ασυνασυν
αηµαηµ

 (1) 

 

Β’ µέλος
( )

( )

2 2 2

2 22

1 2 1 2 1 2 4 4 1

1 4 2 4 11 2 2 1

− − ηµ α − + ηµ α ηµ α −
= = ==

+ συν α − συν α −+ συν α −
 (2) 

 
Από (1) και (2) προκύπτει η ζητούµενη ισότητα 
 
 
 
 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

1)
( )

( )

2 2

22

1 1 2 21 2 2 2 2

1 2 2 2 21 2 1 2

− − ηµ α + ηµασυνα− συν α + ηµ α ηµ α + ηµασυνα
= = =

+ συν α + ηµ α συν α + ηµασυνα+ συν α − + ηµασυνα

( )
( )

εφα
συνα
ηµα

ηµασυνασυνα
συναηµαηµα

==
+

+
2

2
 

2) 

2

2

1 2 1 2
1 2 2 2

1
1 2 2 1

2 2 2

α α α + ηµ συν − − ηµ + ηµα − συνα  = =
α α α+ ηµα + συνα + ηµ συν + συν −

 

αφού από το τόξο α  στο ζητούµενο,  θέλουµε τόξο 
2

α
) 

2

2

22 2
2 2 22 2 2

2
2 2

2 2 2 2 2 2

α α α α α α ηµ συν + ηµηµ συν + ηµ   α = = εφ
α α α α α α ηµ συν + συν συν συν + ηµ 

 

 

 

 

Να αποδείξτε ότι ( ) ( )
ασυν
ασυν

αεφαεφ
221

221
3030

+
−

=−⋅+ ��

 1.33 

                Να αποδείξτε ότι : 

               1) εφα
αηµασυν
αηµασυν

=
++
+−

221

221
  και 2) 

21

1 α
εφ

συναηµα
συναηµα

=
++
−+

  

1.34 
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ΛΥΣΗ 

Από τον τύπο 
ηµα

αηµ
συναηµασυνααηµ

2

2
22 ⇔= . Έτσι έχουµε  

24 8 16 22
2 4 8 77 7 7 7 ,    ,   

2 4 8 8 87 7 7
2 2 2 2 2

7 7 7 7 7

π π π π πηµ π +ηµ ηµ ηµ ηµ π π π  συν = συν = συν = = =
π π π π π

ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ
 

έτσι το Α’ µέλος της ζητούµενης ισότητας γράφεται: 
 

8

1

7

8
2

7

2

7

4
2

7

8

7

2
2

7

4

7

8

7

4

7

2
=⋅⋅=⋅⋅

π
ηµ

π
ηµ

π
ηµ

π
ηµ

π
ηµ

π
ηµπ

συν
π

συν
π

συν  

 
 
 
 
 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

1) Η ζητούµενη µε απαλοιφή παρανοµαστών γράφεται: 
���� 1010410310 συνηµηµσυν =−  ή 

���� 202106010 ηµηµεφσυν =−  ή 

 

��

�

�

� 20210
60

60
10 ηµηµ

συν
ηµ

συν =−  ή 

������ 6020210601060 συνηµηµηµσυνσυν =−  ή  

( )
2

1
2021060 ⋅=+ ��� ηµσυν     ή     

�� 2070 ηµσυν =  ή  

( )��� 709070 −= ηµσυν     ή       
�� 7070 συνσυν =   που ισχύει προφανώς 

 

2) 
8

1

10102

1010

4

1

402

80

202

40
10 =

⋅

⋅
=⋅

��

��

�

�

�

�

�

συνηµ
συνηµ

ηµ
ηµ

ηµ
ηµ

ηµ  

 

Γράφουµε το 
�

�

�

202

40
20

ηµ
ηµ

συν =  αφού 
ηµα

αηµ
συνα

2

2
=  

 
 
 
 
 

                Να αποδείξτε ότι :
8

1

7

8

7

4

7

2
=⋅⋅

π
συν

π
συν

π
συν             1.35 

                Να αποδείξτε ότι :  

1) 4
10

3

10

1
=−

�� συνηµ
  και 2) 

8

1
402010 =��� συνσυνηµ �10ηµ  

              

1.36 
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ΛΥΣΗ 

1) Θα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του αποτετραγωνισµού του ηµίτονου 
2

212 ασυν
αηµ

−
=  . Έτσι 

=









++










−

=
















 −
+

















 −
=







+






=+

22

22

22

44

2

2
1

4

1

2

2
1

4

1

2

4

3
1

2

4
1

8

3

88

3

8

π
συν

π
συνπ

ηµ
π

ηµ
π

ηµ
π

ηµ

 

 

4

3

8

6

4

2

8

3

4

2

8

3

2
2

3

4

1
2

2

3

4

1
2

2

1
1

4

1
2

2

1
1

4

1

==++−

=






 ++






 −=






 +++






 −+

 

 

2) =+−⋅=+− 324223244 ασυνασυνασυνασυν  

     ( ) ( ) ( )

2 2

222 2

4 4

2 2 1 4 2 3 2 2 4 2 2

2 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1

2 4 8

συν α − − συν α + = συν α − συν α + =

συν α − συν α + = συν α − = − ηµ α − =

⋅ ηµ α = ηµ α

 

 
 
 
 
 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

Έχουµε  
8

7

88

π
συν

π
πσυν

π
συν −=







 −−=  

 
8828

5

8

3

8

3 π
ηµ

ππ
συν

π
συν

π
πσυν

π
συν =







 +−=−=






 −−=  

Συνεπώς έχουµε: 
 

                Να αποδείξτε ότι :  

1)  
4

3

8

3

8

44 =+
π

ηµ
π

ηµ και 2) αηµασυνασυν 483244 =+−         

1.37 

                Να αποδείξτε ότι :  

 
2

3

8

7

8

5

8

3

8

4444 =+++
π

συν
π

συν
π

συν
π

συν  

              

1.38 

4 4 4 4 4 4 4 4

2

4 4 2 2 2 2

2

2

3 5 7

8 8 8 8 8 8 8 8

2 2 4
8 8 8 8 8 8

2 2 1 3
2 2 2 2

4 2 4 2 2

π π π π π π π π
συν + συν + συν + συν = συν + ηµ + ηµ + συν =

π π π π π π   συν + ηµ = συν + ηµ − συν ηµ =   
   

 π
− ηµ = − = − = − =  
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ΛΥΣΗ 

Επειδή 
�� 540450 << α  είναι 0>ηµα  και 0<συνα  

Επίσης έχουµε 
�� 270

2
225 <<

α
, οπότε 0

2
<

α
συν  

Συνεπώς είναι: 
ασφ

αηµ
2

2

1

1

+
= , οπότε 

25

24

576

625

1

576

49
1

1

1

1

2
==

+

=
+

=
ασφ

ηµα
625

49

625

576625

625

576
11 22 =

−
=−=−= αηµασυν . 

Άρα
25

7

625

49
−=−=συνα . Εποµένως έχουµε:

25

9

2

25

7
1

2

1

2

2 =
−

=
+

=
συναα

συν ,  

Άρα  
5

3

25

9

2
−=−=

α
συν  

625

336

25

7

25

24
222 −=







−⋅== ηµασυνααηµ  

 
 
 

 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 
 

Έχουµε 

i) ( ) =+=+= αηµασυνασυναηµααηµαηµ 2223 ( ) =−+ αηµηµααηµασυνασυν 2212

αηµηµααηµασυν 32 22 −+  

( )2 3 3 3

3

2 1 2 2 2 2

3 4

ηµα − ηµ α + ηµα − ηµ α = ηµα − ηµ α + ηµα − ηµ α =

ηµα − ηµ α
 

ii) ( ) =+=+= αηµαηµασυνασυναασυνασυν 2223  

( )
( )

2 3 2

3 2 3 3

3

2 1 2 2 2

2 2 1 2 2 2

4 3

συν α − συνα − ηµασυναηµα = συν α − συνα − συναηµ α =

συν α − συνα − συνα − συν α = συν α − συνα − συνα + συν α =

συν α − συνα

 

iii) ( ) =

−
−

+
−

=
−

+
=+=

εφα
αεφ

εφα

εφα
αεφ

εφα

αεφαεφ
εφααεφ

ααεφαεφ

2

2

1

2
1

1

2

21

2
23  

( )2 3

2 2 2

2 1 3

1 2 1 3

εφα + εφα − εφ α εφα − εφ α
=

− εφ α − εφ α − εφ α
 

                Αν 
24

7
−=σφα  και 

�� 540450 << α , να υπολογιστούν οι αριθµοί: 

    
2

α
συν  και  αηµ2  

  

1.39 

                Αποδείξτε ότι: 

   i) αηµηµααηµ 3433 −=  

   ii) συναασυνασυν 343 3 −=  

   iii)
αεφ

αεφεφα
αεφ

2

3

31

3
3

−

−
= , για 

2

π
λπα +≠  και 

2
3

π
κπα +≠ ,  

1.40 
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ΛΥΣΗ 

 

i) Είναι 
��� 362180363 ⋅−=⋅ , οπότε  

( )��� 362180363 ⋅−=⋅ ηµηµ �� 362363 ⋅=⋅⇔ ηµηµ ⇔  

���� 36362364363 3 συνηµηµηµ =− ⇔ ( ) ���� 36362364336 2 συνηµηµηµ =− ⇔

( )1     3623643 2 �� συνηµ =−  

       γιατί 036 ≠�ηµ  

Η ( )1  γράφεται διαδοχικά: 
�� 18223643 2 ⋅=− συνηµ  

( )
( ) 518364

21843643118223643

22

2222

=+

⇔−=−⇔−=−
��

����

συνηµ

συνηµσυνηµ
 

 

ii) Η ισότητα ( )1  γράφεται : 

( )
( )2       01362364

362361433623643

2

22

=−−

⇔=−−⇔=−
��

����

συνσυν

συνσυνσυνηµ
 

 

Έχουµε  =⋅= ���� 182368183616 2222 συνηµσυνηµ ( )( )�� 3611818 2 συνσυν +−  

( )
( ) ( )[ ]( )

( )( ) ( )( )

( )
( )

5163623646

36236463643643666

361364636136428

361362128361
4

3621
18

2
2

22

2

=−=−−=

+−=−−+=

+−=+−−=

++−=+






 +
−=

��

�����

����

���

�

συνσυν

συνσυνσυνσυνσυν

συνσυνσυνσυν

συνσυνσυν
συν

 

 

Συνεπώς  5183616 22 =��συνηµ , οπότε 518364 =��συνηµ  

    γιατί  036 >�ηµ  και 018 >�ηµ  

                Αποδείξτε ότι: 

   i) ( ) 518364 22 =+ �� συνηµ   ii) 518364 =��συνηµ  

  

1.41 
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ΛΥΣΗ 

 
 

 i) Έχουµε 

=
+

+
+

+

+
=

+

−+
+

+

++

=
++

−
+

++

+
=

+

−
+

+

+

χηµ

χηµ

χσυν

χσυν

χηµ

χσυν

χσυν

χσυν

χσφ
χσυν

χεφ
χσυν

χσφ
χσυν

χεφ
χσυν

2

2

2

2

22

2222

1
1

22

1
1

22

1
1

212

1
1

212

11

23

11

23

2

23

2

23

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 1 2 1
2 2 2 2

1 1

συν χ + συν χ ηµ χ + ηµ χ
+ = συν χ + ηµ χ = συν χ + ηµ χ =

+ συν χ + ηµ χ
  

 
ii) Είναι   

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 4 3 2 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3

1 1 1 1

2 2 1 2 2 1

1 1

2 1 2 1
2 1 2 1 2 2 2 2 4

1 1

συν χ + συνχ + συν χ − συνχ + συν χ − + συνχ + συν χ − − συνχ +
+ = + =

+ συνχ − συνχ + συνχ − συνχ

συν χ + συνχ + συν χ − συνχ +
+ =

+ συνχ − συνχ

συνχ + συνχ −
+ = συνχ + + − συνχ = συνχ + + − συνχ =

+ συνχ − συνχ

 

 
 

                Αποδείξτε ότι: 

   i) 2
2

23

2

23
22

=
+

−
+

+

+

χσφ
χσυν

χεφ
χσυν

 

              ii) 4
1

342

1

342
=

−
+−

+
+

++
συνχ

συνχχσυν
συνχ

συνχχσυν
 

  

1.42 
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ΛΥΣΗ 

2 2

2 2 2 2

2 2

2
2

2 2
2 2 2 2

2
2

1 1 2 2 2
2 2 2

2 2
2 2

α α   συνα + συν + ηµα + ηµ   
    =

α
ηµ

α α α α
συν α + συν + συνασυν + ηµ α + ηµ + ηµαηµ

=
α

ηµ

α α α   + + συνασυν + ηµαηµ + συν α −   
   = =

α α
ηµ ηµ

4

4

4

44
2

4
2

2

2
1 2

α
σφ

α
ηµ

α
συν

α
συν

α
ηµ

α
συν

α
ηµ

α
συν

===
+

 

 
 
 
 

 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

i) Είναι 

2
2

2

2

121

2

2
2 χ

συν

συνχ
χσυν

ηµχσυνχ
συνχ

συνχ
χσυν

χηµ
⋅=

+
⋅

+
 

2 2

2
2 2 2

2
2 2

2 2 2

χ χ χ
ηµ συν ηµηµχ χ

= = = = εφ
χ χ χ

συν συν συν
 

ii) Έχουµε  =
−

−=−=−
ηµχσυνχ

χηµχσυν
ηµχ
συνχ

συνχ
ηµχ

σφχεφχ
22

χσφ
χηµ
χσυν

22
2

2
−=−    (1) 

Όµοια      χσφχσφχεφ 442222 −=−    (2) 

 

     χσφχσφχεφ 884444 −=−    (3) 

 
Προσθέτοντας κατά µέλη τις ισότητες (1), (2) και (3) έχουµε: 
 

2 2 2 2 4 4 4 4

2 2 4 4 8 8     

2 2 4 4 8 8

εφχ − σφχ + εφ χ − σφ χ + εφ χ − σφ χ =

− σφ χ − σφ χ − σφ χ ⇔

εφχ + εφ χ + εφ χ + σφ χ = σφχ

 

                Αποδείξτε ότι:

2 2

2 2

4
2

2

α α   συνα + συν + ηµα + ηµ    α    = σφ
α

ηµ
  

               

1.43 

                Αποδείξτε ότι:i)
συνχ

συνχ
χσυν

χηµχ
εφ

+
⋅

+
=

121

2

2
  

 

                ii) 2 2 4 4 8 8εφχ + εφ χ + εφ χ + σφ χ = σφχ  

  

1.44 
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ΛΥΣΗ 

 
i)  Είναι  

( ) ( ) ( )[ ]ασυναηµαασυνηµασυναηµασυναηµ 222232266 344 +−+=+ = 

( )
( ) ασυνασυν

αηµαασυνηµαασυνηµ

2312134

234434314

22

22222

+=−−

=−=⋅−=−
 

ii) Είναι 
4

231 2
66 ασυν
ασυναηµΑ

+
=+=  

Αλλά για κάθε [ )πα ,0 ∈ είναι   42311      3230      120 222 ⇔≤+≤⇔≤≤⇔≤≤ ασυνασυνασυν  

1
4

1
     1

4

231

4

1 2

≤≤⇔≤
+

≤ Α
ασυν

   

 Άρα  
4

1
min =Α  και 1max =Α  

Το ελάχιστο του  Α  παρουσιάζεται όταν το ⇔=⇔= 02022 ασυνασυν  

          

Ζκ
πκπ

α

π
κπα

∈+=

⇔+=

   ,
42

2
2

 

Αλλά [ )πα ,0 ∈  συνεπώς είναι 
4

π
α = ή 

4

3π
α =  

 

Το µέγιστο του Α  παρουσιάζεται όταν το ⇔±=⇔= 12122 ασυνασυν    

 

Ζκκπακπα ∈=⇔=    ,22 Αλλά [ )πα ,0 ∈  συνεπώς είναι 0=α  

Ζκ
π

κπαπκπα ∈+=⇔+=    ,
2

22 άρα  
2

π
α =  

 
 
 
 

                i) Να αποδείξτε ότι ( )6 6 24 1 3 2ηµ α + συν α = + συν α  

 
                ii) Να βρεθεί το µέγιστο και το ελάχιστο της παράστασης  

 [ )παασυναηµΑ ,0  ,66 ∈+=  καθώς και τις τιµές του α για τις οποίες  

 η παράσταση γίνεται µέγιστη ή ελάχιστη. 
 

1.45
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ΛΥΣΗ 

i) Έχουµε : 
( )

4

t

4

2

4

2

4

4 22222
22 ====

χηµηµχσυνχχχσυνηµ
χχσυνηµ  

( )
22

2222244

t
2

1
12

2

1
1

2

−=−

=−+=+

χηµ

χχσυνηµχσυνχηµχσυνχηµ
 

( ) ( )
2222

222232266

t
4

3
12

4

3
131

3

−=−=−

=+−+=+

χηµχχσυνηµ

χσυνχηµχχσυνηµχσυνχηµχσυνχηµ
 

Συνεπώς είναι : 

( )

2 2
2 2 2 2

22 2 2 2 2

t 1 3 t 1 9
1 1 t 3 1 t  1 1 t 3 t

4 2 4 4 2 4

7 1 tt 9t 2t 8 t 7t 8
       1  1 1 2

4 4 4 4

     Ε = + + α − − α − = + + α − − + =     
     

α +− − + α − α
+ + α = + = − α +

 

ii) Η παράσταση Ε είναι ανεξάρτητη του  χ , όταν είναι ανεξάρτητη του t  δηλαδή όταν 

7

1
017 −=⇔=+ αα                      Για 

7

1
−=α   έχουµε   

7

9

7

2
1 =+=Ε  

 
 
   
 

 

 

 

ΛΥΣΗ 

i) Είναι:   

0
2

2

2

21

2

41

2
2

1

2

1
21

2

1

2222

222244

≥=
−

=
−

=−=−−=−+

ασυναηµαασυνηµ

αασυνηµαασυνηµασυναηµ
 

όποτε  
2

144 ≥+ ασυναηµ  

 
ii) Είναι :  

( ) ( )

( ) 02
4

3
21

4

3
2

4

3

4

3
4

4

3

4

1
1

3
4

1

4

1

22222

222232266

≥=−=−=−−

=+−−+=−+

ασυναηµαηµαασυνηµ

ασυναηµαασυνηµασυναηµασυναηµ
οπότε 

4

166 ≥+ ασυναηµ   

i)Αν t2 =χηµ , να γραφεί η παράσταση  

( ) ( )χσυνχηµαχσυνχηµαχχσυνηµΕ 664422 31 +−+++=  

   ως συνάρτηση του t    

                ii) Να βρεθούν οι τιµές του α για τις οποίες η παράσταση Ε  

  είναι ανεξάρτητη του χ  

1.46

                 Αποδείξτε ότι: i)
2

144 ≥+ ασυναηµ   ii) 
4

166 ≥+ ασυναηµ  

  

1.47
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ΛΥΣΗ 
Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά: 

( )

⇔=






 −⇔=−

⇔=−⇔=−+

⇔=+⇔=+

01
2

8
2

0
2222

8

0
22

220
2

12

2
22

2
22

32

2

χ
συν

χ
ηµ

χ
ηµ

χ
συν

χ
συν

χ
ηµ

χ
ηµ

χ
συνηµχ

χ
ηµσυνχηµχ

χ
ηµηµχηµχσυνχ

χ
ηµηµχχηµ

 

 

8

1

2
     ή      0

2

3 ==
χ

συν
χ

ηµ  

• 0 2
2 2

χ χ
ηµ = ⇔ = κπ ⇔ χ = κπ , Ζκ ∈  

• ,
3

4
4

3
2

22

1

28

1

2

3 π
κπχ

π
κπ

χχ
συν

χ
συν ±=⇔±=⇔=⇔= Ζκ ∈  

 
 
   
 

 

 

ΛΥΣΗ 

i) ( ) 222222
2222 =+⇔=+ ηµχσυνχχηµχηµχηµ   ή                  

        

( )

( )
( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2

2 4 2

2

2   

 2 1 0

1 2 0

2 0

ηµ χ + ηµ χσυν χ = ηµ χ + συν χ

ηµ χ + ηµ χσυν χ = ηµ χ + συν χ

ηµ χσυν χ = συν χ

συν χ ηµ χ − =

−συν χ − ηµ χ =

−συν χσυν χ =

 

Άρα 02          ή        02 == χσυνχσυν  

• Ζκ
π

κπχ
π

συνσυνχσυνχχσυν ∈±=⇔=⇔=⇔=   ,
2

2
2

002
 

• Ζκ
π

λπχ
π

λπχ
π

συνχσυνχσυν ∈±=⇔±=⇔=⇔=   ,
42

22
2

202  

ii) ⇔=⇔−=−⇔−= χηµχηµχηµχηµχσυν 2222 821621162  

    
2

1

4

12 ±=⇔= ηµχχηµ  

• Ζκ
π

πκπχ
π

κπχ
π

ηµηµχηµχ ∈−+=+=⇔=⇔= , 
6

2  ή  
6

2
62

1
 

• 
1

2   ή  2  ,λ
2 6 6 6

π π π ηµχ = − ⇔ ηµχ = ηµ − ⇔ χ = λπ − χ = λπ + π + ∈ Ζ 
 

 

                 Να λύσετε την εξίσωση  
2

22
χ

ηµηµχχηµ =+  

  

1.48

              Να λύσετε τις εξισώσεις : i) 222 22 =+ χηµχηµ   ii) 162 2 −= χηµχσυν  

  
1.49
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ΛΥΣΗ 
 

i)
22 3 1 0 1 2 3 1 0συν χ + ηµχ + = ⇔ − ηµ χ + ηµχ + = ⇔  

  
2 22 3 2 0 2 3 2 0− ηµ χ + ηµχ + = ⇔ ηµ χ − ηµχ − =  

Θέτουµε ωηµχ =  και έχουµε 
2

1
   ,  20232 21

2 −==⇔=−− ωωωω  

Οπότε  2=ηµχ  που είναι αδύνατο  αφού 11 ≤≤− ηµχ     και       

1
2    ή

2 6 6

π π ηµχ = − ⇔ ηµχ = ηµ − ⇔ χ = κπ − 
 

2   
6

π
χ = κπ + π +  

όπου  Ζκ ∈  

Από [ ]π2 , 0  2
6

1
202

6
2020 ≤−≤⇔≤−≤⇔≤≤⇔ κπ

π
κππχ  

          1
12

13

12

1

6

13
2

6

1
=⇔≤≤⇔≤≤⇔ κκκ  αφού Ζκ ∈  

Έτσι 
6

11

6
2

π
χ

π
πχ =⇔−=  

 Όµοια 

⇔≤+≤⇔≤+≤

⇔≤+≤⇔≤++≤⇔≤≤

1271202
6

7
20                        

2
6

7
202

6
2020

κκ

π
π

κππ
π

πκππχ
 

                     0
12

5

12

7
5127 =⇔≤≤−⇔≤≤− κκκ  αφού Ζκ ∈  

Άρα 
6

7π
χ = . Συνεπώς οι λύσεις τις εξίσωσης είναι 

6

11π
χ =  και 

6

7π
χ =  

ii) Από το χ2  και το 
2

χ
θα µεταβούµε στο τόξο χ  , 

2
2

χ
χχ ←→ µε τους γνωστούς τύπους.  

 

Έτσι έχουµε ⇔=+−⇔=+ 0
2

2120
2

22 222 χ
συνχσυν

χ
συνχσυν  

         

( )
2

1
     ή    0012

0201
2

22 222

−==⇔=+

⇔=+⇔=






 −+

συνχσυνχσυνχσυνχ

συνχχσυν
χ

συνχσυν
 

• 0 2    ή  2
2 2 2

π π π
συνχ = ⇔ συνχ = συν ⇔ χ = κπ + χ = κπ −     

     , Ζκ ∈  

• 
3

2

32

1 π
συνσυνχ

π
πσυνσυνχσυνχ =⇔







 −=⇔−=  

3

2
2  ή   

3

2
2

π
λπχ

π
λπχ −=+=⇔ , Ζλ ∈  

              Να λύσετε τις εξισώσεις : i) 2 3 1 0συν χ + ηµχ + = , [ ]0 , 2χ∈ π  

  ii) 0
2

22 2 =+
χ

συνχσυν  

 

1.50
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ΛΥΣΗ 

 Η δεδοµένη σχέση γράφεται 
( )

ΑσυνΑηµ
Αηµ

ΒσυνΒσυν
ΒηµΒσυνΒηµ

2

211

121

2 2

2

−−
=

+−+

+
 ή  

    

( )
( )

ΑεφΒεφ
Ασυν

Αηµ
Βεφ

ΑσυνΑηµ
Αηµ

ΒσυνΒσυν
ΒσυνΒηµ

=⇔=

=
+
+

2

2

12

122 2

 

Άρα ΑΒ =  ή ΑΒ += �180  Άτοπο, άρα ΑΒ =  και το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 

 
   
 

 

 

 
ΛΥΣΗ 
 

Η δεδοµένη σχέση γράφεται  11
2

2
22

2 2 =






 −−
Α

συν
Α

συν
Α

ηµ  

       

22
    ή   0

2
                                                     

0
222

211
2

2
22

2 2

Α
συν=

Α
ηµ=

Α
συν⇔

=






 Α
συν−

Α
ηµ

Α
συν⇔=+

Α
συν−

Α
συν

Α
ηµ⇔

 

90    ή   270   ή  90
2 2 2 2

Α Α Α Α   = = ηµ = ηµ − ⇔   
   

� � �

 

    180   ή   540Α = Α =� �

άτοπο  ή  

��� 9090
2

2
2

90
2

=⇔=⇔−= Α
ΑΑΑ

 το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 

 
 

   Αν σε ένα τρίγωνο ισχύει η σχέση 

 
Αηµ

Ασυν
ΒσυνΒσυν

ΒηµΒηµ
2

21

21

2 −
=

++
+

  

  να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές  
              

1.51

Αν σε ένα τρίγωνο ισχύει η σχέση  

1=− ΑσυνΑηµ                                                        

να δείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο 
              

1.52
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 
1. Απαντήστε αν είναι σωστές (Σ) ή λάθος (Λ) οι παρακάτω σχέσεις 

i) 
4

32
152 −

=�ηµ       Σ  ή  Λ  

ii) 
2

1
7515 =⋅ �� ηµηµ       Σ  ή  Λ 

iii) 1

8
1

8
2

2

=
−

π
εφ

π
εφ

      Σ  ή  Λ 

iv) 15,222 =�εφ       Σ  ή  Λ 

v)
2

3
1752 2 −=�συν       Σ  ή  Λ 

 
 
 
2. Σε κάθε τριγωνοµετρικό αριθµό της στήλης Α να αντιστοιχίσετε τον τύπο του από την στήλη Β 
 

ΣΤΗΛΗ Α   ΣΤΗΛΗ Β 

i) αηµ 2
   α) 

2

21 ασυν+
 

ii) ασυν 2
  β) 

ασυν
ασυν

21

21

+
−

 

iii) αεφ 2
   γ)  

2

21 ασυν−
 

iv) ασφ 2
   δ) 

ασυν
ασυν

21

21

−
+

 

 
 
3. Επιλέξτε την σωστή απάντηση  

Αν πα
π

15
2

29
<< και 

5

4
=ηµα τότε η τιµή της παράστασης  

ασφαεφασυναηµΚ 2222 ⋅++=     είναι  

Α. 
25

31
−  Β. 

25

17
  Γ. 

25

42
  ∆. 

25

6
−  

 
 

4. Σε κάθε σχέση που γράφεται στην στήλη Ι για τρίγωνο ΑΒΓ αντιστοιχεί ένα αποτέλεσµα για τις γωνίες 
του στη στήλη ΙΙ. Να κάνετε την σωστή αντιστοίχιση. 
 
  ΣΤΗΛΗ Ι    ΣΤΗΛΗ ΙΙ 
 

i)
2222

2 22 ΓΑ
συν

Β
συν

ΓΑ
ηµ

Β
ηµ

+
−=

+
 α)

�60=Α  

ii) ( )
2

1
ΓΒ

συνΓΒσυν
+

=++    β) 
�45=Β  

iii)
2

1

22
=

+ Γ
συν

ΒΑ
συν     γ) 

�90=Γ  
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5. Απαντήστε αν είναι σωστές (Σ) ή λάθος (Λ) οι παρακάτω ισότητες 

1) 
8

1
804020 =⋅⋅ ��� συνσυνσυν    Σ  ή  Λ  

2)
8

1
1515 44 =+ �� ηµσυν      Σ  ή  Λ  

3) 
8

1
5,675,22 44 =+ �� ηµσυν     Σ  ή  Λ  

 
 
6. Επιλέξτε την σωστή απάντηση για την τιµή της παράστασης 

1)  
�� 642527 2συνσυνΚ ++=  

 
Α. 0      Β.  2   Γ.  4   ∆.  8 
 

2)  
συνα

ασυν
ηµα

αηµ
Μ

33
−=  

 
Α. 0      Β.  2   Γ.  4   ∆.  -2 

3)  
8

1 2 π
εφΛ −=  

Α. 
8

π
εφ      Β.  2

8

π
εφ   Γ.  

8
1

π
εφ+   ∆.  

8
1

π
εφ−  

 
 
7. Σε κάθε µια από τις παραστάσεις που γράφεται στην στήλη Ι αντιστοιχεί ένα αποτέλεσµα  στη στήλη ΙΙ. Να 
κάνετε την σωστή αντιστοίχιση. 
  ΣΤΗΛΗ Ι    ΣΤΗΛΗ ΙΙ 
 

 1) ( )αεφ −�45     α)
αηµ

ασυν
21

2

−
 

 2) ( )ασφ −�45     β) 
αηµ

ασυν
21

2

+
 

 3) ( ) ( )�� 6060 −+ αεφαεφ   γ) 
ασυν
ασυν

221

221

−
+

 

 4) αεφ 21−     δ) 
ασυν
ασυν

21

21

+
−

 

      ε) 
αεφ

εφα
2

2
 

 

8. Σε κάθε σχέση που γράφεται στην στήλη Ι για τρίγωνο ΑΒΓ αντιστοιχεί το είδος του τριγώνου από την 
στήλη ΙΙ. Να κάνετε την σωστή αντιστοίχιση. 
  ΣΤΗΛΗ Ι    ΣΤΗΛΗ ΙΙ 
 

 1) 1
2

2
2

21 22 −=−
Γ

ηµ
Β

ηµ   α) ορθογώνιο  

 2)
2

1

22
=

Α
συν

Α
ηµ    β) ισόπλευρο 

 3)
5

1

2
21 2 −=−

Α
ηµ     γ) ισοσκελές 

       
δ) αµβλυγώνιο 
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9. Να δείξετε ότι: 

 i)
2121

2 α
εφ

συνα
συνα

ασυν
αηµ

=
+

⋅
+

   ii) εφα
ηµασυνα
ηµασυνα

ηµασυνα
ηµασυνα

2=
+
−

−
−
+

 

 
 
 
10. Να δείξετε ότι: 

72

1

15

7

15

6

15

5

15

4

15

3

15

2

15
=⋅⋅⋅⋅⋅⋅

π
συν

π
συν

π
συν

π
συν

π
συν

π
συν

π
συν   

 
 

11. Αν
2

0   ,
4

1 π
ασυνα <<=  να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς: 

2
  ,2  ,2

α
εφασυναηµ . 

 
 

12. Υπολογίστε τους αριθµούς 
2

  ,
2

  ,
2

α
εφ

α
συν

α
ηµ  όταν δίνεται : 

α) 






∈−=
2

3
,   ,

5

4 π
πασυνα   β) 







∈=
2

,0   ,
13

12 π
αηµα     γ) 







∈=
2

3
,   ,22

π
παεφα  

 
 
 

13. Να δείξετε ότι:  ( ) ( ) ασυνασυνασυναηµαηµ 222
44242 =+++  

 
 
 
14. Να δείξετε ότι: 

i) ασφσφαεφα 22−=   

ii) ασφσφααεφαεφαεφεφα 1616884422 −=+++  

 
 

15. Αν  






∈
2

3
,

π
πα ,  







∈ π
π

β ,
2

 και 
5

4
  ,

13

5
−=−= συνβηµα  ,  

να υπολογίσετε τα ( ) ( )βασυνβαηµ −+ 2   ,2 . 

 
 
 
16. Να αποδείξετε ότι: 

i) 380604020 =���� εφεφεφεφ       

ii) 
3

3
805010 =��� εφεφεφ  

 
 

17. Για 




−∈
4

  ,
4

ππ
α , να αποδείξετε ότι : 

222 22 =−++ ασυνασυνασυνασυν  
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18. Αποδείξετε ότι : 

i) 41863279 =+−− ���� εφεφεφεφ   

ii)
16

1
7842666 =���� εφεφεφεφ  

 
 
19. Αποδείξετε ότι : 

i) 24 272 36 78 12 18ηµ ηµ + ηµ ηµ = συν συν� � � � � �

 

ii) =+++
16

7

16

5

16

3

16

2222 π
συν

π
συν

π
συν

π
συν  

                 = 2
8

7

8

5

8

3

8
16 =

π
συν

π
συν

π
συν

π
συν  

 
 

20. Αποδείξετε ότι :   2
21

≤
+

+
ηµασυνα
αηµ

για κάθε Ζκ
π

κπα ∈+≠   ,
4

3
 

 
 
 
21. Να αποδείξετε ότι : 

i) 
αεφ

εφα
αεφ

2

2
1 2 =−     ii)

ηµα
αηµ

συνα
2

2
=  

iii) 1

7

3

7

2

7

7

4
1

7

2
1

7
1 222

−=
⋅⋅








 −






 −






 −

π
συν

π
συν

π
συν

π
εφ

π
εφ

π
εφ

 

 
 

22. Να αποδείξετε ότι : 1

8

3

8

8

3

8

44

44

=
+

+

π
ηµ

π
ηµ

π
συν

π
συν

 

 
 
 

23. Να αποδείξετε ότι : 7

12

5

12

8

3

8

44

42

=
+

+

π
ηµ

π
ηµ

π
ηµ

π
συν

 

 
 
 
 
24. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 322 −=+ χσυνσυνχ   ii)
συνχ

συνχηµχ
1

2 =+  

iii) ( ) ( )
4

1
1515 22 =−−+ �� χηµχηµ  
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25. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 2
23

2 =−
χ

ηµ
χ

συν    ii) 033 33 =+ χχσυνσυνχχηµηµ  

 
 
 
26. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 07132 =−− ηµχχσυν   ii) 022 2 =+ χηµχηµ  

iii) 0234 =+ χηµχηµ  

 
 

27. Να λυθεί η εξίσωση : ( ) ( ) 1210575 =++++ χηµχσυνχηµ ��

 

 
 

28. Να λυθεί η εξίσωση : 22

4

1

4

1
=








 −
+








 + χ
π

ηµχ
π

ηµ
 

 
 
29. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 0325 22 =−− ηµχσυνχχσυνχηµ  

ii) 






∈=+
2

,0           ,41
π

χηµχσυνχεφχ  

 
 
30. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 03163 22 =+− χηµχεφ    

ii) ( )ππχσυνχ ,         ,021 −∈=+  

 
 
 
31. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i) 12
2

4 2 =+− χηµηµχ
χ

ηµ   ii) 2
2

102 2 =+
χ

ηµχσυν  

 
 

32. Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει η σχέση 
Γηµ
Βηµ

Γεφ
Βεφ

2

2

= να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή 

ισοσκελές. 
 
 
 

33. Αν σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
∧∧

= ΓΒ ισχύει η σχέση  

22

22

2 Α
συν

Α
ηµ

Α
ηµ

Α
συνΑ

εφ
+

−
= να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου. 
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34. Αν σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει η σχέση 1
22

2 =
+ ΓΒ

ηµ
Α

συν  

να δείξετε ότι είναι ορθογώνιο 
 
 
 

35. Αν σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει η σχέση  

1
2222

=
+

+
+ ΓΑ

ηµ
Β

συν
ΓΒ

ηµ
Α

συν  

να δείξετε ότι είναι ισοσκελές τρίγωνο. 
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