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ΑΝΑΛΟΓΙΕΣ 
 
 

 

 

∆ύο ευθύγραµµα τµήµαταα ,γ  λέγονται ανάλογα προς δύο άλλα ευθύγραµµα τµήµατα β ,δ  

όταν ο λόγος του α  προς το β  ισούται µε το λόγο του γ προς το δ .    

δ
γ

β
α

=  

 

• Η παραπάνω ισότητα λέγεται αναλογία  

• Τα ευθύγραµµα τµήµατα α , β ,γ ,δ  λέγονται ανάλογα ή αντίστοιχα 

• Τα τµήµατα α ,δ λέγονται άκροι όροι  

• Τα τµήµατα β , γ λέγονται µέσοι όροι 
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Ένα σηµείο Μ  διαιρεί εσωτερικά το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ  σε λόγο λ , αν και µόνο αν 

λ=
ΜΒ
ΜΑ

 

 
 

 
 

Το σηµείο Μ  είναι µοναδικό 
 
 
 

 
 

Αν τρεις τουλάχιστον παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες ευθείες, ορίζουν σε αυτές 

τµήµατα ανάλογα  

 

 

 

 

: 

 

∆ηλαδή: Αν     //// 321 εεε τότε   
ΕΗ
ΑΓ

=
ΖΗ
ΒΓ

=
ΕΖ
ΑΒ
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Θεωρούµε δύο ευθείες 21  ,δδ  που τέµνουν δύο παράλληλες ευθείες    , 21 εε στα σηµεία 

ΒΑ  , και ΖΕ  , αντίστοιχα. Αν ΗΓ  , είναι σηµεία των ευθειών 21  ,δδ  αντίστοιχα τέτοια ώστε 

ΖΗ
ΕΖ

=
ΒΓ
ΑΒ

, τότε η ευθεία ΓΗ  είναι παράλληλη προς τις    , 21 εε  

 

 

 

 

 

Κάθε ευθεία που είναι παράλληλη µε µια από τις πλευρές ενός τριγώνου χωρίζει τις δύο 

άλλες σε µέρη ανάλογα και αντίστροφα. 

 

 

 

 

Το τρίγωνο που ορίζεται από τις ευθείες δύο πλευρών τριγώνου και µια παράλληλη προς µια 

τρίτη πλευρά του, έχει πλευρές ανάλογες προς τις πλευρές του αρχικού τριγώνου. 

 
 

 

 

 

∆ύο σηµεία Γ και ∆ , που διαιρούν εσωτερικά και εξωτερικά το τµήµαΑΒστον ίδιο λόγο, 

λέγονται συζυγή αρµονικά των Α  και Β .  

∆ηλαδή τα Γ και ∆ λέγονται συζυγή αρµονικά των Α καιΒ , αν τα τέσσερα σηµεία είναι 

συνευθειακά  και αντίστροφα τα Α καιΒ  είναι συζυγή αρµονικά των Γ και ∆ . 

Τα τέσσερα σηµεία ( )ΒΑ  ,  και ( )∆ ,Γ  λέµε ότι αποτελούν αρµονική τετράδα 

 

 

∆ηλαδή: Αν     //// 321 δδδ τότε   
ΕΗ
ΚΜ

=
ΖΗ
ΛΜ

=
ΕΖ
ΚΛ

 

 

 

 

 

 
 

Όπου      ΒΓ∆Ε ////ε  

 

∆Β
∆Α

=
ΓΒ
ΓΑ
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ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ∆ΙΧΟΤΟΜΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

Η διχοτόµος µιας γωνίας τριγώνου διαιρεί την απέναντι πλευρά εσωτερικά σε λόγο ίσο µε το 

λόγο των προσκείµενων πλευρών. 

   
 

 

 

 

 

 

 

Η διχοτόµος µιας εξωτερικής γωνίας τριγώνου τέµνει την προέκταση της απέναντι πλευράς 

σε ένα σηµείο, το οποίο  διαιρεί εξωτερικά την πλευρά αυτή σε λόγο ίσο µε το λόγο των 

προσκείµενων πλευρών. 

 
 

 

 

∆ηλαδή, αν Α∆ η διχοτόµος του τριγώνου ΑΒΓ , 

ισχύει  

   

ΑΓ
ΑΒ

=
∆Γ
∆Β

 

 

∆ηλαδή, αν ΑΕ η εξωτερική διχοτόµος του 

τριγώνου ΑΒΓ , ισχύει  
   

ΑΓ
ΑΒ

=
ΕΓ
ΕΒ
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ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ 

 

 

 

 

∆ύο ευθύγραµµα σχήµατα λέγονται όµοια, αν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες 

που σχηµατίζονται από τις οµόλογες πλευρές τους ίσες µία προς µία. 

 

 

 

 

 

Ο λόγος των περιµέτρων δύο όµοιων ευθυγράµµων σχηµάτων ισούται µε το λόγο οµοιότητας 

τους 

 

 

ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ  
 

 

 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες µία προς µία, τότε είναι όµοια 

 

 

 

 

Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ανάλογες µία προς µία και τις περιεχόµενες στις πλευρές 

αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι όµοια 

 

 

 

 

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές ανάλογες µία προς µία, τότε είναι όµοια 

 

 

 

 

• ∆ύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όµοια, όταν έχουν µία οξεία γωνία τους ίση. 

 

• Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα είναι όµοια µεταξύ τους. 

 

• ∆ύο ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν µία αντίστοιχη γωνία ίση, είναι όµοια. 

 

 

 

 

• Ο λόγος οµοιότητας δύο όµοιων τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο δύο οµόλογων υψών τους. 

 

• Ο λόγος οµοιότητας δύο όµοιων τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο δύο οµόλογων διχοτόµων 

τους. 

 

• Ο λόγος οµοιότητας δύο όµοιων τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο δύο οµόλογων διαµέσων 

τους. 
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ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 

ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΕ ΤΡΙΓΩΝΟ   
 

 

 

Αν από τα άκρα ενός ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ φέρουµε τις κάθετες ΑΑ’ και ΒΒ’ πάνω σε 

µια ευθεία ε τότε το τµήµα  Α’Β’ είναι η προβολή του ΑΒ πάνω στην ε. 

 
 

 

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο µιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο µε το 

γινόµενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα 

 
 

 

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, ο λόγος των τετραγώνων των κάθετων πλευρών του είναι ίσος 

µε το λόγο των προβολών τους πάνω στην υποτείνουσα. 

Γ∆
Β∆

=
ΑΓ

ΑΒ
2

2

  

 

 

 

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το άθροισµα των τετραγώνων των καθέτων πλευρών του είναι 

ίσο µε το τετράγωνο της υποτείνουσας. 
222 ΑΓ+ΑΒ=ΒΓ  

 

 

 

 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει 
222 ΑΓ+ΑΒ=ΒΓ , τότε 

�90=Α
∧

 

 

 

 

 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο του ύψους του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα 

είναι ίσο µε το γινόµενο των προβολών των κάθετων του στην υποτείνουσα. 

∆Γ⋅Β∆=Α∆2
 

 

 

Έστω λοιπόν το ορθογώνιο ΑΒΓ  και ∆  η προβολή της κορυφής 

Α  στην υποτείνουσα ΒΓ .  

Τότε ισχύει  Β∆⋅ΒΓ=ΑΒ2
 και  

   Γ∆⋅ΒΓ=ΑΓ2
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• Αν το τρίγωνο ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές, τότε βα 2=  

 

• Αν Α∆  είναι το ύψος ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ  που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα,          

τότε ισχύει   
222

111

αυγβ
=+   και  βγαυα =  

 

• Το ύψος ισοπλεύρου τριγώνου ως συνάρτηση της πλευράς α                                         

δίνεται από τον τύπο   
2

3⋅
=
α

υ  

 

 

 

ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΤΟΥ ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 

 
 

 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία, είναι ίσο µε το 

άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, ελαττωµένο κατά το διπλάσιο 

γινόµενο της µιας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή. 

   

 

∆ηλαδή σε τρίγωνο ΑΒΓ µε 
�90<Α

∧

 και Α∆  η προβολή της πλευράς γ πάνω στην β,  

τότε ισχύει,   Α∆⋅−+= βγβα 2222
 

 

 

 

 

Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου, που βρίσκεται απέναντι από αµβλεία γωνία, είναι ίσο µε το 

άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, αυξηµένο κατά το διπλάσιο 

γινόµενο της µιας από αυτές επί την προβολή της άλλης πάνω σε αυτή. 
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Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύουν οι ισοδυναµίες: 

• 222 γβα +> , αν και µόνο αν 
�90>Α

∧

 

• 222 γβα += , αν και µόνο αν 
�90=Α

∧

 

• 222 γβα +< , αν και µόνο αν 
�90<Α

∧

 

 

Προσοχή!  Για να εφαρµόσουµε το πόρισµα αυτό πρέπει πάντα να συγκρίνουµε το 

τετράγωνο της µεγαλύτερης πλευράς του τριγώνου µε το άθροισµα των τετραγώνων των 

άλλων δύο πλευρών. 

 

 

 

 

Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει η σχέση : 

Α⋅−+= συνβγγβα 2222
 

 

 

 

 

Το ύψος υα ενός τριγώνου ΑΒΓ  δίνεται από τον τύπο: 

 ( )( )( )γτβταττ
α

υα −−−=
2

 

όπου ( )γβατ ++=
2

1
 

Ανάλογες εκφράσεις ισχύουν και για τα άλλα ύψη υβ και υγ. 

 

 

ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΜΕΣΩΝ 
 

 

 

 

Το άθροισµα των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το διπλάσιο του 

τετραγώνου της διαµέσου που περιέχεται µεταξύ των πλευρών αυτών, αυξηµένο κατά το 

µισό του τετραγώνου της τρίτης πλευράς. 

 

 

 

 

∆ηλαδή σε τρίγωνο ΑΒΓ µε 
�90>Α

∧

 και 

Α∆  η προβολή της πλευράς γ πάνω στην β,  

τότε ισχύει,  

 Α∆⋅++= βγβα 2222
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∆ηλαδή, αν Α∆ =υα το ύψος  και ΑΜ =µα η διάµεσος ενός τριγώνου ΑΒΓ  ισχύει 

        
2

2
2

222 α
µγβ α +=+  

 

 

Ανάλογα έχουµε και τους ακόλουθους τύπους   

                      
2

2
2

222 γ
µβα γ +=+                                 

2
2

2
222 β

µγα β +=+  

 

 

 

 

 

 

Η διαφορά των τετραγώνων δύο πλευρών ενός τριγώνου ισούται µε το διπλάσιο γινόµενο της 

τρίτης πλευράς επί την προβολή της αντίστοιχης διαµέσου πάνω στην πλευρά αυτή. 

 

 Μ∆⋅=− αγβ 222
  

 

Σηµείωση: αν το τρίγωνο είναι ισοσκελές ή ισόπλευρο τότε το Μ ταυτίζεται µε το ∆ και το 2
ο
 

θεώρηµα διαµέσων ισχύει ταυτοτικά. 

 

 

 

ΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΕ ΚΥΚΛΟ 

 
 

 

 

Αν δύο χορδές Γ∆ΑΒ  , ή οι προεκτάσεις τους τέµνονται σε ένα σηµείο Ρ , τότε ισχύει 

 Ρ∆⋅ΡΓ=ΡΒ⋅ΡΑ  
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Αν από ένα εξωτερικό σηµείο Ρ  κύκλου ( )R ,Ο , φέρουµε το εφαπτόµενο τµήµα ΡΕ  

Και µια ευθεία που τέµνει τον κύκλο στα σηµεία ΒΑ   ,  τότε ισχύει η σχέση : 

  

 
 

 

 

Επίσης, αν η ευθεία ΡΟ  τέµνει τον κύκλο στα ∆ , Γ  και δ=ΟΡ  τότε έχουµε ότι: 

 

Η διαφορά 
22 R−δ  λέγεται δύναµη σηµείου  Ρ  ως προς τον κύκλο ( )R ,Ο  και 

συµβολίζεται  

 ( )
2222

, RRR −ΟΡ=−=∆Ρ
Ο δ  

• Το Ρ  είναι εξωτερικό σηµείο του κύκλου ( )R ,Ο  αν και µόνο αν ( ) 0, >∆Ρ
Ο R  

• Το Ρ  είναι εσωτερικό σηµείο του κύκλου ( )R ,Ο  αν και µόνο αν ( ) 0, <∆Ρ
Ο R  

• Το Ρ  είναι  σηµείο του κύκλου ( )R ,Ο  αν και µόνο αν ( ) 0, =∆Ρ
Ο R  

 

 

 

 

• Για να είναι το τετράπλευρο ΑΒΓ∆  είναι εγγράψιµο σε κύκλο αν ισχύει η σχέση 

 

Ρ∆⋅ΡΓ=ΡΒ⋅ΡΑ  

                 
• Αν οι διαγώνιοι ενός τετράπλευρου ΑΒΓ∆  τέµνονται σε ένα σηµείο Κ , τότε για να 

είναι το τετράπλευρο εγγράψιµο σε κύκλο, πρέπει να ισχύει η σχέση: 

 

  Κ∆⋅ΚΒ=ΚΓ⋅ΚΑ  

 

     ΡΒ⋅ΡΑ=ΡΕ2
 

 

 

( )( ) 22 RRR −=+−

=Ρ∆⋅ΡΓ=ΡΒ⋅ΡΑ

δδδ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  

 

1. Οι πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου έχουν µήκη x, x+1 και x+2. Η περίµετρος του 

τριγώνου αυτού είναι: 

Α:  3  Β:   6  Γ:   10  ∆:   12  Ε:   15 

Επιλέξτε τη σωστή απάντηση και να την αιτιολογήσετε. 

 

2. Θεωρούµε διάµετρο ΑΒ κύκλου (Ο,R) και τις κάθετες ακτίνες ΟΓ και Ο∆. Αν Ε και 

Ζ οι προβολές των Γ και ∆ αντίστοιχα στην ΑΒ, να αποδειχθεί ότι 

i)  Τα τρίγωνα ΟΕΓ και Ζ∆Ο είναι ίσα. 

ii) 
222 R=ΟΖ+ΟΕ  

 

3. Έστω ΑΒΓ ορθογώνιο τρίγωνο )90( Ο
∧

=Α  και Β∆ η διάµεσός του. Να αποδειχθεί 

ότι 
222

4

3
ΒΓ=ΑΓ+Β∆ . 

 

4. Θεωρούµε τεταρτοκύκλιο ΑΟΒ κύκλου (Ο,R) και τη διχοτόµο ΟΜ της γωνίας 
∧

ΟΒΑ . Από σηµείο Γ του τόξου 
∩

ΑΒ  φέρουµε ΟΒ⊥Γ∆  που τέµνει την ευθεία 

ΟΜ στο σηµείο Ε. Να αποδειχθεί ότι  α) ∆Ε=Ο∆ β) 
222 R=∆Ε+∆Γ  

 

5. Αν σε ένα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) προεκτείνουµε την πλευρά ΒΓ κατά 

τµήµα Γ∆=2ΒΓ, να αποδειχθεί ότι 
222 6ΒΓ+ΑΓ=Α∆ . 

 

6. Αν ∆ σηµείο της πλευράς ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), να αποδειχθεί ότι 

.22 ∆Γ⋅∆Β=Α∆−ΑΒ  

 

7. Να βρεθεί το είδος του τριγώνου (αν υπάρχει) σε κάθε µία από τις παρακάτω 

περιπτώσεις, όπου η τριάδα αριθµών είναι µήκη ευθυγράµµων τµηµάτων και µπορεί 

να αποτελεί µήκη των πλευρών του.  i) 3,5,7  ii) 8,4,2            iii) 7,6, 85 . 

 

8. Αν τα µήκη α,β και γ των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ πληρούν τη σχέση 
222 βαγ +<  

τότε το τρίγωνο είναι οξυγώνιο; 

 

9. Αν τα µήκη α,β και γ των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ πληρούν τις σχέσεις α<β<γ και 
222 βαγ +<  τότε το τρίγωνο είναι οξυγώνιο; 

 

10. Αν τα µήκη α,β και γ των πλευρών ΑΒΓ πληρούν τη σχέση 
444 γβα +<  τότε να 

αποδειχθεί ότι .90Ο
∧

<Α  

 

11. Θεωρούµε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και σηµείο ∆ της ηµιευθείας ΑΒ 

τέτοιο, ώστε Β∆=ΑΒ. Αν ΑΒ⊥ΓΕ  και είναι ΑΒ=4ΒΕ, να αποδειχθεί ότι 

.
2

3 222 ΑΓ+ΒΓ=Γ∆  
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12. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α, τη διχοτόµο Γχ της εξωτερικής 

γωνίας 
εξΓ

∧

 αυτού, την κάθετη xΓ⊥ΒΕ  και την κάθετη ΑΓ⊥ΕΖ .  

      Να αποδειχθεί ότι. i)
4

α
=ΓΖ    ii) 

2

7α
=ΑΕ . 

 

13. Εκατέρωθεν της πλευράς ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζουµε δύο ισόπλευρα 

τρίγωνα ΒΓ∆ και ΒΓΕ. Να αποδειχθεί ότι .22222 γβα ++=ΑΕ+Α∆  

 

14. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, τα µήκη των πλευρών του οποίου συνδέονται µε τη σχέση 

.2 222 αγβ =+  Nα αποδειχθεί ότι  α) 
2

βµ +
2

γµ =
2

2 αµ                                                                  

                                                                        β) ,
2

3α
µα =

2

3γ
µβ =

2

3β
µγ = . 

 

15. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ )90( Ο
∧

=Α  και τη διάµεσό του ΒΕ. 

α) Να αποδειχθεί ότι 
222

4

3
ΒΓ=ΑΓ+ΒΕ  β) Αν Α∆ είναι η διάµεσος του 

τριγώνου ΑΒΓ, ΒΕ= 14  και 
o60=Β∆Α

∧

, να υπολογιστούν τα µήκη των πλευρών 

του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

16. Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει γβ µµ ⊥  τότε να αποδειχθεί ότι .
222

αγβ µµµ =+  

 

17. Αν ΒΒ΄ το ύψος τριγώνου ΑΒΓ µε 
o90<Α

∧

 και ΑΜ η διάµεσός του, τότε να 

αποδειχθεί ότι .
4

2
2 ΄ΑΒ⋅ΑΓ+

ΒΓ
=ΑΜ  

 

18. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ )90( Ο
∧

=Α , η διάµεσος του ΑΜ και ευθεία (ε) 

κάθετη στην ΑΜ στο Μ. Αν Ρ σηµείο της (ε), να αποδειχθεί ότι 
222 2ΡΑ=ΡΓ+ΡΒ . 

 

19. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάµεσος η οποία προεκτεινόµενη τέµνει τον 

περιγεγραµµένο κύκλο (Ο,R) στο ∆ και Θ το βαρύκεντρο του τριγώνου. 

Να δειχθεί ότι: i)
4

2α
=Μ∆⋅ΜΑ  ii) 

Θ
Ο∆ ),( R )(

9

1 222 γβα ++−=   

          iii) AB
2
+AΓ

2
=2ΑΜ⋅Α∆ 

 

20. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος του Α∆. Αν οι κύκλοι οι περιγεγραµµένοι στα 

τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ τέµνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα σηµεία Ζ και Ε αντίστοιχα, να 

αποδειχθεί ότι ΒΕ=ΓΖ. 

 

21. Κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. Αν το σηµείο τοµής Μ των 

διαγωνίων του είναι µέσο της διαγωνίου Β∆, να αποδειχθεί ότι: 

i) ΜΓ⋅ΜΑ=∆Β 42
                      ii) .2 22222 ΑΓ=∆Α+Γ∆+ΒΓ+ΑΒ  
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22. ∆ίνεται ένας κύκλος (Ο,R) διαµέτρου ΑΒ. Από ένα σηµείο Γ της προέκτασης της ΑΒ 

προς το Β φέρνουµε την εφαπτοµένη Γ∆ και την ΑΓ⊥Γx . Αν Ε είναι το σηµείο 

τοµής των Α∆ και Γx ,να αποδειχθεί ότι: 

i) το τετράπλευρο ∆ΒΓΕ είναι εγγράψιµο. ii) ΑΕ⋅Α∆−ΓΑ=Γ∆ 22
. 

 

23. ∆ύο κύκλοι (Κ,R) και 






Λ
2

,
R

 εφάπτονται εσωτερικά στο Α. Από ένα σηµείο Μ του 

κύκλου 






Λ
2

,
R

 φέρνουµε χορδή Γ∆ του κύκλου (Κ,R). Να αποδειχθεί ότι: 

ΜΓ·Μ∆=ΜΑ
2
. 

 

24. Θεωρούµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ πλευράς α και σηµείο ∆ της πλευράς ΒΓ. Αν οι 

περιγεγραµµένοι κύκλοι στα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ τέµνουν τις πλευρές ΑΓ και ΑΒ 

στα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα να αποδειχθεί ότι: ΒΖ+ΓΕ=α. 

 

25. Στη διάµετρο ΑΒ κύκλου (Ο,R) θεωρούµε τα σηµεία Γ και ∆ έτσι ώστε ΟΓ=Ο∆=α 

και µεταβλητό σηµείο Μ του κύκλου. Αν οι ΜΓ και Μ∆ τέµνουν τον κύκλο στα Ε 

και Ζ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι :i) ΜΓ·ΓΕ = Μ∆·∆Ζ  ii) 

ΜΓ
2
+Μ∆

2 
= 2(R

2
+α

2
)     iii) το άθροισµα 

∆Ζ
Μ∆

+
ΓΕ
ΜΓ

είναι σταθερό. 

 

26. Θεωρούµε κύκλο (O,2α) και σηµείο Ρ τέτοιο, ώστε ΟΡ=
2

3α
. Φέρουµε χορδή ΑΒ, η 

οποία διέρχεται από το Ρ και είναι τέτοια, ώστε ΑΡ=α. Να υπολογιστεί το µήκος της 

χορδής ΑΒ. 

 

27. Θεωρούµε κύκλο (Ο,R), διάµετρο ΑΒ και τα µέσα Γ και ∆ των ΟΑ και ΟΒ 

αντίστοιχα. Από το σηµείο Γ φέρουµε χορδή ΕΖ = 
2

13 R⋅
. Να αποδειχθεί ότι:  

 i) ΖΓ
2
+Ζ∆

2
+ΓΕ

2
+∆Ε

2
=5R

2
      ii) 

∧

Ε∆Ζ  = 90
0 
. 

 

28. Έστω ΑΒ διάµετρος κύκλου (Ο,R) και ΑΓ, Β∆ δύο χορδές που τέµνονται στο Ρ. Να 

αποδειχθεί ότι: i) αν οι Α∆ και ΒΓ τέµνονται στο Ε, τότε το Ρ είναι ορθόκεντρο του 

τριγώνου ΕΑΒ.  ii) ΑΓ·ΑΡ+Β∆·ΒΡ=ΑΒ
2
. 

 

29. Τρίγωνο ΑΒΓ µε β
2
+γ

2
=2α

2
,  Β∆, ΓΕ ύψη, ΑΜ διάµεσος και Ζ µέσο της ΑΜ. Να 

αποδειχθεί ότι: i)
∧

Α <90
0
  ii) AE = 

γ
α
2

2

και ΑΜ = 
2

3α
  iii) ΕΖ = 

γ
αβ
4

, Ζ∆ = 
β

αγ
4

. 

 

30. Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούµε σηµεία ∆,Ε στην πλευρά ΒΓ ώστε Β∆ = ∆Ε = ΕΓ. Να 

αποδείξετε ότι: i) AB
2
 – 2∆E

2 
= 2A∆

2 
– AE

2
  ii) AB

2
 + 2AΓ

2
 = 3AE

2
 + 

6∆E
2
. 

 

31. Αν α, β, γ πλευρές τριγώνου να βρεθεί το είδος του τριγώνου στις παρακάτω περι-

πτώσεις: i) α = ν
2
 + 1, β = 2ν,  γ = ν

2
 – 1 

                           ii)   α = 4,  β = 5,  γ = 3  

                          iii) α = 11,  β = 13,  γ = 12. 
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32. Αν Ε, ∆, Ζ µέσα των ΑΓ, ΒΓ, Β∆ αντίστοιχα ενός τριγώνου ΑΒΓ να αποδείξετε ότι:    

       i) Ε∆=
2

1
ΑΒ         ii) ΕΖ

2 
= 

16

263 222 β−γ+α
. 

 

33. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = 6,   ΑΓ = 8,   ΒΓ = 2 37  να αποδειχθεί ότι:  

i) 
ο120=Α

∧

,  

ii) να βρεθεί το µήκος Α∆ όπου Β∆ ύψος τριγώνου,   

iii) να βρεθεί το µήκος της διαµέσου µα. 

 

34. Σε τρίγωνο ΑΒΓ µε πλευρές α = 9, β = 7, γ = 4 να βρείτε: i) το είδος του τριγώνου  

 ii) το µήκος της διαµέσου µα,  iii) την προβολή της διαµέσου µα πάνω στην 

ΒΓ   iv) την προβολή της πλευράς β πάνω στην γ.  

 

35. Ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε 
ο90=Α

∧

, ΑΜ διάµεσος και Ρ το µέσο 

της ΑΜ. Στην πλευρά ΒΓ = α παίρνουµε σηµείο Κ, ώστε ΓΚ = 
8

5α
. Να αποδειχθεί 

ότι:         i)  ΓΡ
2
 =

16

5 2α
  ii) ΡΚ

2
 = 

64

5 2α
  iii) ΡΓ = 2ΚΡ. 

 

36. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 
ο90=Α

∧

 α = 25 και β = 20 αν x είναι η προβολή της 

πλευράς β πάνω στην πλευρά α τότε:  

i) η πλευρά γ  έχει µήκος :   Α:10   Β:12   Γ:13  ∆:15  Ε:21  

      ii) το ύψος υα έχει µήκος  Α:9  Β:7  Γ:12  ∆:17  Ε:5   

      iii) το τµήµα x έχει µήκος :  Α:10  Β:12  Γ:17  ∆:16  Ε:21. 

      (Να αιτιολογήσετε την απάντηση). 
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ΕΜΒΑ∆Α 

 

ΠΟΛΥΓΩΝΙΚΑ ΧΩΡΙΑ 
 

 

 

Ας θεωρήσουµε ένα πολύγωνο  

 
 

 

 

 

Ένα σχήµα που αποτελείται από πεπερασµένο πλήθος πολυγωνικών χωρίων, που ανά δύο δεν 

έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία, λέγεται πολυγωνική επιφάνεια  

 
 

 

 

Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εµβαδά 

 

 

 

 

Αν ένα πολυγωνικό χωρίο (ή µια πολυγωνική επιφάνεια) χωρίζεται σε πεπερασµένου 

πλήθους πολυγωνικά χωρία, που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία, τότε το εµβαδόν του 

ισούται µε το άθροισµα των εµβαδών των επιµέρους πολυγωνικών χωρίων 

 

 

 

 

Το εµβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς 1 είναι 1 

  

 

 

 

∆ύο σχήµατα που έχουν το ίδιο εµβαδόν ονοµάζονται ισεµβαδικά ή ισοδύναµα 

 

 

Το πολύγωνο µαζί µε τα εσωτερικά του 

στοιχεία ονοµάζεται πολυγωνικό χωρίο 
 

Ένα πολυγωνικό χωρίο που ορίζεται από 

τρίγωνο, τετράγωνο,…,ν-γωνο ονοµάζεται 

τριγωνικό, πολυγωνικό,…, ν-γωνικό 
 

∆ύο πολυγωνικά χωρία λέγονται ίσα όταν τα 

αντίστοιχα πολύγωνά τους είναι ίσα 
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ΕΜΒΑ∆Α ΒΑΣΙΚΩΝ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

 

 

 

Το εµβαδόν τετραγώνου πλευράς α δίνεται από τον τύπο   
2α=Ε  

 
 

 

 

Το εµβαδόν ενός ορθογωνίου ισούται µε το γινόµενο των πλευρών του  βα ⋅=Ε  

 
 

 

 

Το εµβαδόν ενός παραλληλογράµµου ισούται µε το γινόµενο µιας πλευράς του επί το ύψος 

που αντιστοιχεί σε αυτή       

 βα υβυα ⋅=⋅=Ε  

 

 

 

Το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο µε το ηµιγινόµενο µιας πλευράς επί το αντίστοιχο ύψος 

γβα υγυβυα ⋅=⋅=⋅=Ε
2

1

2

1

2

1
 

 

 

Το εµβαδόν τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο του ηµιαθροίσµατος των βάσεων του επί το 

ύψος του.        υ
β
⋅

+Β
=Ε

2
 

 

 

 

Το εµβαδόν τραπεζίου ισούται µε το γινόµενο της διαµέσου επί το ύψος του. 

 

 

 

 

• Το εµβαδόν ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α  είναι ίσο µε    
4

32α
=Ε  

• Το εµβαδόν ρόµβου ισούται µε το ηµιγινόµενο των διαγωνίων του 

 

• Το εµβαδόν οποιουδήποτε κυρτού ή µη κυρτού τετραπλεύρου µε κάθετες διαγωνίους 

ισούται µε το ηµιγινόµενο των διαγωνίων του 

 

 

 

 

• Η διάµεσος κάθε τριγώνου χωρίζει το τρίγωνο σε δύο ισεµβαδικά τρίγωνα 

 

• Το βαρύκεντρο τριγώνου έχει την ιδιότητα να δηµιουργεί µε τις κορυφές του τριγώνου τρία 

ισεµβαδικά τρίγωνα 

 

• Το βαρύκεντρου του τριγώνου, οι κορυφές του και τα µέσα των πλευρών του ορίζουν έξι 

ισεµβαδικά τρίγωνα 
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ΑΛΛΟΙ ΤΥΠΟΙ ΕΜΒΑ∆ΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 

 

 

( )( )( )γτβταττ −−−=Ε  όπου 
2

γβα
τ

++
= , ηµιπερίµετρος του τριγώνου 

 

 

 

 

ρτ ⋅=Ε  

 

 

 

 

 

R4

γβα ⋅⋅
=Ε  

 

 

 

 

Γ⋅⋅=Β⋅⋅=Α⋅⋅=Ε ηµβαηµαγηµγβ
2

1

2

1

2

1
 

 

 

ΕΜΒΑ∆Α ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑ 
 

 Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το λόγο των 

αντίστοιχων υψών, ενώ αν έχουν ίσα ύψη, τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το λόγο 

των αντίστοιχων βάσεων. 

 

 

 

 

Αν δύο τρίγωνα είναι όµοια τότε ο λόγος των εµβαδών τους ισούται µε το τετράγωνο του 

λόγου οµοιότητας 

 

 

 

 

Ο λόγος των εµβαδών δύο όµοιων πολυγώνων είναι ίσος µε το τετράγωνο του λόγου 

οµοιότητας 

 

  

 

 

Αν µια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωµατική µε µια γωνία ενός άλλου 

τριγώνου, τότε ο λόγος των εµβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο των γινοµένων 

των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές.. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 

1. Αν ΑΒΓ∆ τραπέζιο ( Γ∆ΑΒ // ) και Ο το σηµείο τοµής των διαγωνίων του ΑΓ και 

Β∆, να αποδείξετε ότι .ΟΑ∆ΟΒΓ Ε=Ε  

 

2. Ένα τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( Γ∆ΑΒ // ) και ΒΓ=Γ∆=Α∆ και τη βάση ΑΒ κατά 2 µικρότερη 

από το άθροισµα των τριών αυτών πλευρών. Αν το ύψος του τραπεζίου είναι 5, να 

υπολογιστεί το εµβαδό του. 

 

3. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε µήκη πλευρών α=10, β=8, γ=14 και ισόπλευρο τρίγωνο 

∆ΕΖ το οποίο είναι ισοδύναµο µε το ΑΒΓ. Το µήκος της πλευράς του ισόπλευρου 

τριγώνου ∆ΕΖ είναι:     

Α:6        Β: 8 4 2             Γ: 12         ∆: 10        Ε: 20. 

Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση και να την αιτιολογήσετε. 

 

4. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ=2, ΒΗ ύψος και η διάµεσος Β∆=1. Αν 
∧

∆ΑΒ =30
ο
 να 

υπολογιστούν:  α) τα ΒΗ, Η∆, ΑΗ   

β) το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. 

 

5. Με υποτείνουσες τις κάθετες πλευρές ΑΒ και ΑΓ ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ µε 

β+γ=20, κατασκευάζουµε ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓΕ εκτός 

αυτού. 

α) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆,Α,Ε είναι συνευθειακά. 

β) Να βρείτε το εµβαδό του τετραπλεύρου ΒΓΕ∆. 

 

6. Προεκτείνουµε τις πλευρές ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ ενός τριγώνου ΑΒΓ κατά τµήµατα 

Γ∆=ΓΒ, ΑΕ=ΑΓ και ΒΖ=ΒΑ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι (∆ΕΖ) = 7(ΑΒΓ). 

 

7. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Μ στο εσωτερικό του. Φέρνουµε από το Μ 

παράλληλες προς τις πλευρές του τριγώνου. Αν Ε1, Ε2 και Ε3 τα εµβαδά των 

σχηµατιζόµενων τριγώνων και Ε το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ, να αποδείξετε 

ότι: 321 Ε+Ε+Ε=Ε . 

 

8. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε παράλληλη στην πλευρά ΒΓ που τέµνει τις πλευρές ΑΒ 

και ΑΓ στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: (ΑΒΕ)
2
=(ΑΒΓ)·(Α∆Ε). 

 

9. Από σηµείο ∆ της πλευράς ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε παράλληλη προς την 

πλευρά ΒΓ, που τέµνει την ΑΓ στο Ε. Αν Ε1, Ε2 και Ε3 τα εµβαδά των τριγώνων 

Α∆Ε, Α∆Γ και ΑΒΓ αντίστοιχα, να αποδειχθεί ότι: .31

2

2 Ε⋅Ε=Ε  

 

10. Έστω ένα τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Α΄ της πλευράς του ΒΓ. Από τα Β και Γ 

φέρνουµε παράλληλες προς την ΑΑ΄ που τέµνουν τις ευθείες ΑΓ και ΑΒ στα σηµεία 

Γ΄ και Β΄ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι:  

α) (ΑΑ΄Γ΄) = (ΑΒΑ΄) και (ΑΑ΄Β΄) = (ΑΓΑ΄) 

β) (ΑΒ΄Γ΄) = (ΑΒΓ)   

γ) (Α΄Β΄Γ΄) = 2(ΑΒΓ). 
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11. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ=10, Α∆=4 και 
∧

∆ =60
ο
 . Στην πλευρά ΑΒ 

θεωρούµε τα σηµεία Ε και Ζ έτσι ώστε ΑΕ=ΕΖ=ΖΒ. Αν Η είναι το σηµείο τοµής των 

ευθειών ∆Ε και ΓΖ να υπολογιστούν:   

α) το εµβαδό του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆          

β) το εµβαδό του τραπεζίου Γ∆ΕΖ            

γ) το εµβαδό του τριγώνου ΗΕΖ. 

 

12. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ=6 και 
ο120=Α

∧

 

α) Να βρεθεί το εµβαδό του. 

β) Αν Ε σηµείο της ΑΓ τέτοιο , ώστε ΓΕ=ΑΕ
2

1
 και Α∆ το ύψος του τριγώνου 

ΑΒΓ, να  βρεθεί το εµβαδό του τριγώνου ∆ΕΓ. 

γ) Αν η παράλληλη από το Α προς τη ΒΓ τέµνει τη ∆Ε στο Η, να βρεθεί το εµβαδό 

του τριγώνου ΑΕΗ. 

 

13. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Ρ στο εσωτερικό του. Από το Ρ φέρνουµε κάθετες 

ηµιευθείες στις πλευρές ΒΓ, ΓΑ και ΑΒ και πάνω σ’ αυτές παίρνουµε τα σηµεία Α΄, 

Β΄ και Γ΄ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΡΑ΄=ΒΓ, ΡΒ΄=ΑΓ και ΡΓ΄=ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι:   

α) οι γωνίες 
∧

Γ  και 
∧

Β′ΡΑ′  είναι παραπληρωµατικές  

β) (ΡΑ΄Β΄)=(ΑΒΓ)              

γ) (Α΄Β΄Γ΄)=3(ΑΒΓ). 

 

14. Θεωρούµε τρεις ίσες διαδοχικές γωνίες ,
∧

οψx  ,z
∧

οψ  ,xz
∧

ο  και πάνω στις 

ηµιευθείες Οx, Oψ και Οz τα σηµεία Α, Β, Γ αντίστοιχα, έτσι ώστε ΟΑ=1, ΟΒ=4, και 

ΟΓ=8. 

α) Να υπολογίσετε τις γωνίες  ,ψο
∧

x  ,z
∧

οψ  xz
∧

ο . 

β) Αν Οw η αντικείµενη ηµιευθεία της Οψ και Γ∆ wΟ⊥ , να υπολογίσετε τις Ο∆ και 

Γ∆. 

γ) Να υπολογίσετε το (ΟΒΓ). 

δ) Να αποδείξετε ότι (ΑΒΓ)= 311 . 

 

 

15. Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και Κ, Λ, Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α 

αντίστοιχα. α) Να αποδειχθεί ότι (ΚΛΜΝ)=
2

1
(ΑΒΓ∆).   

              β) Αν ΚΜ ΛΝ⊥ , να αποδειχθεί ότι (ΑΒΓ∆) = ΚΜ·ΛΝ. 

 

 

16.                             Λ 

                 Α                                          Β   Στο διπλανό σχήµα τα σηµεία Κ, Λ είναι τα  

                     Κ                 Ρ   µέσα των τµηµάτων ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα 

                          Να αποδείξετε ότι: 

      

       Γ    α) ο λόγος των εµβαδών των τριγώνων ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ίσος µε  

 

     β) αν Ρ είναι το σηµείο τοµής των ΛΓ και ΚΒ τότε τα τρίγωνα ΒΛΡ      

και ΚΓΡ έχουν ίσα εµβαδά. 
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17. ∆ίνεται ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( Γ∆ΑΒ // ) µε ΑΒ=4, Α∆=2 και
ο60=∆

∧

 

 α) Να βρεθεί το εµβαδό του τραπεζίου ΑΒΓ∆. 

 β) Αν Ε σηµείο της πλευράς ΑΒ τέτοιο, ώστε ΕΒ= ΑΒ
4

1
 και οι Ε∆, ΕΓ τέµνουν τη 

διάµεσο του τραπεζίου στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα, να βρεθεί το εµβαδό του 

τριγώνου ΕΖΗ. 

 γ) Αν οι ∆Ε και ΒΓ τέµνονται στο Ρ, να βρεθεί το εµβαδό του τριγώνου ΡΕΒ. 

 

18. Αν οι διαγώνιοι κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ σχηµατίζουν γωνία 30
ο
, να αποδείξετε ότι 

το τετράπλευρο έχει εµβαδό Β∆⋅ΑΓ
4

1
. 

 

19. Σε τρίγωνο ΑΒΓ δίνονται: ΑΒ=5,   
ο60=Α

∧

 και η ακτίνα του περιγεγραµµένου 

κύκλου 
3

7
=R . Να βρεθούν οι άλλες δύο πλευρές του τριγώνου και το εµβαδόν του. 

20.  

   ∆              Ζ             Γ 

 

                               

                             υ 

 

 

 

 

 

 Α                    Ε                Η                  Β 

Το οικόπεδο ΑΒΓ∆ του σχήµατος έχει ΑΒ=55m,     Γ∆=25m,     Α∆=40m,     

.90ο=∆=Α
∧∧

 Πρέπει να χαραχθεί ένας δρόµος ∆ΕΗΖ µε ∆Ε//ΓΒ και ΖΗ//ΓΒ, ο 

οποίος θα χωρίζει το οικόπεδο σε δύο τεµάχια ΑΕ∆ και ΖΗΒΓ, όπως στο σχήµα. 

α) Να βρεθεί το εµβαδό του οικοπέδου ΑΒΓ∆. 

β) Να βρεθεί το εµβαδό του τεµαχίου ΑΕ∆. 

γ) Να βρεθεί το ∆Ζ, έτσι ώστε το τεµάχιο ΖΗΒΓ να έχει το ίδιο εµβαδό µε το τεµάχιο 

ΑΕ∆. 

δ) Ποιο είναι το πλάτος του δρόµου ∆ΕΗΖ στην περίπτωση (γ); 

 

21. Αν Μ και Ν είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ και Γ∆ ενός παραλληλόγραµµου ΑΒΓ∆ 

να αποδείξετε ότι (ΑΜΝ)= )(
8

3
ΑΒΓ∆ . 

 

22. Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
ο90=Α

∧

), θεωρούµε το µέσο Μ της πλευράς ΑΒ 

και σηµείο Ν της πλευράς ΑΓ τέτοιο ώστε .
3

ΑΓ
=ΓΝ Να δειχθεί ότι 

(ΜΝΒ)= ).(
3

1
ΑΒΓ  
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23. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και τυχαίο σηµείο Σ στην προέκταση της πλευράς 

∆Γ προς το Γ. Να αποδείξετε ότι:  

α) (ΑΒ∆)= ).(
2

1
ΑΒΓ∆   

β) (Β∆Σ) = (ΣΑ∆)    

 

γ) αν η ΑΣ τέµνει την Β∆ στο σηµείο Ε, τότε (Ε∆Σ)-(ΕΑΒ)=(ΣΒΓ). 
 

24. Έστω Σ τυχαίο σηµείο της πλευράς ΒΓ ενός τριγώνου ΑΒΓ. Στο σηµείο Α φέρουµε 

µια ευθεία ε κάθετη στην ΑΣ. Αν ∆ και Ε είναι αντίστοιχα οι προβολές των σηµείων 

Β και Γ στην ευθεία ε, να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ∆ΣΕ είναι ισοδύναµα. 

   25.   Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 8=ΑΒ , 12=ΑΓ και η Α∆ διχοτόµος της γωνίας 
∧

Α . Αν    

           ( )ΑΒ∆ =20 τ.µ. να βρείτε το ( )ΑΒΓ  

 

   26. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και ∆ σηµείο της πλευράς ΑΒέτσι ώστε 6=Α∆ , ∆Β=5,    

         8=ΑΓ . Αν 
�80=Α

∧

 να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου Β∆Γ   

 

   27. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
�90=Β

∧

και η γωνία 
∧

Α  να είναι το 
3

1
  της ορθής. Αν 

∆ σηµείο της προέκτασης της πλευράς ΒΓ  προς το Γ  τέτοιο ώστε η 
�30=Α∆Β

∧

 να 

βρεθεί ο λόγος 
( )
( )ΑΒ∆
ΑΒΓ
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ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΥΚΛΟΥ 

 

ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΩΝΑ 
 

 

 

Ένα πολύγωνο λέγεται κανονικό, όταν έχει όλες τις πλευρές του ίσες και όλες τις γωνίες του 

ίσες. 

 

 

 

 

 

Γωνία κανονικού ν-γώνου  
ν

φν

�

�
360

180 −=  

Κεντρική γωνία κανονικού πολυγώνου 
ν

ων

�360
=  

Σε κάθε κανονικό ν-γωνο ακτίνας R ισχύουν οι εξής τύποι 
2

2
2

4
R=+ ν

ν

λ
α  

        νν λν ⋅=Ρ  

        ννν α⋅Ρ=Ε
2

1
 

όπου να απόστηµα, νλ πλευρά, νΡ περίµετρος, νΕ εµβαδόν. 

 

 

 

∆ύο κανονικά πολύγωνα µε τον ίδιο αριθµό πλευρών είναι όµοια 

 

 

 

 

Κάθε κανονικό πολύγωνο εγγράφεται σε έναν κύκλο και περιγράφεται σε έναν άλλον. Οι δύο 

αυτοί κύκλοι είναι οµόκεντροι 

 

 

 

 

• Το κοινό κέντρο τον κύκλων αυτών λέγεται κέντρο του πολυγώνου 

• Η ακτίνα R του περιγεγραµµένου κύκλου λέγεται ακτίνα του πολυγώνου 

• Η απόσταση του κέντρου από µια πλευρά του , δηλαδή η ακτίνα του εγγεγραµµένου 

κύκλου λέγεται απόστηµα του πολυγώνου  

 

 

 

 

 

Σε δύο κανονικά ν-γωνα ο λόγος των πλευρών τους ισούται µε το λόγο των ακτινών τους και 

το λόγο των αποστηµάτων τους. 

∆ηλαδή, 
'''

ν

ν

ν

ν

α
α

λ
λ

==
R

R
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ΕΓΓΡΑΦΗ ΒΑΣΙΚΩΝ ΚΑΝΟΝΙΚΩΝ ΠΟΛΥΓΩΝΩΝ ΣΕ ΚΥΚΛΟ 
 

 
ΤΕΤΡΑΓΩΝΟ 

ΚΑΝΟΝΙΚΟ 

ΕΞΑΓΩΝΟ 

ΙΣΟΠΛΕΥΡΟ 

ΤΡΙΓΩΝΟ 

ΠΛΕΥΡΑ  νλ  24 R=λ  R=6λ  33 R=λ  

ΑΠΟΣΤΗΜΑ να  

2

2
4

R
=α  

2

3
6

R
=α  

2
3

R
=α  

 

 

 

 

 

RL ⋅= π2  

 

 

 

 

�180

µπ ⋅⋅
=

R
l   ή  Rl ⋅=α  

 

 

 

�180

µ
α
π

=  

 

 

 
2R⋅=Ε π  

 

 

 

( )
�360

2 µπ ⋅⋅
=ΟΑΒ

∩ R
 ή  ( )

∩

⋅=ΟΑΒ 2

2

1
Rα  

 

 

 

 

( ) ( )ΟΑΒ−ΟΑΒ=
∩

ε  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Ένα κανονικό εξάγωνο είναι περιγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,ρ). Η πλευρά του 

εξαγώνου αυτού είναι    

Α: ρ        Β: 
2

3ρ
         Γ: 2ρ        ∆: 

3

32ρ
        Ε: 

3

2ρ
. 

 

2. ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R) και στις προεκτάσεις των 

πλευρών ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α θεωρούµε τα τµήµατα ΒΚ=ΓΛ=∆Μ=ΑΝ=λ3. Να δείξετε 

ότι το ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο και ότι η ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του 

είναι .641 += RR  

 

3. Σε κύκλο (Ο,R) θεωρούµε δύο παράλληλες χορδές ΑΒ=λ4 και Γ∆=λ6. Να 

αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι ισοσκελές τραπέζιο και να υπολογιστεί 

το εµβαδό του ως συνάρτηση της ακτίνας R. 

 

4. Η περίµετρος ενός κυκλικού τοµέα ΟΑΒ ενός κύκλου (Ο,R) είναι 6+π. Αν 

ο60=ΒΟΑ
∧

, τότε το µήκος της ακτίνας R είναι: 

Α: 6       Β: 3  Γ: 2       ∆: 4 Ε: 5   (δικαιολογήστε την απάντησή σας). 

 

5. Έστω τεταρτοκύκλιο ΟΑΒ ακτίνας R και ηµικύκλιο διαµέτρου ΟΒ στο εσωτερικό 

του. Να βρείτε το εµβαδό και την περίµετρο του µικτόγραµµου τριγώνου ΟΑΒ. 

 

6. Έστω δύο κύκλοι (Ο,R) και (Ο΄,R) των οποίων η διάµετρος ΟΟ΄ έχει µήκος 

ΟΟ΄=R 3 .  α)  Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι τέµνονται.                                               

                                      β)  Να βρεθεί το εµβαδό του κοινού µέρους των δύο κύκλων. 

 

7. Το εµβαδό κυκλικού τοµέα 80
ο
 είναι 8π. Η ακτίνα του κύκλου είναι:  

 Α: 9         Β: 8     Γ: 6   ∆: 10             Ε: 15. 

 

8. Τετράγωνο ΑΒΓ∆ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο,R) και η ηµιπερίµετρος του 

είναι 80cm.  Να υπολογιστούν:  

α) η ακτίνα R του κύκλου  

β) ο λόγος του εµβαδού του κύκλου προς το εµβαδό του τετραγώνου. 

 

9. Στο εσωτερικό ηµικυκλίου διαµέτρου ΑΟΒ=2R γράφουµε ηµικύκλια µε 

διαµέτρους ΟΑ και ΟΒ. Να υπολογιστεί το µήκος και το εµβαδό του κύκλου που 

εφάπτεται των τριών ηµικυκλίων. 

 

10. ∆ύο κύκλοι (Ο,3R) και (Ο΄,R) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Φέρουµε την 

κοινή εξωτερική εφαπτόµενη ΒΓ αυτών. Να βρεθεί το εµβαδό του µικτόγραµµου 

τριγώνου ΑΒΓ και του περιγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΓ. 

 

11. Έστω ο κύκλος (Ο,R) και µια ακτίνα του ΟΑ. Στην ηµιευθεία ΟΑ θεωρούµε 

σηµείοΒ, έτσι ώστε ΑΒ=ΑΟ. Αν ΒΓ η εφαπτοµένη του κύκλου να βρεθεί το 

εµβαδό       α) του τριγώνου ΟΒΓ και    β) του µικτόγραµµου τριγώνου 

ΑΒΓ. 
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12. ∆ίνεται ένας κύκλος (Ο,R) και δύο παράλληλες χορδές του ΑΒ=λ3 και Γ∆=λ6 

προς το ίδιο µέρος του κέντρου Ο.  α) Να εκφράσετε τις χορδές ΑΒ και Γ∆ ως 

συνάρτηση της ακτίνας R  β) Να υπολογίσετε το εµβαδό Ε1 του κυκλικού τµήµατος 

που αντιστοιχεί στη χορδή Γ∆.   γ) Να υπολογίσετε το εµβαδό του τριγώνου ΟΑΒ.   

δ) Να βρείτε την περίµετρο και το εµβαδό του µικτόγραµµου τραπεζίου που έχει 

κορυφές τα Α,Β,Γ,∆. 

 

13. Θεωρούµε κύκλο (Ο,R) χορδή ΑΒ=R, την εφαπτοµένη ε του κύκλου στο σηµείο 

Α και τη ε⊥ΒΓ . Να υπολογίσετε:  

α) το εµβαδό του τραπεζίου ΟΑΓΒ                          

β) το εµβαδό του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ. 

 

14. ∆ίνεται ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ και στο εσωτερικό του τα ηµικύκλια διαµέτρων 

ΑΓ και ΓΒ, όπου Γ σηµείο µεταξύ των Α και Β. Αν κάθετη της ΑΒ στο Γ τέµνει το 

αρχικό ηµικύκλιο στο ∆, να αποδείξετε ότι το εµβαδό του χωρίου που βρίσκεται 

µεταξύ των τριών ηµικυκλίων είναι ίσο µε το εµβαδό του κύκλου διαµέτρου Γ∆. 

 

15. Θεωρούµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
ο90=Α

∧

) µε 
ο60=Β

∧

 και ΒΓ=α. Με 

κέντρο το Β και ακτίνα ΒΑ γράφουµε τόξο που τέµνει τη ΒΓ στο Μ και µε κέντρο 

το Γ και ακτίνα ΓΜ γράφουµε τόξο που τέµνει την ΑΓ στο Ν. Να βρεθεί η 

περίµετρος και το εµβαδό του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΜΝ. 

 

16. Με κέντρο ένα σηµείο Κ κύκλου (Ο,R) και ακτίνα ίση προς R 3  γράφουµε 

κύκλο ο οποίος τέµνει τον (Ο,R) στα σηµεία Α και Β. Να υπολογιστούν η 

περίµετρος και το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου µηνίσκου. 

 

17. ∆ίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (
ο90=Α

∧

) µε ΒΓ = 2R. 

Γράφουµε ηµικύκλιο µε διάµετρο ΒΓ εκτός τριγώνου και τόξο κύκλου  (Α, ΑΒ) µε 

άκρα Β και Γ. Να βρεθεί η περίµετρος και το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου 

µηνίσκου από το ηµικύκλιο και το τόξο αυτό. 

 

18. Ένα ορθογώνιο σπίτι µε διαστάσεις α = 20m και β = 10m έχει µια εξωτερική 

πρίζα σε µια γωνία του. Ένα χορτοκοπτικό µηχάνηµα συνδεδεµένο µε την πρίζα 

έχει καλώδιο µε µήκος 15m. Να βρεθεί το εµβαδόν της µεγαλύτερης επιφάνειας 

του χόρτου που µπορεί να κοπεί. 

 

19. Σε κύκλο ακτίνας R = 4cm είναι εγγεγραµµένο ισόπλευρο τρίγωνο.           

 Να υπολογίσετε :  

 α) το εµβαδό του κύκλου,  

 β) την πλευρά του τριγώνου, 

 γ) το εµβαδό του τριγώνου,    

 δ) το εµβαδό του χωρίου που βρίσκεται µεταξύ του κύκλου και του τριγώνου. 

 

20. Σε κύκλο µε διάµετρο ΑΒ  φέρουµε τις χορδές ΜΒΑΜ, .Αν είναι 6=ΑΜ και 

8=ΒΜ , να βρεθεί η ακτίνα και το εµβαδόν του κύκλου 
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21.  Να βρεθεί το εµβαδόν του καθενός από τα δύο µέρη στα οποία διαιρείται ένας 

κύκλος ( )R,Ο  από την πλευρά ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου στον κύκλο 

αυτόν 

 

22.  ∆ίνεται κύκλος ( )R,Ο  και φέρουµε δύο κάθετες ακτίνες ΟΑ  και ΟΒ . Με 

κέντρο το Α και ακτίνα R  γράφουµε τόξο που τέµνει το 
∩

AB στο σηµείο Γ . Να 

βρεθεί το εµβαδόν του µικτόγραµµου τριγώνου ΟΒΓ  

 

23. ∆ίνεται κύκλος ( )R,Ο  και τόξο 
�60=ΑΒ

∩

. Φέρουµε στο σηµείο Α την 

εφαπτοµένη χΑ του κύκλου και την χΑ⊥ΒΓ . Να βρεθεί το εµβαδόν του 

µικτόγραµµου τριγώνου ΑΒΓ  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  
 

ΑΣΚΗΣΗ 1
η
 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α∆ διχοτόµος, Β∆ = 2, Γ∆ = 3 και 2τ = 15 (περίµετρος) η πλευρά 

ΑΒ είναι:     

Α: 3 Β : 4 Γ : 5 ∆ : 6  Ε: Κανένα από τα παραπάνω. 

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.) 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2
η
 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 3α
2
 + 2γ

2
 = 2β

2
. Τότε:  

i) Α: 
∧

Α >90
ο
 Β : 

∧

Β > 90
ο
,       Γ : 

∧

Β < 90
ο
,     ∆ : 

∧

Γ > 90
ο
,   Ε: Κανένα από τα παραπάνω. 

ii) Η προβολή της διαµέσου µα στην ΒΓ ισούται µε: 

 Α : 
4

a
,            Β : 

2

a
,                Γ : 

4

3a
,            ∆ : 

2

3a
,          Ε: Κανένα από τα παραπάνω. 

 

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.) 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3
η
 

Αν ΑΒΓ∆ τετράγωνο πλευράς α και Ε µέσο του Α∆ τότε: 

i) ΒΕ =
2

5α
     Σ  Λ 

ii) Ο λόγος 
ΒΕ
ΕΖ

 ισούται µε: 

Α: 
5

2
,              Β: 

4

5
,               Γ: 

4

1
,                ∆: 

5

1
,                  Ε: Κανένα από τα 

παραπάνω. 

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.) 

 

 Α Β 

 

 

 E 

                                                   Z 

                                                      

 

  

    

                                                             ∆                                              Γ 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4
η 

Αν  τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ=4,    ΒΓ=5,     ΑΓ=6 και Α∆ διχοτόµος τότε: 

i) -Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο   Σ  Λ 

   - Ο λόγος 
∆Γ
∆Β

 ισούται µε: 

    Α: 
2

1
,               Β: 

3

1
,                Γ: 

3

2
,           ∆: 

4

3
,              Ε: 

2

3
, 

(Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας.) 

ii) Αν ε η προβολή του Α στην ΒΓ να υπολογίσετε το µήκος του ΒΕ. 

iii) Να αποδείξετε ότι .
2

1
=

∆Γ
∆Ε
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ΑΣΚΗΣΗ 5
η
 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ και Μ το µέσο της Α∆. Προεκτείνουµε τη ∆Γ προς το Γ 

κατά ΓΕ=2ΑΒ. Να αποδείξετε ότι:         

i) (ΑΒΜ)=
2

)(ΒΓ∆
. 

ii) Το εµβαδόν του τραπεζίου ΑΒΕ∆ είναι οκταπλάσιο από το εµβαδόν του 

τριγώνου ΑΒΜ. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 6
η 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναιuα =3ρ, όπου ρ του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου. Ο λόγος 

α
γβ +

 ισούται µε:   Α: 2,          Β: 3,           Γ: 
3

1
,          ∆: 

2

3
              Ε: Κανένα από τα 

παραπάνω. 

(Να δικαιολογήσετε  την απάντηση σας.) 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 7
η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  και η διάµεσός του Α∆. Προεκτείνουµε την ΒΑ προς το Α κατά τµήµα 

ΑΕ=2ΑΒ. Να αποδείξετε ότι (ΒΕ∆)=3(Α∆Γ). 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8
η 

Στο εσωτερικό της αυλής ενός σπιτιού υπάρχει µικρός κήπος µε λαχανικά όπως στο 

ακόλουθο σχήµα. Αν το εµβαδόν του κήπου είναι 12
2m  και οι διαστάσεις της αυλής είναι 

12m και 13m, να βρεθεί το x. Αν θέλουµε να περιφράξουµε τον κήπο µε σύρµα, πόσο σύρµα 

θα χρειαστούµε; 

 

 

 

 

 

                                12m 

 

 

 

 

 13m 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9
η 

∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Από τυχαίο σηµείο Ε της ΑΓ φέρουµε ευθεία παράλληλη 

προς την Α∆ που τέµνει την Γ∆ στο Ζ. Να αποδείξετε ότι: 

i) (Α∆Ζ)=(ΑΕΒ). 

ii) (ΑΕΖ)=(ΒΕΓ)-(ΖΕΓ). 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10
η 

Οι διάµεσοι Β∆ και ΓΕ τριγώνου ΑΒΓ τέµνονται στο Θ. Να αποδείξετε ότι: 

   i) (ΑΕ∆)=
4

)(ΑΒΓ
 

  ii) (ΒΘΓ)= 
3

)(ΑΒΓ
 

  iii)(ΑΕ∆)= (ΒΚΛΓ), όπου Κ, Λ τα µέσα των ΒΘ και ΓΘ αντίστοιχα. 

                               x                                            

 

 

     x                                            x           

 

                     

                          x 
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ΑΣΚΗΣΗ 11
η
 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη διχοτόµο Α∆. Από το ∆ φέρνουµε παράλληλη προς την ΑΒ 

που τέµνει την ΑΓ στο Ε. Αν η παράλληλη από το Α προς τη ΒΓ τέµνει την προέκταση της 

∆Ε στο Ζ, να αποδείξετε ότι: 

               α)  β(ΑΕ∆) = γ(∆ΕΓ). 

               β)  β
2
(ΑΕΖ) = γ

2
(∆ΕΓ). 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12
η
 

Θεωρούµε γωνία yx
∧

Α  και σηµείο Ο της διχοτόµου της Αδ. Αν ο κύκλος (Ο,ΟΑ) τέµνει τις 

Οx, Οy στα Β, Γ αντίστοιχα και την Αδ στο ∆, να αποδείξετε ότι: 

   α) (ΟΑΒ)=(ΟΑΓ) 

   β) (ΒΟΓ∆)=(ΑΒ∆) 

   γ) (ΒΟΓ∆)=
2

1
(ΟΑ)(ΒΓ). 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13
η 

Από εσωτερικό σηµείο Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε παράλληλες προς τις 

πλευρές ΑΓ και ΑΒ, που τέµνουν τις ΑΒ, ΑΓ στα ∆, Ζ αντίστοιχα. Αν (ΒΜ)=x, (ΒΓ)=α, 

(Β∆Μ)=Ε1, (ΓΖΜ)=Ε2 και (ΑΒΓ)=Ε, τότε: 

α) Να εκφράσετε ως συναρτήσεις των x και α τους λόγους 
Ε

Ε1 και 
Ε

Ε2 . 

β) Να αποδείξετε ότι Ε≥Ε+Ε
2

1
21 . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14
η 

∆ίνεται κύκλος (Ο,R)  και  δύο παράλληλες χορδές του ΑΒ=Γ∆=λ3. 

Να βρεθεί: 

i)  Η περίµετρος του ΑΒΓ∆. 

ii) Το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος που αντιστοιχεί στη χορδή ΑΒ. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 15
η 

Σε κύκλο (Ο,R) θεωρούµε τα διαδοχικά σηµεία Α, Β, Γ και ∆ ώστε ΑΒ=ΒΓ=Γ∆= R. Να 

βρεθεί: 

i) H περίµετρος του τριγώνου ΑΒ∆. 

ii) Το εµβαδόν του τριγώνου ΒΓ∆.  

iii) Ο λόγος .
)(

)(

ΒΓ∆
ΑΒ∆

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16
η
 

∆ίνεται τεταρτοκύκλιο Ο
∧

ΒΓ , ακτίνας R. 

α) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΓΒ δε χωρίζει το τεταρτοκύκλιο σε δύο ισεµβαδικά χωρία. 

β) Αν ∆ σηµείο του τόξου ΒΓ, να αποδείξετε ότι η ευθεία Γ∆ δε χωρίζει το τεταρτοκύκλιο σε 

δύο ισεµβαδικά χωρία, 

γ) Να βρείτε σηµείο Α της ακτίνας ΟΒ, ώστε η ευθεία ΓΑ να χωρίζει το τεταρτοκύκλιο σε 

δύο ισεµβαδικά χωρία. 
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ΑΣΚΗΣΗ 17
η
 

Θεωρούµε τεταρτοκύκλιο Ο, 
∩

ΒΓ , ακτίνας R. Σηµείο Α κινείται πάνω στο τόξο 
∩

ΒΓ  και έστω 

Κ το σηµείο τοµής της ακτίνας ΟΑ µε τη ΒΓ. Να βρείτε το µήκος του τόξου 
∩

ΒΑ  όταν το 

εµβαδό του τριγώνου ΟΚΓ ισούται µε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τα 

τµήµατα ΚΑ, ΚΒ και το τόξο 
∩

ΒΑ . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 18
η 

∆ίνεται ηµικύκλιο κέντρου Ο µε διάµετρο ΑΑ1=2R. Έστω Β σηµείο του ηµικυκλίου µε 

( 1ΑΟΒ
∧

)=φ µοίρες και ΟΓ ακτίνα, που τέµνει τη χορδή ΑΒ στο Κ. 

α) Να βρείτε το µήκος S του τόξου 
∩

ΑΓ , όταν το εµβαδόν του τριγώνου ΟΚΒ ισούται µε το 

εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τα τµήµατα ΚΑ, ΚΓ και το τόξο
∩

ΑΓ . 

β) Αν η γωνία 1ΑΟΒ
∧

 είναι 150
ο
, πόσο είναι το S; 

γ) Για ποια τιµή του φ το S γίνεται µέγιστο; 

 

 Β 

 Γ 

 

 

 φ  

                                     

                                         Α1 Α 

 

 

 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 19
η 

Η περίµετρος ρόµβου ΑΒΓ∆, πλευράς α και κέντρου Ο, είναι τετραπλάσια της µικρής 

διαγωνίου του Β∆. 

i) Να υπολογιστεί συναρτήσει του α το εµβαδόν του Ε. 

ii) Φέρουµε Α∆⊥ΟΗ και .Γ∆⊥ΟΖ  Αν η ΑΖ τέµνει τον κύκλο διαµέτρου Ο∆ στο Θ να 

δειχθεί ότι 
2

3Ε
=ΑΖ⋅ΑΘ . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 20
η 

Το περίγραµµα της βάσης ενός µεγάλου λόφου σχηµατίζει τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=γ, ΑΓ=β 

όπου β>γ και στο οποίο η διάµεσος ΑΜ και το ύψος Α∆ σχηµατίζουν γωνία 30
ο
 . ∆ίπλα στην 

πλευρά ΑΓ υπάρχει ορθογώνιος ιδιωτικός χώρος διαστάσεων 
2

γβ +
και β-γ. Σ’ αυτόν το 

χώρο πρόκειται να κατασκευαστεί ένας µεγάλος ανισόπεδος κόµβος, που θα συνδέει δύο 

δρόµους ταχείας κυκλοφορίας. Γι’ αυτούς τους λόγους προτείνεται στον ιδιοκτήτη να δεχτεί 

να ανταλλάξει αυτόν τον χώρο µε άλλον ορθογώνιο χώρο του δηµοσίου, που βρίσκεται δίπλα 

στην πλευρά ΒΓ και έχει διαστάσεις τα µήκη των ΒΓ και 
2

ΑΜ
. Ο ιδιοκτήτης δηλώνει ότι θα 

συµφωνήσει µε την πρόταση αρκεί οι ανταλλάξιµοι χώροι να έχουν την ίδια έκταση. 

Πρακτικά όµως είναι αδύνατον να µετρήσει την πλευρά ΒΓ και τη διάµεσο ΑΜ, γι’ αυτό και 

διστάζει. Πως θα σκεφτόσαστε εσείς να βοηθήσετε τον ιδιοκτήτη να αποφασίσει; 

                           

                           Κ 

 

 

               Ο 
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ΑΣΚΗΣΗ 21
η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε β=2γ και η διάµεσος του Β∆. Φέρουµε Β∆⊥Αx , που τέµνει την 

Β∆ στο Ε και την ΒΓ στο Ζ και Εy//ΑΓ, που τέµνει την ΒΓ στο Μ. Να αποδείξετε ότι: 

i)   ZB= 
2

1
ZΓ. 

ii)  (ΑΒΓ)=3(ΑΒΖ). 

iii) Να αποδειχθεί ότι: 
8

3

)(

)(
=

ΑΒΖ
ΕΜΓ

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 22
η 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε α=2γ και β= .7γ  

α) i) Να αποδείξετε ότι 
2

3α
µα = . 

ii) Να βρείτε το είδος της γωνίας 
∧

Β . 

 iii) Αν ΑΕ ⊥  ΒΓ να υπολογίσετε το ΒΕ συναρτήσει του γ. 

 iv) Να βρείτε τη γωνία 
∧

Β . 

β) Αν ΑΜ διάµεσος και Β∆ διχοτόµος να αποδείξτε ότι: 

i). Α∆ = 
3

β
 

ii). (ΑΒΓ) = 6(Α∆Μ). 

 

ΑΣΚΗΣΗ 23
η 

Έστω τετράγωνο ΑΒΓ∆ εγγεγραµµένο σε κύκλο (Ο, R) και σηµείο Μ το οποίο κινείται στο 

ηµικύκλιο 
∩

ΑΒΓ  . 

α) Να βρεθεί το ελάχιστο ( )minΕ  και το µέγιστο ( )maxΕ  εµβαδόν του τετράπλευρου ΑΜΓ∆ 

συναρτήσει της ακτίνας R. 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε θέση του Μ είναι: 

    i) Μ∆
2
 = ΑΓ· ∆Ε, όπου Ε η προβολή του Μ στην Β∆. 

    ii) (ΑΜΓ∆) = 
2

2Μ∆
 

γ) Να προσδιορίσετε τη θέση του σηµείου Μ όταν  (ΑΜΓ∆) = 
2

maxmin EE +
. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 24
η
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, M το µέσο της ΑΒ, σηµείο Ν της ΑΓ τέτοιο ώστε ΑΝ = 
4

3
ΑΓ και 

σηµείο Κ της ΒΓ τέτοιο ώστε ΒΚ = 
4

1
ΒΓ. Να βρεθεί ο λόγος των εµβαδών του τριγώνου 

ΑΒΓ προς του τριγώνου ΜΝΚ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 25
η 

Α) Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο είναι 
2

αµ  = βγ και β-γ = 5 2 . Το µήκος της πλευράς 

α είναι:   Α : 8          Β : 10          Γ : 12          ∆ : 3 5           Ε : 5 3 . 

Β) Να δειχθεί ότι σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο ισχύει η σχέση: (
222

γβα µµµ ++ )
2
 = 27Ε

2
, όπου 

Ε το εµβαδό του. 
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ΑΣΚΗΣΗ 26
η 

Να βρεθεί το είδος του τριγώνου (αν υπάρχει) σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις, 

όπου η τριάδα αριθµών είναι µήκη ευθυγράµµων τµηµάτων και µπορεί να αποτελεί µήκη των 

πλευρών του: 

i). 3, 5,7 

ii). 8, 4, 2 

iii). 7, 6, 85 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 27
η 

 
Αν η διάµεσος µα ενός τριγώνου ΑΒΓ, όταν προεκταθεί τέµνει τον περιγεγραµµένο κύκλο 

στο ∆, να αποδειχθεί ότι: µα = 
Α∆
+

2

22 γβ
. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 28
η
 

Από ένα κυκλικό οικόπεδο ακτίνας R=30m, θα αποκοπεί κυκλικό τµήµα χορδής 30 3 m για 

την κατασκευή δρόµου. 

i) Να βρεθεί το εµβαδό του οικοπέδου που έµεινε. 

ii) Να βρεθεί η αποζηµίωση που θα δοθεί στον ιδιοκτήτη αν η αρχική αξία του οικοπέδου 

ήταν 10.000.000 δρχ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 29
η
 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο είναι α =13, β = 8, γ = 7. 

i) Να χαρακτηρίσετε το τρίγωνο ΑΒΓ ως προς το είδος των γωνιών του. 

ii) Να υπολογιστεί το µήκος της προβολής Α∆ της πλευράς ΑΓ πάνω στην ΑΒ. 

iii) Να υπολογιστεί η γωνία 
∧

Α . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 30
η
 

Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ = 4, ΑΓ = 5, ΒΓ = 7. Το µήκος της προβολής Α∆ της πλευράς ΑΓ  

πάνω στην ΑΒ είναι:          Α :5          Β : 1          Γ : 6          ∆ : 2. 

(Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας). 

 

ΑΣΚΗΣΗ 31
η 

Θεωρούµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (
∧

Α =90
ο
) µε 

∧

Β =60
ο
 και ΒΓ=4. Με κέντρο το Β και 

ακτίνα ΒΑ γράφουµε τόξο που τέµνει την ΒΓ στο Μ και µε κέντρο το Γ και ακτίνα ΓΜ 

γράφουµε τόξο που τέµνει την ΑΓ στο Ν. να βρεθούν:  

i) Η θέση του σηµείου Μ στη ΒΓ  

ii) Η περίµετρος του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΜΝ.  

iii) Το εµβαδό του µικτόγραµµου τριγώνου ΑΜΝ. 
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ΑΣΚΗΣΗ 32
η
 

Μια έκταση σχήµατος τετραγώνου µε                                       A    30   H        70          ∆ 

πλευρά 100m, πρόκειται να διατεθεί      

για κατασκευή εργατικών κατοικιών.  

Οι κατοικίες θα ανεργεθούν σε τέσσερα                                 70                                        30 

ίσα τριγωνικά οικόπεδα και η υπόλοιπη                                                                             Μ 

έκταση, σχήµατος τετραπλεύρου θα  

χρησιµοποιηθεί ως κοινόχρηστος χώρος                                  Z 

για δενδροφύτευση και κατασκευή γηπέδου  

µπάσκετ.                                                                                  30                                        70 

α) Να βρεθούν τα εµβαδά των τεσσάρων ίσων οικοπέδων 

β) Να βρεθεί το εµβαδό του κοινόχρηστου χώρου                    B      70            K    30    Γ 

γ) Τι είδους τετράπλευρο είναι ο κοινόχρηστος χώρος; Να βρεθούν οι πλευρές του. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 33
η
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 
�90A =

∧

 και ΑΒ=y, ΑΓ=β 

Α∆=ν, Β∆=µ, ΒΓ=x, ∆Γ=κ.                                                                

i) Να συµπληρωθούν οι σχέσεις: 

β
2
=………..=…………..                                                         Α 

ν
2
=……………… 

2

2

β
y

=……………. βy=………….                              y        ν                   β 

ii) Να δειχθεί ότι: .
111

222 νβ
=+

y
                                  Β   ν  ∆        κ                     Γ 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 34
η
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία ∆,Ε της πλευράς ΒΓ έτσι ώστε: Β∆=∆Ε=ΕΓ. Να απόδειχθεί 

ότι:  

i) 
2222 22 ΑΕ−Α∆=∆Ε−ΑΒ    ii)

2222 632 ∆Ε+ΑΕ=ΑΓ+ΑΒ . 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 35
η
 

∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε 
o90=Α

∧

, ΑΒ=5cm, ΑΓ=12cm, Α∆ το ύψος του και ΒΜ 

η διάµεσος του. Προεκτείνουµε την πλευρά ΒΓ κατά ΓΕ=ΒΓ. i) Να συγκρίνετε τα 

εµβαδά των τριγώνων Α∆Γ και ΑΓΕ    ii) Να δείξετε ότι η σχέση που συνδέει τα εµβαδά των 

τριγώνων ΑΒΜ και ΑΒΕ είναι (ΑΒΕ)=4(ΑΒΜ). 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 36
η 

Από σηµείο Μ εκτός κύκλου, φέρνουµε το εφαπτόµενο τµήµα ΜΕ του κύκλου και τις 

τέµνουσες ΜΑΒ και ΜΓ∆. Αν είναι ΑΒ=9, ΓΜ=4, Γ∆=5 να υπολογίσετε: i) το ΜΑ ii) το 

ΜΕ. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 37
η 

∆ίνεται κύκλος (Ο,R), ΑΒ µια διάµετρος του και Μ τυχαίο σηµείο του (διαφορετικό των Α, 

Β). Αν Γ είναι το µέσο της ΟΑ και ∆ το µέσο της ΟΒ, ενώ η ΜΓ τέµνει τον κύκλο στο Ε και 

η Μ∆ στο Ζ τότε να αποδείξετε ότι:
3

10
=

∆Ζ
Μ∆

+
ΓΕ
ΜΓ

. 
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Ζ 

  Ε 

 

ΑΣΚΗΣΗ 38
η 

Ένα τριγωνικό αγρόκτηµα ΑΒΓ χωρίζεται                                           

σε τέσσερα τριγωνικά αγροτεµάχια όπως                                                                  Α 

φαίνεται στο σχήµα, έτσι ώστε: ΑΒ=Α∆
3

2
,     

ΒΕ= ΒΓ
4

1
και ΓΖ= ΑΓ

2

1
.    α) Αν το εµβαδό                                                  ∆   

του ΑΒΓ είναι 48 στρέµµατα να υπολογίσετε το     Β                                       

Γ 

εµβαδό του ∆ΕΖ.  β) Αν τα ∆, Ε, Ζ είναι τα µέσα των ΑΒ, 

ΒΓ, ΑΓ αντίστοιχα να βρεθούν τα εµβαδά  των 

τεσσάρων αγροτεµαχίων. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 39
η
 

∆ίνεται εγγράψιµο τετράπλευρο ΑΒΓ∆, ώστε οι πλευρές του ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α µε τη σειρά 

που δίνονται, να αποτελούν γεωµετρική πρόοδο. Να αποδείξετε ότι η διαγώνιος του Β∆, το 

χωρίζει σε δύο ισεµβαδικά τρίγωνα. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 40
η
 

Το οικόπεδο ΑΒΓ∆ του σχήµατος έχει                                         ∆         Ζ       Γ 

την ΑΒ=55m, Γ∆=25m, Α∆=40m και  

ο90=∆=Α
∧∧

. Πρέπει να χαραχθεί ένας δρόµος                                              υ 

∆ΕΗΖ µε ∆Ε//ΓΒ και ΖΗ//ΓΒ, ο οποίος  

θα χωρίσει το οικόπεδο σε δύο τεµάχια ΑΕ∆  

και ΖΗΒΓ όπως στο σχήµα.   α) Να βρεθεί 

το εµβαδό του οικοπέδου ΑΒΓ∆   β) Να 

βρεθεί το εµβαδό του τεµαχίου ΑΕ∆    

γ) Να βρεθεί το ∆Ζ έτσι ώστε το τεµάχιο 

ΖΗΒΓ να έχει το ίδιο εµβαδό µε το τεµάχιο                                  Α                 Ε        Η       Β 

ΑΕ∆   δ) Ποιο είναι το πλάτος του δρόµου   

∆ΕΗΖ στην περίπτωση (γ); 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 41
η
 

∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα  ΑΒ  και τα σηµεία του ∆Γ, έτσι ώστε ∆Β=Γ∆=ΑΓ . Αν 

Μ τυχαίο σηµείο, εκτός του ευθυγράµµου τµήµατοςΑΒ . 

Να δείξετε ότι  
2222 33 ΜΓ+ΜΒ=ΜΒ+ΑΜ  

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 42
η
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  µε 
222 2αγβ =+ . Αν η διάµεσος ΑΜ τέµνει το περιγεγραµµένο 

κύκλο του τριγώνου στο ∆ να δείξετε ότι: 

α) 
6

3α
=Μ∆   β) ( ) ( )Β∆Γ=ΑΒΓ 3  
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ΑΣΚΗΣΗ 43
η
 

Από ένα εξωτερικό σηµείο Α  κύκλου ( )R,Ο  φέρουµε µια τέµνουσα ΑΒΓ  έτσι ώστε 

ΒΓ=ΑΒ . Αν 7R=ΟΑ  τότε να δείξετε ότι: 

i) ΒΓ=ΑΒ =λ3 

ii) η γωνία 
∧

ΑΟΓ είναι αµβλεία 

iii) η προβολή της ΟΓ πάνω στην ΟΑ είναι ίση µε ΟΑ
7

2
 

iv) Να δείξετε ότι 
( )
( ) 2

1
=

ΑΟΓ
ΒΟΓ

και στην συνέχεια να υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου 

∧

ΑΟΓ  

v) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος που ορίζεται από την χορδή ΒΓ  και 

το µέτρο του τόξου 
∩

ΒΓ  
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