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ΠΠΡΡΟΟΛΛΟΟΓΓΟΟΣΣ  

  

  

  
  

  ΣΣττοο  εεγγχχεε ιιρρ ίίδδ ιιοο  ααυυττόό  ππεερριιλλααµµββάάννεεττααιι   ττοο  ββαασσιικκόό   ππρρόό--

γγρρααµµµµαα  αασσκκήήσσεεωωνν  µµεε  ττοο  οοπποοίίοο  εεκκππααιιδδεεύύοοννττααιι   οο ιι   µµααθθηηττέέςς  ττοουυ  φφρροο--

ννττ ιισσττηηρρίίοουυ  22000011  ––  ΟΟΡΡΟΟΣΣΗΗΜΜΟΟ..   

  ΟΟ  ααννααγγννώώσσττηηςς  µµεεττάά  ττηηνν  µµεελλέέττηη  ττοουυ  µµπποορρεε ίί   νναα  δδ ιιααππιι --

σσττώώσσεε ιι   όόττ ιι   οο ιι   αασσκκήήσσεε ιιςς   εε ίίννααιι   εεννααρρµµοονν ιισσµµέέννεεςς  σσττοο  ““ππννεεύύµµαα„„   ττωωνν  

αασσκκήήσσεεωωνν  ττωωνν  ππααννεελλλλήήνν ιιωωνν  εεξξεεττάάσσεεωωνν..   

  ΟΟ  ττ ίί ττλλοοςς  ττοουυ  εε ίίννααιι   ΧΧΡΡΥΥΣΣΗΗ  ΤΤΟΟΜΜΗΗ  γγ ιιααττ ίί   ππρροοσσππααθθήήσσααµµεε   

ηη  πποοσσόόττηητταα  ττωωνν  αασσκκήήσσεεωωνν  νναα  εε ίίννααιι   όόσσοο  γγ ίίννεεττααιι   ιιδδαανν ιικκήή  όόππωωςς  ηη  

χχρρυυσσήή  ττοοµµήή..   

  ΓΓ ιιαα  ττοουυςς  µµααθθηηττέέςς  πποουυ  δδεενν  γγννωωρρίί ζζοουυνν  ττηηνν  έέννννοο ιιαα  ττηηςς  

χχρρυυσσήήςς  ττοοµµήήςς  ππααρρααθθέέττοουυµµεε   έένναα  σσχχεεττ ιικκόό  ααρρθθρράάκκ ιι ..   

  

              

  

  

  

                  ΜΜεε  ττ ιιµµήή  

  

                      ΟΟιι   σσυυγγγγρρααφφεε ίίςς     

  

                    ΑΑΘΘ..   ΛΛΙΙΠΠΟΟΡΡ∆∆ΕΕΖΖΗΗΣΣ  

                  

                      ΑΑΡΡ..   ΣΣΕΕΜΜΣΣΙΙΡΡΗΗΣΣ  

    

                    ΚΚ..   ΣΣΟΟΥΥΛΛΤΤΑΑΝΝΙΙ∆∆ΟΟΥΥ  
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ΧΧΡΡΥΥΣΣΗΗ  ΤΤΟΟΜΜΗΗ  
 
 
 

 Το ιδιαίτερο σύµβολο της σχολής των Πυθαγορείων ήταν ένα αστέρι µε πέντε κορυ-
φές εγγεγραµµένες σε ένα κανονικό πεντάγωνο. Οι διαγώνιοι του κανονικού πενταγώνου 
που σχηµατίζουν το αστέρι τέµνονται µεταξύ τους ώστε να σχηµατίζουν ένα µικρότερο ανε-
στραµµένο κανονικό πεντάγωνο, στο οποίο αν φέρουµε τις διαγωνίους σχηµατίζεται ένα 
µικρότερο αστέρι κ.ο.κ. Το όλο σχήµα τώρα εµφανίζει ορισµένες συναρπαστικές ιδιότητες 
που αποτέλεσαν τη βάση της κορυφαίας αισθητικής αρµονίας στο χώρο των κατασκευών 
και της διακοσµητικής γενικά. Κάθε σηµείο τοµής των διαγωνίων διαιρεί τις διαγωνίους  σε 

δύο τµήµατα άνισα που έχουν λόγο φ= 
5 1

1,618033988749894848204586834
2

+
= . 

Αυτός ο λόγος είναι το πηλίκο της διαγωνίου προς το µεγαλύτερο τµήµα αλλά και του µεγα-
λύτερου προς το µικρότερο. Αυτός ο λόγος αποδείχτηκε ότι δηµιουργεί την κορυφαία αι-
σθητική αρµονία. Παρατηρείται όχι λίγες φορές στον Παρθενώνα που θεωρείται παγκοσµί-
ως µία ανυπέρβλητη κατασκευή από άποψη καλαίσθητης αρµονίας (βλ. σχήµα). 
 Επίσης αν κάποιος καθηγητής σχεδιάσει µερικά ορθογώνια στον πίνακα και σ’ ένα 
από αυτά ο λόγος των διαστάσεων του είναι φ, θα παρατηρήσει ότι οι περισσότεροι µαθη-
τές, αυτό το ορθογώνιο θα επιλέξουν ως το οµορφότερο.  
 Το ιδεώδες της οµορφιάς που προσφέρει ο λόγος φ της χρυσής τοµής εµφανίζεται 
και στη φύση. Τα περισσότερα από τα λουλούδια έχουν 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ή 89 πέτα-
λα. Παρατηρείται ότι πηλίκα δύο διαδοχικών τέτοιων αριθµών ολοένα πλησιάζουν προς τον 

αριθµό φ. Π.χ. 
89

55
=0,61. Οι  αριθµοί της ακολουθίας Fibonacci είναι οι παραπάνω αριθµοί. 

Πρέπει όµως να σηµειώσουµε ότι ο λόγος φ εµφανίζεται εκατοντάδες χρόνια πριν τους πυ-
θαγόρειους. Στην πυραµίδα της Γκίζας ο λόγος του ύψους της προς µισό της ακµής της 
βάσης της είναι φ. Επίσης ο αιγυπτιακός πάπυρος Rhind αναφέρεται στον «ιερό λόγο» φ. 
 Όµως η χρυσή τοµή ως «θεϊκός λόγος» συνεχίζει να βασιλεύει στο χώρο της αισθη-
τικής και την εποχή της Αναγέννησης όπου σε πίνακες ζωγραφικής και αγάλµατα εµφανίζε-
ται ο λόγος φ. Στα µεν αγάλµατα ο λόγος φ επιδιώκεται στις διαστάσεις π.χ. το πηλίκο της 
απόστασης από τον αφαλό ως το έδαφος προς όλο το ύψος του αγάλµατος προσεγγίζει 

τον τιµή φ, ενώ στη ζωγραφική επιλέγουν το «χρυσό ορθογώνιο» (
ΑΓ
Γ∆

=φ) ενώ σε ζωγρα-

φική τοπίου φροντίζουν τη γραµµή του ορίζοντα να τη σχεδιάζουν εκεί που χωρίζει το ορ-

θογώνιο σε λόγο (
ΑΓ
ΑΒ

=φ). 
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ΜΜιιγγααδδιικκοοίί  ααρριιθθµµοοίί  
  

  

ΒΑΣΙΚΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ – ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ 
 

Το σύνολο των φανταστικών αριθµών:  
 

Ι = { αριθµοί της µορφής κi, όπου κ   και i²= -1} 

π.χ. 
2

1
i ,  3i ,  -2i ,  2 i ,  4,8i ,  -

4

3
i , - 3 i 

 
Γεωµετρική αναπαράσταση των φανταστικών στο επίπεδο 
 

Είναι σηµεία του άξονα yy΄ µε τεταγµένη το κ. Ο άξονας yy΄ θα λέγεται άξονας των φα-
νταστικών αριθµών και ο xx΄ των πραγµατικών. 

� Τοποθέτησε τα παραπάνω παραδείγµατα στο επίπεδο των αξόνων. 
 
∆υνάµεις του i 
 

Τύπος: 
 1 αν  ν = 4κ, 
  i αν  ν = 4κ +1, 
 -1 αν  ν = 4κ +2, 
 - i αν  ν = 4κ +3, 

π.χ. i
2003

= i
3+·500 4

= -i 

ή αλλιώς χωρίς χρήση του τύπου:  i
2003

= ( 2
i )

1001
·i= (-1)

1001
·i = -1·i= - i 

i-=
1

i
=

i

i
=

i·i

i·1
=

i

1
2

-
 

Επίσης, ορίζουµε 
0
i =1. 

 
Το σύνολο των Μιγαδικών Αριθµών 
 

 = {αριθµοί της µορφής α+βi, όπου α, β   } 
Έτσι έχουµε         . ∆ηλαδή, το  είναι το υπερσύνολο όλων των συνόλων που 
έγιναν γνωστά έως τώρα.  

α= Re(z) το πραγµατικό µέρος του µιγαδικού z= α+βi και 

β= Im(z)  το φανταστικό µέρος του µιγαδικού z= α+βi 
 
Ισότητα µιγαδικών: 
 

Αν z1= α+βi και z2= γ+δi τότε λέµε  ότι: 
 

 
 

 
Γεωµετρική παράσταση µιγαδικού  z= x+yi: 
 

Είναι το σηµείο του επιπέδου µε συντεταγµένες (x, y), δηλαδή Μ(x, y). Η εικόνα του z στο 
επίπεδο συµβολίζεται Μ(z). 

z1= z2  αν και µόνο αν α=γ και β=δ 

κ   { v
i = 
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ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΟ ΣΥΝΟΛΟ  ΤΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ  
 
Πρόσθεση 
 

Αν z1= α+βi και z2= γ+δi τότε: 

  
 

 
Η πρόσθεση ορίζεται επαγωγικά και για περισσότερους από δύο µιγαδικούς. Επίσης, πολύ 
εύκολα µπορείς να διαπιστώσεις ότι όπως ορίστηκε η πρόσθεση µιγαδικών αριθµών ορίζε-
ται η αντιµεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα. 
 
Αφαίρεση 
 

 
 

 
Πολλαπλασιασµός Μιγαδικών Αριθµών 

 
 
 

 

Αν δεν θυµάσαι τον τύπο, να κάνεις τον πολλαπλασιασµό (α+βi)(γ+δi) µε την εφαρµογή της 
επιµεριστικής ιδιότητας και το αποτέλεσµα να το γράφεις στη µορφή µιγαδικού οπότε κατα-
λήγεις στον τύπο. 
 
Πηλίκο µιγαδικών 

 
 
 
 

 

Αν δε θυµάσαι τον τύπο για να βρεις το αποτέλεσµα 
iδ+γ

iβ+α
 να πολλαπλασιάζεις αριθµητή 

και παρονοµαστή µε τον (γ-δi) και µετά την εκτέλεση των πράξεων φτάνεις στο αποτέλεσµα 
του τύπου. 
 
Αντίστροφοι του z= α+βi 

 
 
 
 

 

Για να µην τον θυµάσαι απ’ έξω κάνε ότι υποδείξαµε για το πηλίκο µιγαδικών. 
 
 
Συζυγής του z=α+βi 
 
Συµβολίζεται µε z  και είναι ο µιγαδικός z =α-βi 
 
 

z1 + z2 = (α+γ)+(β+δ)i 

z1 - z2 = (α-γ)+(β-δ)i 

z1 ·z2 = (αγ-βδ)+(αδ+βγ)i 

i
²δ+²γ

αδβγ
+

²δ+²γ

βδ+αγ
=

z

z -

2

1
 

i
²β+²α

β
+

²β+²α

α
=

z

1 -
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Ιδιότητες Συζυγών 
 

1.    =  +   

2.    =   -  

3.    =  ·  

4.    

5.    

6.   

7.   z    z =z  και z  Ι  z = -z           
 
 
 

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΠΡΑΞΕΩΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ 

 
Πρόσθεση 
 

 

Το διάνυσµα  ονοµάζεται διανυσµατική ακτίνα του µιγαδικού z1. Οµοίως και για τα υπό-
λοιπα. 
 
Αφαίρεση 
 

 
 

(κανόνας 
παραλληλογράµµου) 

z1-z2= z1+(-z2)  

(Τη σηµαντική αυτή ιδιότητα δυστυχώς το σχολικό 
την έχει ως άσκηση 8, Β΄ Οµάδα, σελ.96) 
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Συζυγής του z=α+βi 
 

 
 
Οι εικόνες των συζυγών είναι σηµεία συµµετρικά ως προς τον άξονα xx΄  
 

ΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ αz²+βz+γ=0 ΜΕ α, β, γ   ΚΑΙ α≠0 ΚΑΙ z    
ΚΑΙ ∆ 0 

 
 

 

(Ισχύουν και σε αυτή την περίπτωση οι τύποι του Vietta, δηλαδή 
α

β
 - =z+z 21  και 1z · 2z =

α

γ
) 

 
ΜΕΤΡΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ 

 
Ορισµός 
 

Ονοµάζεται ο µη αρνητικός αριθµός 22
y+x και συµβολίζεται µε|z|, όταν z=x+yi 

 

Γεωµετρική ερµηνεία |z|: 
 

 
(Εξ ορισµού παρατηρούµε ότι προκύπτει |z|=  δηλαδή, |z| είναι το µήκος (ΟΜ)) 
 
Ιδιότητες του µέτρου µιγαδικού 
 

1.   z-=z=z  

2.   zz=z
2

 

3.   2121 z·z=z·z  

4.   
vv

z=z  

5.   21 z-z ≤ 21 z+z ≤ 21 z+z  

6.   
2

1

2

1

z

z
=

z

z
 

 
α2

∆-i±β-
=z 2,1  

z2≠0 
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ΒΑΣΙΚΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΤΟΠΟΙ 
 

Το σύνολο των εικόνων του z=x+yi για τον οποίο: 

 Re(z)=0 είναι ο άξονας των φανταστικών αριθµών (yy΄) 

 Im(z)=0 είναι ο άξονας των πραγµατικών (xx΄) 

 Re(z)=Im(z) είναι η διχοτόµος y=x της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων 

 Re(z)+Im(z)=0 είναι η διχοτόµος y= -x της 2ης και 4ης γωνίας των αξόνων 

 Re(z)≥0 είναι τα σηµεία του ηµιεπιπέδου δεξιά του άξονα yy΄ µε τα σηµεία του yy΄ 

 |z|=ρ, µε ρ>0 είναι τα σηµεία του κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ 

 |z-z0|=ρ, µε ρ>0 όπου z0 = x0+ y0i γνωστός µιγαδικός αριθµός. Είναι κύκλος µε κέντρο 

την εικόνα του z0 δηλαδή, το σηµείο Κ(x0, y0) και ακτίνα ρ. 

 |z1-z2| εκφράζει γεωµετρικά την απόσταση των εικόνων τους 

 | z-z1|= |z-z2| είναι η µεσοκάθετη του τµήµατος µε άκρα τις εικόνες των z1 και z2 

 

 ρ1≤|z-z0|≤ρ2, µε ρ1>0 και ρ2>0 είναι κυκλικός δακτύλιος 

 

 |z+γ|+|z-γ|=2α, όπου α>γ>0 είναι έλλειψη µε εστίες τα σηµεία Ε (γ, 0) και Ε΄(-γ,0) 

 ||z+γ|-|z-γ||=2α, όπου 0<α<γ είναι υπερβολή µε εστίες τα σηµεία Ε (γ, 0) και Ε΄(-γ, 0) 

 

K(x
0
, y

0
) 

z0=x0+y0i 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

Α. Προτεινόµενες από το σχολικό βιβλίο 
 

1. Α΄ ΟΜΑ∆Α σελ. 95: 8, 12, 14 και Β΄ ΟΜΑ∆Α: 3 έως και 9 
2. Α΄ ΟΜΑ∆Α σελ. 101: 4 έως και 9 και Β΄ ΟΜΑ∆Α: όλες 
3. Γ΄ ΟΜΑ∆Α σελ. 123: 1, 2, 3, 4  
 
Β. Επιλογή Ασκήσεων από Ελληνική και Ξένη Βιβλιογραφία και Ασκήσεις του Συγγραφέα 
 

Πράξεις µιγαδικών 
 

1. Να δείξετε ότι 0=
i

1
+

i

1
+

i

1
+

i

1
=i+i+i+i 3+v2+v1+vv

3+v2+v1+vv , για κάθε ν  *. 

 

2. Αν οι θετικοί ακέραιοι ν1, ν2, ν3, ν4 διαιρούµενοι µε 4 δίνουν το ίδιο υπόλοιπο να δείξετε 
ότι: 

 α) 4321 vvvv
i=i=i=i  και β) 1=i 4321 v+v+v+v

 
 

3. Να προσδιορίσετε τους µονοψήφιους θετικούς ακεραίους ν για τους οποίους το άθροι-

σµα Σ=1+ v321
i+...+i+i+i  είναι πραγµατικός αριθµός. 

[Απ.: ν  {3, 4, 7, 8}] 

4. Να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων: α) 200420032001
i

1
+

i

1
+

i

1
,  β) i· 2

i ·
3
i ···

2004
i  

[Απ.: α)1, β)-1] 

 

5. Να δείξετε ότι 2=
xyi+1

xyi
+

xyi1

i+xy
v4v4

-

-
, όπου x, y   και ν  *. 

 

6. Να βρείτε τον αριθµό λ  3 ώστε ο µιγαδικός 
1)i-(λ-λ

i2+λ
=z  να είναι πραγµατικός αριθ-

µός. 
[Απ.: λ=0 ή λ= -1] 

 

7. Να προσδιορίσετε τους πραγµατικούς αριθµούς x, y,  ώστε να ισχύει η ισότητα: 

)i7+y(+)i5+x(+)i+1(+
i+1

yi+x
2-yi)-(x=yi)+i)(x-(1-)yi+x(+4+2-

2004221002  

[Απ. x=1 και y=3 ή x=3 και y=1] 
 

8. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) 0=1+z+z
2

  β) 0=1-z
3

  γ) 0=z-z
3

 
 όπου z=x+yi 

[Απ.:α) i
2

3
-

2

1
-=z1 ,  i

2

3
+

2

1
-=z2   β) 1z =1 ,  i

2

3
-

2

1
-=z2  ,  

 i
2

3
+

2

1
-=z3   γ) 1z =0 ,  2z =1 ,  3z = -1 , 4z =i,  5z = -i] 
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9. Βρείτε τις τετραγωνικές ρίζες του µιγαδικού z =5+12i. (Υπόδειξη: Έστω w=x+yi η τετραγω-
νική ρίζα του z τότε w² = z  και κατόπιν πράξεις. Προσοχή: Μη χρησιµοποιήσετε για τη ρίζα των 

µιγαδικών το σύµβολο γιατί αυτό χρησιµοποιείται µόνο για τους πραγµατικούς αριθµούς.) 

[Απ.: 2i+3=z1
 2i--3=z2

] 
 

10. Να λύσετε τις εξισώσεις  

α) 0=i)-(1-iz 22-z)i+1(
2 , z   

β) 0=6+
i+z

i-z
5-

i+z

i-z
2

, z   

[Απ.:α) i
2

2
+

2

2
=z=z 21    β) -2i=z1 ,  -3i=z2 ] 

11. Να λύσετε την εξίσωση 0=2i-i)z-1(2-z
2 , όπου z  . 

[Απ.: i 2-=z1 ,  2=z2 ] 
 

12. Να λύσετε στο  το σύστηµα. (Υπόδειξη: Επιλέξτε τη µέθοδο των οριζουσών) 
6=i)y-2(+i)x+(2  

8=2i)y-3(+i)x2+(3  

[Απ.: x=2+i και y=2-i]  
 

13. Να δείξετε ότι: 

α) z  3  z =z 

β) Να δείξετε ότι οι αριθµοί: 1.
zz+1

z2
+

zz+1

z2
=w  ,  2. 2121 zz+zz=u   και  

3. 22212111 zz+)zz+zz(2004+zz=v , είναι πραγµατικοί αριθµοί.  Είναι z, z1, z2   
   

Μέτρο Μιγαδικού 
 

14. Να δείξετε ότι: 
α) z  I  z = -z 

β) Αν |z|=1 τότε ο αριθµός 
z-1

z+1
=w  είναι φανταστικός 

 

15. Να δείξετε ότι: 

α) Αν |z1|=|z2|=1 τότε 
21

21

zz+1

z+z
=w   ℝ  

β) Αν |z+i|=|z-i| τότε z   

γ) Αν |z+IzI|+|z-IzI|=2|z|  τότε z  ℝ  
 

16. Αν z1, z2 µη µηδενικοί αριθµοί του  και |z1+z2|=|z1-z2| να δείξετε ότι 
2

1

z

z
  I. 

 

17. Αν z1, z2 οι ρίζες της εξίσωσης 0=1+z+z
2

 να δείξετε ότι: 

α) |z1|=|z2|=1 

β) ο αριθµός 

2

21

21

z-z

z+z
=w είναι πραγµατικός 

γ) να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης Α= ( ) ( ) 2004
2001

21

2002

21 +⋅−+ zzzz  
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18. Αν για τους µιγαδικούς z1, z2  ισχύει |z1|² +|z2|²= |z1-z2|² να δείξετε ότι |z1+z2|=|z1-z2|. 
 

19. Έστω )|z|+1)(|z|+1(+x|z-z|2+x=)x(f
2

2

2

121

2
, όπου z1, z2  . Να δείξετε ότι f(x) 0 

για κάθε x  . Πότε ισχύει η ισότητα; (Εισαγωγικές Α.Ε.Ι.) 
 

20. Αν z1, z2, z3   και |z1|=| z2|=|z3|=1 τότε να δείξετε ότι: 

α) 
321

321 z

1
+

z

1
+

z

1
=|z+z+z|  

β) Αν z1+z2+z3 =2 τότε 2
111

321

=++
zzz

 

 

21.  Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α) i2+1=z-|z|  

β) 0=-3|z|8+z4
22

 

[Απ.: α) i2-
2

3
=z ,  β) i

2

3
=z1 , i

2

3
-=z2

,  
2

1
=z3  ,  

2

1
-=z4 ] 

 

22. ∆ίνονται οι µιγαδικοί  z1, z2, z3 και οι )z+z(z=z 321 , )z+z(z=w 312  και )z-z(z=u 213 . Να 

αποδείξετε ότι αν z, w   Ι, τότε u  Ι 
 

23. Να δείξετε ότι αν 4=
1+z

16+z
τότε η εικόνα του z  είναι σηµείο κύκλου µε κέντρο την αρ-

χή των αξόνων και ακτίνα  4. 
 

24. Να δείξετε ότι  αν |2z+3|=1 τότε 1=|1+z|+|2+z|
22

 
 

25. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί |z1|=5,  z2=5+12i. Να υπολογίσετε τη µέγιστη και ελάχιστη 
τιµή της παράστασης Α= |z1+ z2| 

[Απ.: µέγ:18, ελάχ:8] 
 

26. Αν για τους µιγαδικούς z και w  ισχύει ότι 1=
wz-1

w-z
 να δείξετε ότι ένας τουλάχιστον ι-

σούται µε τον αντίστροφο του συζυγούς αυτού. 
 

27. Αν |z-1+i|=2 να βρείτε τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή της παράστασης Α=|z-5+4i| (Παρό-
µοια εκφώνηση: Να δείξετε ότι αν |z-1+i|= 2 τότε 3  |z-5+4i|  7) 

[Απ.: µέγ:7, ελάχ.:3] 
 

28. Να λύσετε την εξίσωση z²+2(1+συνθ)z+2(1+συνθ)=0 και να υπολογίσετε τα µέτρα των 
ριζών της. 

[Απ.: z1= -1-συνθ-iηµθ ,  z2= -1-συνθ+iηµθ και |z1|=|z2|=2
2

θ
συν ] 

 

29. ∆ίνεται ο µιγαδικός z και έστω 
z-1

zi+2
=)z(f ,  z≠1 

α) Να βρείτε το µέτρο του µιγαδικού f(2) 

β) Να δείξετε ότι ο αριθµός 
2004

]f[=w )2(  είναι πραγµατικός. 
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γ)Να δείξετε ότι |z|=
i+f

2-f

(z)

)z(
 

δ)Αν |z|=1 και Μ η εικόνα του f(z) στο µιγαδικό επίπεδο να αποδείξετε ότι το Μ ανήκει 
σε ευθεία. 

[Απ.: α)2 2  β)w = -23006  δ)µεσοκάθετη του  
ευθύγραµµου τµήµατος µε άκρα Α(2, 0) και Β(0, -1)] 

 

Γεωµετρικοί Τόποι 
 

30. Βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z   για τον οποίο ισχύει: 

α) 0=
z

1
+zlm    β) |z -1+i|=2   γ) 1=

i+z

1-z
   δ) |z -i -1|=|z -1+i|   ε) 2≤|z -2 -i|≤5 

 [Απ.: α)xx΄ ή στον κύκλο x2+y2=1  β)κύκλος κέντρου Κ(1, -1) και ακτίνας ρ=2  
γ)Μεσοκάθετη του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ µε Α(1, 0) και Β(0, -1)  δ)  Μεσοκάθετη 
του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ µε Α(1, 1) και Β(1, -1)  ε)κυκλικός δακτύλιος κέντρου 

Κ(2, 1) και πλάτους 3] 
  

31. Να βρείτε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου για τα οποία ο αριθµός:  

α) 
1+z

i3+z
=w  είναι φανταστικός, όπου z µιγαδικός µε z≠ -1 

β) Οµοίως για τον αριθµό 
3-z

i2+z
=u  όπου z µιγαδικός µε z≠3 

[Απ.: α) κύκλος µε κέντρο Κ
2

3
-,

2

1
-  και ακτίνα 

2

10
=ρ , 

                        εκτός του σηµείου (-1, 0). 

                  β) κύκλος κέντρου Κ 1-,
2

3
 και ακτίνας ρ=

13

2
 

                                                                 εκτός του σηµείου (3, 0). 
 

 

32. Να βρείτε στο σύνολο των εικόνων Μ(z) του µιγαδικού z για τον οποίο ισχύει 
α) |z+4|=2|z+1|. 
Οµοίως για τους µιγαδικούς που ισχύει: 

β) )z+z(4=)z-z(-)z+z(
22

 

γ) συνθ)i+(1+ηµθ)-1(=z , θ  (0,2π] 

[Απ.:α)Κύκλος κέντρου Κ(0,0)και ακτίνας ρ=2   β)κύκλος κέντρου 
Κ(1,0) και ακτίνας ρ=1   γ)κύκλος κέντρου Κ(1,1) και ακτίνας ρ=1] 

 

33. Να βρείτε το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που αποτελούν τις εικόνες του µιγαδι-
κού z=x+yi για τον οποίο ισχύει αντίστοιχα µία από τις παρακάτω σχέσεις: 

 α) |z -3+2i|≤|z -5i| β) |z+3|+|z -3|=8 γ) |Iz -3I-Iz+3I|=4 

 δ) 1>
z

z-2
 ε) |4z -8 +12i|=16 στ) |z -i|≤(1+i)

8
 

[Απ.: α)το ηµιεπίπεδο που ορίζεται από τη µεσοκάθετη του ευθύγραµµου τµήµατος που 
συνδέει τα σηµεία Α(3, -2), Β(0,5) και το σηµείο Α(3, -2) µε τα σηµεία της µεσοκαθέτου. 

β)έλλειψη µε εστίες Ε΄(-3, 0) και Ε(3, 0) και µεγάλο άξονα 2α=8 και µικρό 2β= 72  
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(β
2
=α

2
-γ

2
)  γ) Υπερβολή µε εστίες Ε΄(-3, 0), Ε(3, 0) και κορυφές τα σηµεία Α(2, 0), Α΄(-2,0) 

δ)Το ηµιεπίπεδο που ορίζεται από τη µεσοκάθετη του ευθύγραµµο τµήµατος µε άκρα τα 
σηµεία Α(2, 0), Β(0, 0) και το σηµείο Β(0, 0), χωρίς τα σηµεία της µεσοκαθέτου  ε)κύκλος 

κέντρου Κ(2, -3) και ακτίνας ρ=4   στ)Τα εσωτερικά σηµεία του κυκλικού δίσκου µε κέντρο 

Κ(0, 1) και ακτίνας ρ=2
4
 µε τα σηµεία της περιφέριας του.] 

 
34. Να δείξετε ότι α) η εικόνα του µιγαδικού z=4ηµθ-3συνθi, θ   είναι σηµείο της έλλειψης 

1=
9

y
+

16

x
22

, ενώ β) η εικόνα του µιγαδικού w=(ηµθ-1)
 2

+4(1-ηµθ)i, θ   είναι σηµείο της 

παραβολής y
2
=16x. 

[Απ.: 1)x=4ηµθ, y= -3συνθ και ηµ
2
θ+συν

2
θ=1… 

2)x=(ηµθ-1)
 2

, y=3(1-ηµθ) οπότε y
2
=…] 

 

35. Αν για το µιγαδικό z ισχύει |z-3-4i|=2 να βρείτε: 
α) Τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του στο επίπεδο. 
β) Τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της παράστασης Α=|z-6-8i| 
γ)  Για ποιους µιγαδικούς ισχύει το β) ερώτηµα; 

[Απ.: Κύκλος µε κέντρο Κ(3, 4) και ακτίνα ρ=2,  β)3≤Α≤7,  γ) i
25

96
+

25

72
=z1 ,  i

25

104
+

25

78
=z2 ] 

 

36. Αν για τον µιγαδικό z ισχύει |z-6-8i|=5 να βρείτε: 
α) τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z στο επίπεδο 
β) τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή του µέτρου του z 
γ) τους µιγαδικούς αριθµούς για τους οποίους προκύπτει το β’ ερώτηµα 

[Απ.: α) κύκλος κέντρου Κ(6, 8) και ακτίνας ρ= 5   
β) µέγ.:|z|=15, ελάχ.:|z|=5  γ) z1=3+4i, z2=9+12i] 

 

37. Ένα σηµείο Μ κινείται στο επίπεδο και η θέση του την κάθε χρονική στιγµή t είναι η ει-
κόνα Μ(z) του µιγαδικού z=(1+t)+(3+2t)i. Να βρείτε: 
α) Το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z 
β) Την ελάχιστη τιµή της παράστασης Α=|z-7| 
γ) Το µιγαδικό z για τον οποίο ισχύει το ερώτηµα β 
δ) Ποια χρονική στιγµή συµβαίνει το ερώτηµα β; 

[Απ.:α)ευθεία y=2x+1  β)A= 53   3)z=1+3i  γ)t=0] 
 

38. ∆ίνονται οι µιγαδικοί z1, z2 για τους οποίους ισχύει |z1+3-7i|=2 και |z2 -1-4i|=1. Να βρεί-
τε: 
α)Τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων των z1 και z2 στο επίπεδο 
β)Τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή της παράστασης Α=|z1-z2| 

[Απ.:α) κύκλος κέντρου Κ(-3, 7) και ακτίνας ρ1=2  
κύκλος κέντρου Λ(1, 4) και ακτίνας ρ2=1,  β) 2≤Α≤8] 

  
39.  ∆ίνονται οι µιγαδικοί z1=x1+y1i και z2 =x2+y2i: 

α)Να δείξετε ότι όταν η εικόνα Μ(z1) του z1 κινείται στον κύκλο κέντρου Ο(0, 0) και ακτί-

νας ρ=4 τότε το σηµείο Ν(z2) που είναι εικόνα του µιγαδικού z2=z1+
1z

8
κινείται στην έλ-

λειψη 4

y
+

36

x
22

=1 
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β) όµοια αν η εικόνα Μ(z1) του z1 κινείται στη διχοτόµο της 1ης γωνίας των αξόνων τότε 

η εικόνα του µιγαδικού z2=z1+
1z

8
 κινείται  στην υπερβολή 16=y-x

22  

 

40. ∆ίνεται µιγαδικός 
4+z

i3-2
=w . Να βρείτε: 

α) το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z  όταν w   
β) το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z  όταν w  Ι 

[Απ.:α)ευθεία 3x+2y+12=0, β)ευθεία 2x-3y+8=0] 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

(Υπόδειξη: Να διδαχτούν στην επανάληψη της ύλης) 
 

41. Το σύνολο των εικόνων του µιγαδικού z για τον οποίο ισχύει: 

=)4+|z(|
2

i
+i)z+z(

4

1
)z+z(

222   είναι σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρ-

τησης f. Αν τώρα θεωρήσουµε το µιγαδικό i2+)zz(i+)z+z(
2

3
=w -

2
, το σύνολο των 

σηµείων του επιπέδου όταν w  Ι είναι σηµεία της Cg συνάρτησης g. Να βρείτε: 
α) τη συνάρτηση f 
β) Τη  συνάρτηση g 

γ) Το εµβαδόν του χωρίου µεταξύ των fC  και gC  

[Απ.:α)f(x)=x
3
+2x   β)g(x)=3x

2
   γ)E= 

2

1
τ.µ.] 

 

42. ∆ίνεται ο µιγαδικός i2)+z-z(+)z+z(=w
2 , όπου z=x+yi, x, y  3. Να δείξετε ότι: 

α) όταν w  Ι τότε η εικόνα του z είναι το σηµείο της παραβολής y=2x
2
 

β) υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τους άξονες xx΄ και yy΄, 
την Cf και την ευθεία x= -1 
γ)Από το σηµείο που είναι εικόνα του µιγαδικού z=2+6i βρείτε τις εξισώσεις των εφα-
πτόµενων που άγονται από αυτόν. 

[Απ.:β)Ε=
3

2
τ.µ.  γ) 1ε :y=4x-2 και 2ε : y=12x-18] 

 

43. ∆ίνεται ο µιγαδικός z=συνθ+iηµθ, θ  (0, 2π) και ο µιγαδικός 
z1

z1
w

−
+

= .  

 Να δείξετε:  1) 
z

1
z =    2) w ∈ Ι  και  

  3) να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫
π

π

θ

2

dw . 

[Απ.:ln2] 
 

44. Αν z=x+yi και 
2223

z9-)z3(lm+)zRe(3+)1-z3(Re+)z(Re=)x(f  να βρείτε: 

α) Τα τοπικά ακρότατα και το σηµείο καµπής της συνάρτησης f 
β) Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από Cf και την ευθεία που ενώνει τα τοπι-
κά ακρότατα και το σηµείο καµπής. 

[Απ.:Στο x= -1τ.µ., Στο x=1 τ.ε, x=0 Σ.Κ.] 

[ ] 
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45. ∆ίνεται ο µιγαδικός z=1-συνθ-iηµθ και θ  [0, 2π] 

α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα:Ι= ∫
π

0

θdiz  

β) Αν 
2

π
=θ  να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου που είναι εικόνες 

του µιγαδικού w=x+yi, x,y   για τον οποίο z=
1+w

1-w
 

[Απ.:1)Ι=4  2)κύκλος Κ(-3, 0) και ρ= 22 ] 
 

46. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα: Ι= ∫ +

π

0
1 εφθ

θ
i

d
 

[Απ.: Ι=2] 
 

47. ∆ίνεται ο µιγαδικός z=x+yi και |z|=1. Να βρείτε: 

α) Τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή της συνάρτησης f(x)= 2+z-z
3

 

β) Ποιών µιγαδικών εικόνες είναι τα σηµεία του προηγούµενου ερωτήµατος; 

 [Απ.:α)µέγ: 13  ελάχ:      β)         ] 
 

48. ∆ίνονται οι µιγαδικοί z=f(0)+i και w=1+f(1)i για τους οποίους ισχύει |z+w|=|z-w| όπου f 
µία συνάρτηση συνεχής στο [0, 1]. α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f έχει µία τουλάχι-

στον ρίζα στο [0, 1].  β) Να δείξετε ότι ο Izwu ∈=  

 
49. ∆ίνονται οι µιγαδικοί  z=3+(x-3)i και w=1+ilnx. Να δείξετε ότι υπάρχει ένας µόνο  

x  (1, e), ώστε το γινόµενο να είναι πραγµατικός αριθµός. 
 

50. ∆ίνεται µία συνάρτηση f συνεχής στο [α, β] και οι µιγαδικοί )α(if+α=z
2

 και 

2
iβ+)β(f=w  µε αβ≠0 και για τους οποίους ισχύει 

222
z-w=z+w . Να δείξετε ότι: 

α) 0=wz+zw  
β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0  (α, β) στο οποίο η γραφική παράσταση της f τέµνει 

τον xx΄ 
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Ασκήσεις από το Αρχείο των Πανελληνίων Εξετάσεων Προηγούµε-
νων Ετών (1984 – 2005)  

 
 

Πανελλήνιες1984 

51. Έστω ένας µιγαδικός z=x+yi µε y≠0. Αν 
1-z

z
=w

2

 να δείξετε ότι w   αν και µόνο αν η 

εικόνα του z στο επίπεδο ορθοκανονικού συστήµατος αξόνων ανήκει σε υπερβολή από 
την οποία έχει εξαιρεθεί η κορυφή της. 

 
 

Πανελλήνιες 1986 
52. Έστω z=(2x-3)+(2y-1)i µε x, y  . Να αποδείξετε ότι στο µιγαδικό επίπεδο ο γεωµετρι-

κός τόπος των σηµείων (x, y) που είναι τέτοια ώστε |2z-1+3i|=3 είναι κύκλος. Στη συνέ-
χεια να βρείτε τις συντεταγµένες του κέντρου του και την ακτίνα του. 

[Απ.: Κ
4

1
,-

4

7
  ρ=

4

3
] 

 

Πανελλήνιες 1989 
53. Να λύσετε στο σύνολο  των µιγαδικών αριθµών την εξίσωση 

0=)1+z(+z+z2+z2+z2+z
223456

 

[Απ.: 1-=z=z 21 , i
2

3
+

2

1
=z3 , i

2

3
+

2

1
-=z4 , i

2

3
-

2

1
-=z5 , i

2

3
-

2

1
=z6 ] 

 

Πανελλήνιες 1991 

54. Αν 
α+iz

αi+z
=w , µε α  3* και z αi τότε να αποδειχθεί ότι  

α) ο w είναι φανταστικός αν και µόνο αν ο z είναι φανταστικός 
β) ισχύει |w|=1 αν και µόνο αν ο z είναι πραγµατικός 
 

 
Πανελλήνιες 1993 

55. ∆ίνεται η συνάρτηση  f(z)= 
z+z

1)+z1)(-z(
µε z   και Re(z) 0 

α) Να δείξετε ότι ( )1f f (z)
z

= −  

β) Να βρείτε το είδος της καµπύλης στην οποία ανήκουν τα σηµεία Μ(x, y) για τα ο-

ποία οι µιγαδικοί αριθµοί z=αx+βyi µε α, β, x, y  3 και αβx 0, ικανοποιούν τη σχέση 
Re[f(z)]=0 

[Απ.: έλλειψη: 1=
y

+
x

2

2

2

2

β

1

α

1
] 

 

Πανελλήνιες 1994 

56. Α. Αν z   να δείξετε ότι για τις λύσεις 1z , 2z  της εξίσωσης 0=1+z+z
2

 ισχύουν 

2

2

1 z=z , 1

2

2 z=z , 1=z
3

1 , 1=z 3

2  και 0=1+z+z 21 . Κατόπιν βρείτε τις κοινές ρίζες των 

εξισώσεων: 0=z+z+)1+z(
322

 και 0=1+z2+z
1416

 



 20 

Β. Θεωρούµε τους µιγαδικούς z, w και 1w τέτοιους ώστε w=z-zi και iα+
α

1
=w1  µε α ∗

ℝ . 

Να δείξετε ότι αν το α µεταβάλλεται στο ∗
ℝ  και ισχύει 1w=w  τότε η εικόνα P του z στο 

επίπεδο κινείται στην υπερβολή 1=y-x
22

 

[Απ.:Α. z=i και z=-i] 
 
 

Πανελλήνιες 1995 

57. i) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς 1z , 2z  ισχύει η ισοδυναµία 
2

21

2

2

2

1 z-z=z+z Re )zz( 21 =0 

ii) Έστω µια συνάρτηση f: [α, β]→ 3 συνεχής στο [α, β] και οι µιγαδικοί z= 2
α + if(a) και 

w=f(β)+i 2
β µε αβ 0. Αν 

222
z-w=z+w  να δείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει µία τουλά-

χιστον ρίζα στο [α, β]. 
 
 
 

Πανελλήνιες 1998 
58. Α. ∆ίνεται ο µιγαδικός z0, µε Im(z0)< 999  και το σύνολο Α των µιγαδικών αριθµών z, µε 

z≠z0 και z≠ 0z , που ικανοποιούν τη σχέση: 

0000 z-zz-z

1998
=

z-z

1
+

z-z

1
 

Να βρείτε τη µεγαλύτερη δυνατή απόσταση που µπορούν να απέχουν µεταξύ τους οι 
εικόνες των µιγαδικών αριθµών του συνόλου Α. Ποιοι είναι αυτοί οι µιγαδικοί αριθµοί; 
Να εξετάσετε την περίπτωση z= 0z . 

 
 

 

Πανελλήνιες 1999 
59. Έστω ένας µιγαδικός αριθµός z=x+yi, x,y  ℝ . 

α)Να αποδείξετε ότι, στο µιγαδικό επίπεδο, ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ(x, y), 

που είναι τέτοια ώστε 6=2i-3-z+1-z
22

, είναι κύκλος. Να βρείτε το κέντρο και την α-

κτίνα του κύκλου αυτού. 
β) Έστω Ο η αρχή των αξόνων του µιγαδικού επιπέδου και ε1, ε2 είναι οι δύο εφαπτό-
µενες που άγονται από το Ο προς τον παραπάνω κύκλο. Να βρείτε τις συντεταγµένες 
των δύο σηµείων επαφής. 
 
 
 

Πανελλήνιες 2000 

60. ∆ίνεται ο µιγαδικός 
i3+2

i+5
=z  

α) Να γράψετε το µιγαδικό z στη µορφή α+βi, α, β  ℝ  
β) Να βρείτε τα σηµεία του επιπέδου που είναι εικόνες των µιγαδικών z, για τους οποί-

ους ισχύει 1=
i-z

1-z
. 
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Πανελλήνιες 2001 

61. Α1. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί 1z , 2z . Να αποδείξετε ότι: | 1z · 2z |=| 1z |·| 2z | 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την 
ένδειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

 
Για κάθε µιγαδικό ισχύει: 

 α. zz=|z|
2  β. 22

z=z  γ. |z|-=|z|  

 δ. |z|=|z|  ε. |z|=|zi|  

Β1. Αν 1z =3+4i και 2z = i3-1  να γράψετε στο τετράδιό σας τους αριθµούς της 

Στήλης Α και δίπλα σε κάθε αριθµό το γράµµα της Στήλης Β έτσι, ώστε να προκύπτει 
ισότητα. 

 

Β2. Αν για το µιγαδικό αριθµό z ισχύει |z|=1, να δείξετε ότι 
z

1
=z  

 
Πανελλήνιες 2002 
62. ∆ίνετε η συνάρτηση f, ορισµένη στο ℝ  µε τύπο: 

22

22

z+x

z+x-z-x
=)x(f , όπου z συγκεκριµένος µιγαδικός αριθµός z=α+βi, α, β  ℝ , µε α≠0. 

α. Να βρείτε τα όρια: lim ( ),
x

f x
→+∞

lim ( )
x

f x
→−∞

 

β. Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f, εάν 1+z > 1-z . 

γ. Να βρείτε το σύνολο τιµών και το πλήθος των ριζών της f.  
 
Πανελλήνιες 2003 

63. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z=α+βi, όπου α,β  ℝ  και w=3z-i z +4, όπου z είναι ο συ-
ζυγής του z. 
α. Να αποδείξετε ότι Re(w)=3α-β+4 
 Ιm(w)=3β-α. 
β. Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του w στο µιγαδικό επίπεδο κινούνται στην 
ευθεία µε εξίσωση y=x-12, τότε οι εικόνες του z κινούνται στην ευθεία µε 
εξίσωση y=x-2. 
γ. Να βρείτε ποιος από τους µιγαδικούς αριθµούς z, οι εικόνες των οποίων 
κινούνται στην ευθεία µε εξίσωση y=x-2, έχει το ελάχιστο µέτρο. 
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Πανελλήνιες 2004 
64. Έστω η συνεχής συνάρτηση :f ℝ → ℝ  τέτοια ώστε 1)1( =f . Αν για κάθε x  ℝ , ισχύει 

0)1(
1

3)()(
3

1
≥−+−= ∫ x

z
zdttfzxg

x

, 

       όπου ,Ciaz ∈+= β    µε α, β  ℝ *, τότε: 

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και να βρείτε τη g΄. 
 

β. Να αποδείξετε ότι 
z

zz
1

+= . 

 

γ. Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος β να αποδείξετε ότι Re(z2)=
2

1
− . 

δ. Αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0  (2,3) τέτοιο                 
    ώστε f(x0)=0. 
 
 

Πανελλήνιες 2005 

65. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z1, z2, z3 µε =1z =2z .3z3 =  

   α. ∆είξτε ότι: .
z

9
z

1

1 =  

   β. ∆είξτε ότι ο αριθµός 
2

1

z

z
+

1

2

z

z
 είναι πραγµατικός. 

γ. ∆είξτε ότι: .zzzzzz
3

1
zzz 133221321 ⋅+⋅+⋅=++
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 1o  ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΟΥΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥΣ 
 
Θέµα 1ο  
 

Α. Αν 1z , 2z  είναι οι λύσεις της εξίσωσης 0=1+z+z
2

 να δείξετε ότι:  

α) 0=1+z+z 21 , 

β) 2

2

1 z=z  και 1

2

2 z=z  

γ) 1=z
3

1  και 1=z 3

2  

δ) 1=zz 21  
 

Β. Αν 1z , 2z , 3z είναι οι λύσεις της εξίσωσης 0=λ-λ)z-1(+z)λ-1(+z
23

, όπου λ  ℝ  να δείξετε 

ότι ο αριθµός 
v

3

v

2

v

1 z+z+z=w  είναι πραγµατικός για κάθε ν  ℝ  

 
Θέµα 2ο 
 

Α. Να δείξετε ότι ο w είναι φανταστικός αν και µόνο αν -w=w  

Β. ∆ίνεται ο µιγαδικός 
1-2z

2i-z
=w , όπου z=x+yi και x  ℝ  -{ 2

1
}, y  ℝ *. Να δείξετε ότι όταν ο 

w είναι φανταστικός αριθµός τότε η εικόνα του z  είναι σηµείο του κύκλου 

16

17
=1)-y(+

4

1
-x

2

2

 

 
Θέµα 3ο 
 

Αν 1z , 2z µιγαδικοί και ο ακέραιος ν>1 ώστε 
v

1z =1+2i και 
v

2z = 2-i τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός 
2

1

z

z
=w  δεν είναι πραγµατικός 

β) Να δείξετε ότι ο 
1-w

1+w
=z , όπου 

2

1

z

z
=w  είναι φανταστικός αριθµός και ότι z-=z  

γ) Να βρείτε την ελάχιστη τιµή της παράστασης w-u+w+u=f )u( , όπου u   

 
Θέµα 4ο  
 

Ένα σηµείο Μ κινείται στο επίπεδο και η θέση του την κάθε χρονική στιγµή t είναι η εικόνα 
Μ(z) του µιγαδικού z=(1+t)+(3+2t)i. Να βρείτε: 
α) Τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z 
β) Την ελάχιστη τιµή της παράστασης Α=|z-7| 
γ) Το µιγαδικό z για τον οποίο ισχύει το ερώτηµα β 
δ) Ποια χρονική στιγµή συµβαίνει το ερώτηµα γ; 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 24 

 

 

2
o  ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΟΥΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥΣ 

 

Θέµα 1ο  
Α. Απαντήστε Σωστό ή Λάθος στις παρακάτω σχέσεις. 

1. Re(z1+z2) = Re (z1) + Re (z2) 
2. Re(z2) = (Re(z))2 

3. Im(z1z2) = Im(z1)⋅Im(z2) 

4. Im 
)Im(

1

2

1

z
=








 

5. Re(z1⋅z2) =Re(z1)⋅ Re(z2) - Im(z1)⋅Im(z2) 

6. z 2 = z2 

7. 21 zz +  = 1z + 2z  

8. 21 zz ⋅  = 1z  ⋅ 2z  

9. z = 
z

1
 

10. z1⋅ 2z  = 1z ⋅z2 

 

 

Β. Να αποδείξετε ότι: 

1. 2121 zzzz ⋅=   και ( ) ( )vv zz =  

 

2. 1z
2 = z⋅ z  

 
 
Θέµα 2ο  
Α. Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z = x + yi,  x,y∈ ℝ  όταν 

ο w = ( ) ( ) izzizz 2
2

3 2

+−++   είναι φανταστικός αριθµός, είναι η παραβολή µε εξίσωση 

y=3x2. 
 

Β. Να δείξετε ότι όταν z =1   τότε ο κ =
z

z

−
+

1

1
είναι φανταστικός. 

 
 
Θέµα 3ο  

Να δείξετε ότι αν για τον z = x+yi,  x,y∈3  ισχύει zzzzz 2=−++  τότε z ∈ ℝ . 

 
 
Θέµα 4ο  
Αν για τον µιγαδικό z ισχύει |z-6-8i|=5 να βρείτε: 
α) τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z στο επίπεδο 
β) τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή του µέτρου του z 
γ) τους µιγαδικούς αριθµούς για τους οποίους προκύπτει το β’ ερώτηµα. 
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3o  ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΟΥΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥΣ 
 

 
 
ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Να αποδείξετε ότι z I∈  αν και µόνο αν z z= − . 
 

(Μονάδες 5) 
Β. Ερωτήσεις κατανόησης Σωστού ή Λάθους.  

1. 1 2 1 2Im(z z ) Im(z ) Im(z ).⋅ = ⋅  

 

Σ ή Λ 

2. Ο αντίστροφος του i ισούται µε τον αντίθετο του i. 
 

Σ ή Λ 

3. 
2 2z z=  

 

Σ ή Λ 

4. Το µέτρο ενός µιγαδικού z i= α +β  ισούται µε το µέτρο της δια-

νυµαστικής ακτίνας της εικόνας του. 
 

 
Σ ή Λ 

5. Το µέτρο της διαφοράς δύο µιγαδικών 1z  και 2z  ισούται µε την 

απόσταση των εικόνων τους. 
 

 
Σ ή Λ 

6. Το σηµείο του γεωµετρικού τόπου 0z z− = ρ  που έχει την ελά-

χιστη απόσταση από την αρχή των αξόνων είναι το σηµείο το-
µής του γεωµετρικού τόπου µε το ευθύγραµµο τµήµα που ε-

νώνει την αρχή των αξόνων µε την εικόνα του 0z .  

 

 
 
Σ ή Λ 

7. Ο µιγαδικός αριθµός z = (α – 3)i + 7, µε α∈ ℝ  έχει εικόνα το 
σηµείο Α(β -1, 5), όταν   α = β = 8. 

 

 
Σ ή Λ 

8. Αν Μ1, Μ2 είναι οι εικόνες των µιγαδικών z1 και z2 αντιστοίχως 
στο µιγαδικό επίπεδο και ο άξονας y΄y είναι η µεσοκάθετος του 

ευθυγράµµου τµήµατος Μ1Μ2, τότε είναι z1 = 2z . 

 

 
Σ ή Λ 

9. Η εξίσωση 2x x 0α +β + γ = µπορεί να έχει λύσεις τις 2 i+  και 

2 i.− −  
 

Σ ή Λ 

10. Αν οι εικόνες των µιγαδικών z στο µιγαδικό επίπεδο ανήκουν 

στην ευθεία x 3,=  τότε ισχύει ( )Re z 1 2.− =  

 
Σ ή Λ 

 
(Μονάδες 10x2=20) 
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ΘΕΜΑ 2ο 

Έστω 
5 3 3

1 2 3

i
z

i

+
=

−
 

α) Να γράψετε τον z στη µορφή z iα β= + . 

(Μονάδες 9) 

β) Να δείξετε ότι 3z ∈ℝ . 
(Μονάδες 9) 

 

γ) Αν Α, Β είναι οι εικόνες των ,z z  στο µιγαδικό επίπεδο και Γ(2, 0) , να δείξετε ότι το 

τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
(Μονάδες 7) 

 
 
 
ΘΕΜΑ 3ο 

Έστω 
2 4

( ) ,
iz i

f z z i
z i

− +
= ≠

−
. 

α) Να λύσετε την εξίσωση ( ) 1f z i= − . 

(Μονάδες 6) 
β) Να βρείτε το σύνολο των σηµείων Μ(z), όταν Im[ ( )] 0f z = . 

(Μονάδες 6) 

γ) Αν u z i= −  και ( ) ,w f z i= −  να δείξετε ότι 3 4u w i⋅ = − +  και να βρείτε το u w⋅ . 

(Μονάδες 7) 
 

δ) Να δείξετε ότι αν τα σηµεία Μ(z) ανήκουν στον κύκλο C µε κέντρο Κ(0,1) και ακτίνα ρ, 

τότε τα σηµεία Ν ( )( )f z  ανήκουν σε κύκλο C΄ µε το ίδιο κέντρο και ακτίνα που πρέπει 

να βρείτε. Πότε οι κύκλοι αυτοί συµπίπτουν; 
(Μονάδες 6) 

 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο 

Έστω z∈ℂ  µε ( )1 2 2i z i− + =  (1) 

α) Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ ( )z  για τα οποία ισχύει η (1) είναι κύ-

κλος µε κέντρο Κ(1,-1) και ρ= 2 . 
(Μονάδες 9) 

β) Να δείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Ν ( )w  για τα οποία ισχύει 4wz =  

είναι η ευθεία 2y x= − + . 

(Μονάδες 7) 

γ) Να βρεθεί η ελάχιστη τιµή της παράστασης A z w= − . 

(Μονάδες 9) 
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ΑΑννάάλλυυσσηη  
 

1ο κεφάλαιο: 

ΌΡΙΟ - ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Εισαγωγή 
 

Η ανάλυση είναι ένας από τους πιο σύγχρονους κλάδους των µαθηµατικών, παρου-
σιάζει ιδιαίτερη «λεπτότητα» στη χρήση των εννοιών και των θεωρηµάτων, αφού πολλά εξ’ 
αυτών έχουν µονόδροµη ισχύ. Έχει πολλές εφαρµογές στη σύγχρονη τεχνολογία και στις 
υπόλοιπες επιστήµες. Η ανάπτυξή της επήλθε µετά τον 6ο µ.Χ. αιώνα µε την ανακάλυψη 
της έννοιας της παραγώγου από τον Leibniz και τον Newton και κατόπιν της έννοιας της 
εφαπτοµένης καµπύλης*. Με βάση αυτές τις έννοιες αναπτύχθηκε ο διαφορικός και ολο-
κληρωτικός λογισµός, που αποτελούν τον κορµό της ανάλυσης και ο οποίος διδάσκεται στα 
περισσότερα Α.Ε.Ι. και Τ.Ε.Ι. θετικών επιστηµών, ακόµα και στα παιδαγωγικά τµήµατα.  

Για την καλύτερη και βαθύτερη γνώση των εννοιών και των θεωρηµάτων της 
ΑΝΑΛΥΣΗΣ προτείνουµε να δώσετε βαρύτητα στη ΕΝΟΡΑΤΙΚΗ ΑΝΤΙΛΗΨΗ ΤΩΝ 
ΓΝΩΣΕΩΝ ΤΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΜΕΣΩ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΤΟΥΣ ΕΡΜΗΝΕΙΑΣ. 

Αυτό θα σας βοηθήσει πέρα από την ουσιαστική και σε βάθος γνώση και στην επίλυ-
ση των ασκήσεων, αφού πολλές φορές στα ζητούµενα και στα δεδοµένα των προβληµά-
των χρησιµο-ποιείται η «γλώσσα» της γεωµετρικής ερµηνείας των εννοιών, π.χ. αντί να 
σου λέει η άσκηση να δείξεις ότι f΄(x0)=0 θα σου λέει να δείξεις ότι η εφαπτοµένη στο x0 εί-
ναι παράλληλη στον xx΄. Γι’ αυτό το σκοπό θα χρειαστεί η «τέλεια» γνώση των γραφικών 
παραστάσεων των πιο βασικών συναρτήσεων που ακολουθεί αµέσως παρακάτω**. 

 
 

ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

Η πολυωνυµική συνάρτηση f(x)= αx+β 
 

* Σηµειωτέον ότι οι Αρχαίοι Έλληνες προσπάθησαν πάρα πολλά χρόνια για την εύρεση ορισµού εφαπτο-
µένης καµπύλης. Ο Αρχιµήδης πλησίασε πολύ µέσω της έννοιας του ορίου στη θεµελίωση του ∆ιαφορι-
κού Λογισµού, η οποία τελικά πραγµατοποιήθηκε από τους Leibniz και Newton, οι οποίοι µε διαφορετικές 
προσεγγίσεις ο καθένας όρισαν την ίδια έννοια, αυτήν της παραγώγου. Εν τούτοις, για το ποιος θεωρείται 
πατέρας αυτής υπήρξε για πολλά χρόνια αντικείµενο επιστηµονικής έριδας µεταξύ Γερµανών και Άγγλων 
καθότι ο Leibniz  ήταν γερµανικής καταγωγής και ο Newton Αγγλικής. 
** Επίσης µία άλλη δυσκολία που εµφανίζει η Ανάλυση είναι ότι προϋποθέτει ή αν θέλετε «απαιτεί» τις 
γνώσεις Άλγεβρας που αποκτήθηκαν στην Α΄ και Β΄ Λυκείου. Γι’ αυτό το σχολικό βιβλίο όπως όλα σχεδόν 
τα βιβλία Ανάλυσης ξεκινούν µε µία σύντοµη επανάληψη των βασικών γνώσεων που αποκτήθηκαν στις 
προηγούµενες τάξεις. Να δώσετε ιδιαίτερη βαρύτητα στη µελέτη αυτή, προκειµένου να εξασφαλίσετε µια 
«άνετη» πορεία σ’ αυτό το πραγµατικά συναρπαστικό «ταξίδι» της γνώσης που ξεκινάτε. 

Ο 

x 

y 

Ο 

x 

y 

Ο 

x 

y 

α>0 α<0  α= 0 
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Η πολυωνυµική συνάρτηση f(x)= ax2,  α ≠ 0. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Η πολυωνυµική συνάρτηση f(x)= ax3,  α ≠ 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η ρητή συνάρτηση f(x)= 
x

α
,  α ≠ 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Οι συναρτήσεις f(x)= x ,  g(x)= x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Ο 

x 

y 
Ο 

x 

y 

Ο x 

y 

Ο x 

y 

Ο x 

y 

Ο 

x 

y 

Ο x 

y 

Ο x 

y 

α>0 α<0 

α>0 α<0 

α>0 α<0 

y= x  
y= x  
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Οι τριγωνικές συναρτήσεις: f(x)= ηµx,  f(x)= συνx,  f(x)= εφx 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Η εκθετική συνάρτηση f(x)= ax,  0<α ≠ 1 

 

 

 

 

 

 

 

Η λογαριθµική συνάρτηση f(x)=logax, 0<α ≠ 1  

 

 

 

 

 

 

 

y 

2π   π 

x 

-1 

1 

 O 

2π   π 

x 

y 

-1 

1 

  O 

y=ηµx 

y=συνx 
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Μονοτονία συνάρτησης 
 
 

Αν x1 < x2 και f(x1) < f(x2) για κάθε x1, x2  Α, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α 
Αν x1 < x2 και f(x1) > f(x2) για κάθε x1, x2  Α, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο Α 

Ορισµοί: Αν x1 < x2 και f(x1) ≤ f(x2) για κάθε x1, x2  Α, τότε η f είναι αύξουσα στο Α 
 Αν x1 < x2 και f(x1) ≥ f(x2) για κάθε x1, x2  Α, τότε η f είναι φθίνουσα στο Α 
 Αν x1 < x2 και f(x1)= f(x2) για κάθε x1, x2  Α, τότε η f είναι σταθερή στο Α 
 
Μονοτονίες γνωστών συναρτήσεων 
 
1. f(x)=αx+β: για α>0 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , ενώ για α<0 είναι γνησίως φθίνουσα 
  στο ℝ  

2. f(x)=αx2:  για α>0 είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞,0] και γνησίως αύξουσαστο (0,+∞),  

  ενώ 

   για α<0 είναι γνησίως αύξουσα στο (-∞, 0] και γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞) 

3. f(x)=αx3: για α>0 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , ενώ για α<0 είναι γνησίως φθίνουσα 
στο ℝ  

4. f(x)= 
x

α
: για α>0 είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήµατα (-∞, 0) και (0, +∞], ενώ  

  για α<0 είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα (-∞, 0) και (0, +∞) 

5. f(x)= x : είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (0, +∞) 

6. f(x)=ηµx: είναι γνησίως αύξουσα στο [2κπ, 2κπ+
π

2
), γνησίως φθίνουσα στο  

   [2κπ+
π

2
, 2κπ+

3π

2
) και γνησίως αύξουσα στο [2κπ+

3π

2
, 2κπ) µε κ  Ζ 

7. f(x)=συνx: είναι γνησίως φθίνουσα στο [2κπ, 2κπ+π) και γνησίως αύξουσα στο  
  [2κπ+π, 2κπ), µε κ  Ζ 
8. f(x)=εφx: είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήµατα που ορίζεται 
9. f(x)=σφx: είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήµατα που ορίζεται 
10. f(x)=αx: για α>1 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , ενώ για 0<α<1 είναι γνησίως φθίνου 
  σα στο ℝ  
11. f(x)=logαx: για α>1 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , ενώ για 0<α<1 είναι γνησίως φθίνου 
  σα στο ℝ  

12. f(x)=αx2+βx+γ:   για α>0 είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞,
α2

β
- ) και γνησίως αύξουσα στο  

  [
α2

β
- , +∞), ενώ για α<0 είναι γνησίως αύξουσα στο (-∞,

α2

β
- ) και γνησί- 

   ως φθίνουσα στο [
α2

β
- , +∞)   
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lim f(x)=ℓ 
   x�x0 

 

ΈΝΝΟΙΑ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΓΙΑ X�X0 

 
 
Η θεµελιώδης έννοια της Ανάλυσης. Οι έννοιες που ακολουθούν στηρίζονται σ’ αυτήν, α-
φού ορίζονται ως όρια. Καλή µελέτη της σελίδας 158-160.  
ΠΡΟΣΟΧΗ ΣΤΑ ΣΧΟΛΙΑ: Αποσαφηνίζουν τα λεπτά σηµεία της θεωρίας.  
 

Ιδιότητες Ορίων 
 

1.    Αν )x(flim
0xx→

>0, τότε f (x)>0 κοντά στο x0 (Ιδιότητα προσήµου ορίου) 

2.    Αν )x(flim
0xx→

<0, τότε f (x)<0 κοντά στο x0 (Ιδιότητα προσήµου ορίου) 

3.    Αν οι συναρτήσεις f, g έχουν όριο στο x0 και ισχύει f (x)≤g (x) κοντά στο x0 τότε 

)x(flim
0xx→

≤ )x(glim
0xx→

  (Μπορεί f (x)< g (x) και )x(flim
0xx→

= )x(glim
0xx→

.) 

 
 
 
 
 
 
 

 

ΌΡΙΑ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ ΓΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ f ΚΑΙ g  
ΠΟΥ ΈΧΟΥΝ ΌΡΙΟ ΣΤΟ Χ0 

 

Aν υπάρχουν τα όρια της f και g για 0xx→  τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες: 

 

1. )gf(lim )x()x(
0xx

+
→

= )x(flim
0xx→

+ )x(glim
0xx→

 

2. )f(lim )x(
0xx
κ

→
= )x(flim

0xx→
κ , κ  ℝ  σταθερός αριθµός 

3. )g·f(lim )x()x(
0xx→

= )x(flim
0xx→

· )x(glim
0xx→

 

4. 
0xx

lim
→ )x(g

)x(f
=

)x(glim

)x(flim

0

0

xx

xx

→

→
, εφόσον )x(glim

0xx→
≠0 

5. )x(flim
0xx→

=| )x(flim
0xx→

| 

6. κ

xx
)x(flim

0→
= κ

→
)x(flim

0xx
,  εφόσον f(x)≥0 κοντά στο x0, κ  N* σταθερός αριθµός 

7. [ ]v

xx
)x(flim

0→
= [ ]v

xx
)x(flim

0→
, ν  N* 

8. Αν p(x)=αv x
v+αν-1x

 v-1+ ··· +α1x+α0 τότε )x(plim
0xx→

=P(x0) 

9. Αν f(x)=
(x)

(x)

Q

P
, P(x), Q(x) πολυώνυµα του x µε Q(x0)≠0 τότε 

)x(

)x(
)x(

0

0

Q

P
f =

→ 0xx
lim  

  α  x0 β 

Cf 

 Cg 
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10. Αν h(x) ≤ f(x) ≤ g(x) κοντά στο x0 και )x()x( glimhlim
00 xxxx →→

= = ℓ τότε και )x(f
0xx

lim
→

= ℓ 

(Κριτήριο παρεµβολής) 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΑ ΌΡΙΑ  
11. xlim

0xx
ηµ

→
=ηµx0 

12. xlim
0xx
συν

→
=συνx0 

13. 
x

ηµ
lim

0x

x

→
=1 (Ας είναι γνωστό ότι |ηµx|≤|x| για κάθε x  ℝ ) 

14. 
x

συν
lim

0x

1-x

→
=0 

 

ΌΡΙΟ ΣΥΝΘΕΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

15. )g( )x(flim
0xx→

= )u(flim
0uu→

 όπου u=g(x) και u0= )x(glim
0xx→

 

 
 

ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΌΡΙΟ ΣΤΟ X0. ∆ηλαδή 

 

Ή 

  
 

16. Αν )x(flim
0xx→

=+∞ τότε f(x)>0 κοντά στο x0, ενώ αν )x(flim
0xx→

= -∞ τότε f(x)<0 κοντά στο x0. 

17. Αν )x(flim
0xx→

=+∞ τότε )f(-lim )x(
0xx→

= -∞, ενώ αν )x(flim
0xx→

= -∞ τότε )f(-lim )x(
0xx→

= +∞. 

18. Αν )x(flim
0xx→

=+∞ ή )x(flim
0xx→

=-∞ τότε 
)x(f

1
lim

0xx→
=0 

19. Αν )x(flim
0xx→

=0 και f(x)>0 κοντά στο x0 τότε 
)x(f

1
lim

0xx→
=+∞, ενώ αν f(x)<0 κοντά στο x0 τό-

τε 
)x(f

1
lim

0xx→
=-∞ 

20. Αν )x(flim
0xx→

=+∞ ή )x(flim
0xx→

=-∞ τότε )x(flim
0xx→

=+∞ 

21. Αν )x(flim
0xx→

=+∞ τότε κ

→
)x(flim

0xx
=+∞, κ  ℤ * 

 
 
 
 
 
 
 
 

)x(flim
0xx→

= +∞ 

)x(flim
0xx→

 = -∞ 
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ΌΡΙΑ ΚΑΙ ΠΡΑΞΕΙΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ X0 
 
Οι ιδιότητες αυτές συνοψίζονται στους παρακάτω τύπους: 
 

Αν στο x0  ℝ ,  
Το όριο της f είναι: α  ℝ  α  ℝ  +∞ -∞ +∞ -∞ 

και το όριο της g είναι: +∞ -∞ +∞ -∞ -∞ +∞ 

τότε το όριο της f+g είναι: +∞ -∞ +∞ -∞ ; ; 
 
 
 

Αν στο x0  ℝ , 

Το όριο της f είναι: Α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 +∞ +∞ -∞ -∞ 

και το όριο της g είναι: +∞ +∞ -∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ +∞ -∞ 

τότε το όριο της f·g είναι: +∞ -∞ -∞ +∞ ; ; +∞ -∞ -∞ +∞ 

 
 

ΑΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΤΕΣ ΜΟΡΦΕΣ 
 

(+∞)+ (-∞) 0·(+∞) 

(+∞) - (+∞) 0·(- ∞) 

(-∞) - (-∞) 
0

0
 

∞+

∞+
 

∞
∞+

-
 

∞

∞

-

-
 

∞+

∞-
 

 
 

ΌΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΆΠΕΙΡΟ 
 

Όριο πολυωνυµικής και ρητής συνάρτησης 

 

 

 

Για την πολυωνυµική συνάρτηση P(x)=αν x
ν +αν-1 x

ν-1 +···+α0 , µε αν≠0 ισχύει: 

)x(limPlim v

v
xx

)x( α=
+∞→+∞→

 και )x(limPlim v

v
-x-x

)x( α=
∞→∞→

  

Για τη ρητή συνάρτηση 
01

1-κ

1-κ

κ

κ

01

1-v

1-ν

v

ν

β+xβ+ ···+xβ+xβ

α+xα+ ···+xα+xα
=)x(f , αν≠0 και βκ≠0 ισχύει: 

κ
κ

ν

+∞→+∞→ β

α
=

x

x
lim)x(flim

v

xx
 και 

κ
κ

ν

∞→∞→ β

α
=

x

x
lim)x(flim

v

-x-x
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Όριο εκθετικής - λογαριθµικής συνάρτησης 
� Αν α>1, τότε 

 
 
 
                  
                                          

 

 

 
� Αν 0<α<1, τότε: 

 

 

 

 

 

 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
Ιδιότητες 
 

1. Η πολυωνυµική συνάρτηση είναι συνεχής 

2. Η ρητή συνάρτηση είναι συνεχής στο σύνολο ορισµού της 

3. Οι τριγωνοµετρικές  συναρτήσεις είναι συνεχείς στο σύνολο ορισµού τους 

4. Η εκθετική συνάρτηση f(x) =α
x
, α>0 είναι συνεχής στο ℝ  

5. H λογαριθµική συνάρτηση f(x) =logαx, α>0 και α≠1 είναι συνεχής στο (0, +∞) 

6. Το άθροισµα και η διαφορά συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση στο κοινό 

σύνολο που ορίζονται. 

7. Το γινόµενο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση στο κοινό σύνολο ορισµού 

τους 

8. Αν  f και g  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο Α και g(x)≠0 για x  A τότε και το πηλίκο τους 

g

f
 είναι συνεχής στο Α 

9. Το γινόµενο πραγµατικού αριθµού c επί τη συνεχή συνάρτηση f είναι συνεχής συνάρτη-

ση 

10. Η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση 

11. Η απόλυτη τιµή συνεχούς συνάρτησης είναι συνεχής συνάρτηση 

12. Η ν-οστή ρίζα συνεχούς συνάρτησης είναι συνεχής συνάρτηση 

 

0lim
-

=
∞→

x

x
α , +∞=α

+∞→

x

x
lim  

 

∞=α→
-xloglim

0x
, +∞=α+∞→

xloglim
x

+∞=xloglim

+∞=α
∞→

x

-x
lim , 0lim x

x
=α

+∞→
 

+∞=α→
xloglim

0x
, ∞=α+∞→

-xloglim
x
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Αν η f είναι ορισµένη και συνεχής στο [α, β] και f(α)≠f(β) τότε για κάθε αριθµό n µεταξύ των 
f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον x0∈(α, β) τέτοιος ώστε f(x0)= n 

   α 

x1  x2 

 x3 

   β 

 f(α) 

 f(β) 

y 

x 
O 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ∆ΙΑΣΤΗΜΑ [α, β]  

 
Θεώρηµα BOLZANO 
 

 
 
Σχόλια 
 
 
 
 
1) Ενορατική αντίληψη του θεωρήµατος 
 
 
 
2) ∆εν έχει αντίστροφη ισχύ το θεώρηµα οπότε αν f(x0) = 0 µε  x0  (α, β)  δεν σηµαίνει 

f(α)⋅f(β)<0 ή αν f(α)⋅f(β) > 0 δε σηµαίνει ότι δε θα υπάρχει x0  (α, β) ώστε  f(x0) = 0. 
 

3) Από το θεώρηµα προκύπτει ότι αν µία συνάρτηση είναι συνεχής στο [α, β] και δε µηδε-
νίζεται σ' αυτό  τότε διατηρεί σταθερό πρόσηµο δηλαδή είναι θετική για κάθε x  [α, β] ή αρ-
νητική για κάθε   x  [α, β] 
 

4) Μία συνεχής συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα 
οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 
 
 
Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών 
 
 
 
 
Σχόλια 
 

 

 

1) Ενορατική αντίληψη του θεωρήµατος 
 
 
 
 
 
2) Το ότι η f παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές δεν αποκλείει να παίρνει 
και επιπλέον από αυτές. 
 
 
 
 
 
 
 

3) Η εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µίας συνεχούς και µη σταθερής f είναι διάστηµα 
 

Αν η f  ορισµένη στο [α, β] και συνεχής  στο [α, β] και επί πλέον f(α)⋅f(β) < 0 τότε υπάρχει ένα 
τουλάχιστον x0  (α,β) ώστε f(x0) = 0. ∆ηλαδή η Cf  τέµνει τον  xx΄ σ' ένα τουλάχιστον x0∈(α,β) 
ή ότι η εξίσωση f(x0) = 0 έχει µία τουλάχιστον  ρίζα στο x0∈(α,β). 
 

f (β) 

f (α) 

   α    β    Ο 

η y=η 

B(β, f(β)) 

Α(α, f(α)) 

α x0         x0΄         x0΄΄  β 

f(α) 

f(β) 
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Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής 

 
Σχόλια  

  
 
1) Ενορατική αντίληψη του θέµατος 
 
 
 
 
2) Από το θεώρηµα προκύπτει το σύνολο των τιµών µιας συνεχούς συνάρτησης f στο  
[α, β] είναι το κλειστό διάστηµα [m, Μ] 
 
ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 1 
 

Με τη συνέχεια µιας συνάρτησης και την µονοτονία της µπορεί να βρεθεί το σύνολο των 
τιµών της. Έτσι: 
α)   Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και γνησίως αύξουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το [f(α), f(β)] 
β)   Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το [f(β), f(α)] 
γ)   Αν η f είναι συνεχής στο (α, β) και γνησίως αύξουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το ( )x(flim
x +α→

, )x(flim
-

x β→
) 

δ)   Αν η f είναι συνεχής στο (α, β) και γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το ( )x(flim
-

x β→
, )x(flim

x +α→
) 

 
Συνδυασµός των παραπάνω περιπτώσεων: 
 
ε)   Αν η f είναι συνεχής στο [α, β) και γνησίως φθίνουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το ( )x(flim
x β→

, f(α)] 

στ) Αν η f είναι συνεχής στο (-∞, β] και γνησίως αύξουσα σ’ αυτό τότε το σύνολο τιµών της 

είναι το ( )x(flim
-x ∞→

, f(β)] 

 
2    Αν βρούµε κάποιο σύνολο τιµών µε τον παραπάνω τρόπο και αυτό περιέχει και την τιµή 

µηδέν, αυτό σηµαίνει ότι για κάποιο x0 του διαγράµµατος είναι f(x)=0, δηλαδή ότι η εξί-
σωση f(x)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο διάστηµα  

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] τότε η f παίρνει στο [α, β] µία µέγιστη Μ και µία ε-
λάχιστη τιµή m. 

  Μ 

  m 

 f(α) 

 f(β) 

        α   β 
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Α. Ασκήσεις 
 
Α. Ασκήσεις από το σχολικό βιβλίο 
1. Α΄ Οµάδα σελ.145:  Όλες γιατί αποτελούν επανάληψη των γνώσεων προηγούµενων τά-

ξεων 
Β΄ Οµάδα σελ.147:  Όλες για τον ίδιο λόγο 

2. Α΄ Οµάδα σελ.156:  ασκ. 2, 3, 4 
3. Α΄ Οµάδα σελ.165:  ασκ. 4, 5 
4. Α΄ Οµάδα σελ.174:  ασκ. 3, 6, 7, 8, 9 

Β΄ Οµάδα σελ.175:  ασκ. 1, 2, 4 
5. Β΄ Οµάδα σελ.181:  ασκ. 1, 2 

Β΄ Οµάδα σελ.182:  ασκ. 1, 2, 3, 4 
6. Β΄ Οµάδα σελ.186:  ασκ. 3 

Β΄ Οµάδα σελ.187:  ασκ. 1, 2, 3, 4 
7. Β΄ Οµάδα σελ.198:  ασκ. 4, 6, 7, 8, 9, 10  

Β΄ Οµάδα σελ.199:  ασκ. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8  
 
Β. Ασκήσεις από ελληνική και ξένη βιβλιογραφία και ασκήσεις του συγγραφέα 
 
Ασκήσεις στις συναρτήσεις 
 
1. Να βρείτε το σύνολο ορισµού των συναρτήσεων: 

α) f(x)= 
3-4+x

7+x3
 β) f(x)= 

x+x

x
2  

γ) f(x)= 3+x-2  δ) f(x)= 
22

x-4+1+x+x  

ε) f(x)= x-x
3

 στ) f(x)= 
2

2

x-16

)6+x5-xlog(
 

ζ) f(x)= 
3+x-3+x2

x-1
 η) f(x)= 

2-x

1-2x
-1  

θ) f(x)= 
2-2-4

x
xx  ι) f(x)= 

x+3

x-3
log  

ια) f(x)= xx2

2

e-e

x
 ιβ) f(x)= 1-xηµ2  

ιγ) f(x)= 
1-xηµ+xηµ2

x
2  ιδ) f(x)= ηµx)-ln( 2

3  

ιε) f(x)= 
1)-x(x

1+x
 ιστ) f(x)= lnx-xln

2
 

ιζ) f(x)= 3+3·2+9-
xx

 ιη) f(x)= 
x-1-2

x-1+2
 

ιθ) f(x)= 1+xσυν2  κ) f(x)= 
5x-5

10-2x
 

κα) f(x)= 
x-x

x
κβ) f(x)= xσυν2ln(

2
-3συνx +1) 

κγ) f(x)= )xln+1ln(  κδ) f(x)= 1-2x-1-x  
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κε) f(x)= 2-x+x
2

 

 

Απ: α) Α=[-4, 5) U (5, +∞)   β) A=3*   γ) A=[-5, -1]   δ) A=[-2, 2]   ε) A=[-1, 0] U [1, +∞)    

             στ) A=(-4, 2) U (3, 4)   ζ) A=[-1, 0) U (0, 1]   η) A=[-1, 1]   θ) A=3-{1}   ι) Απ: A=(-3, 3)  

              ια) A=3* 

ιβ)  κπ2+
6

π
, κπ2+

6

π5
, κ  Z   ιγ) {x  3 και x≠2κπ+3

2

π
, x≠2κπ-

2

π
, x≠2κπ+

6

π5
, x≠2κπ+

6

π
,  

κ  Z}   ιδ)  Α=  
6

π5
+2κπ, 2π+2κπ  U    2κπ, 2κπ+

6

π
  κ  Z   ιε) Α=[-1, 0] U [1, +∞)    

ιστ) Α=(0, 1] U [e, +∞)   ιζ) Α=(-∞, 1]   ιη) Α=(-∞, -3) U (-3, 1)   ιθ) Α=[2κπ -
3

π2
, 2κπ +

3

π2
] κ Z 

κ) Α=(5, +∞)   κα) Α=(-∞, 0)   κβ) Α=[
3

π
+2κπ, 

3

π5
+2κπ] κ  Z   κγ) Α=(

e

1
, +∞)   κδ) Α=[0, 

3

2
] 

κε) Α=(-∞, -1] U [1, +∞) 

 
Σχόλιο 
Η ποσότητα είναι υπερβολική γι’ αυτήν την άσκηση και έρχεται σε αντίθεση µε το πνεύµα 
του βιβλίου που είναι «Χρυσή Τοµή», αλλά έγινε για δύο λόγους: 
1) Με το σύνολο ορισµού έχει την ευκαιρία ο υποψήφιος να κάνει µια καλή επανάληψη στα 
µαθηµατικά 
2) Σε κάθε άσκηση της Ανάλυσης, ανεξαρτήτως ζητουµένων οφείλεις να βρίσκεις εκ των 
προτέρων το σύνολο ορισµού της. 

 
 

2. α) Να βρείτε το λ  ℝ 3 ώστε το σύνολο ορισµού της συνάρτησης f µε τύπο 

f(x)= λ+1)x+λ(+x
2

 να είναι το σύνολο 3. 

β) Οµοίως, για τη συνάρτηση f µε τύπο f(x)= λ+1)x-λ2(+λx
2

 

Απ: α) λ<
3

1
-  ή λ>1  β) λ>0 

3. Να ορίσετε τις συνθέσεις fog και gof των συναρτήσεων στις παρακάτω περιπτώσεις 

α) f(x)= x , g(x)=
2

x-1  

Απ: (fog)(x)= 
2

x-1  µε Β΄= [-1, 1] 

(gof)(x)= 1 - x  µε Α΄= [0, +∞) 

β) f(x)= 1-3x  µε Α= [-1, 7], g(x)= 3+x
2

 µε Β= [-7, 8] 

Απ: (fog)(x)= 8+3x
2

 µε Β΄= [-2, 2] 

(gof)(x)= 4+x6-9x
2

 µε Α΄= [-1, 3] 

γ) f(x)= 
2

x-1 , g(x)= 2+x3  

Απ: (fog)(x)= 3-12x-9x- 2
µε Β΄= [-1, 

3

1
- ] 

(gof)(x)= 2+x-13
2

 µε Α΄= [-1, 1] 

δ) f(x)= 1-x  , g(x)= x-3  

Απ: (fog)(x)= 1-x-3  µε Β΄= (-∞, 2] 

(gof)(x)= 1-x-3  µε Α΄= [1, 10] 
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ε) f(x)=
1+x

3-x
, g(x)=

x

5
 

Απ: (fog)(x)=
x+5

3x-5
 µε Β΄=ℝ  - {-5, 0} 

(gof)(x)=
3-x

1)+5(x
 µε Α΄=ℝ  - {-1, 3} 

 
στ) f(x)=3x+5, g(x)= 
 
 

Απ: (fog)(x)=  
 

 
(gof)(x)=  

 
 

ζ) f(x)=     , g(x)= 
 
 

Απ: (fog)(x)= 
 
 

(gof)(x)= 
 
 
  

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=        . Να ορίσετε τη συνάρτηση fof 
 
 

 
Απ: (fof)(x)=           

 
 

5. ∆ίνεται η συνάρτηση (fog)(x)= (x-2)(x-1) και η g(x)= 







2

3
-2 x . Να βρείτε τη συνάρτηση f. 

 Απ: f(x)= )1-x(
4

1 2
 

 
6. Αν f(x)=3x+2 και g(x)=αx+β. Nα βρείτε τη συνάρτηση g αν γνωρίζετε ότι fog=gof και 

g(1)=2 

Απ: g(x)= 
2

1
+x

2

3
 

 

7. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι γνησίως µονότονες στο ℝ  να αποδείξετε ότι η συνάρτη-
ση gof είναι: 
α) Γνησίως αύξουσα αν οι συναρτήσεις f, g έχουν το ίδιο είδος µονοτονίας 
β) Γνησίως φθίνουσα αν οι  συναρτήσεις f, g έχουν διαφορετικό είδος µονοτονίας 

 
8. Να δείξετε ότι: 

i)Αν µία συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστηµα ∆, τότε η συνάρτηση -f εί-
ναι γνησίως φθίνουσα στο ∆ 

{ x-1 αν x <-1 

-2x+3 αν x ≥-1 

{ 3x+2 αν x  (-∞, -1) 

-6x+14 αν x  [-1, +∞) 

{ 3x+4 αν x  (-∞, -2) 

-6x-7 αν x  [-2, +∞) 

x+1 αν x  (-∞, 3) 

5-x 

2
 αν x  [3, +∞) { 0 αν x  (-∞, 3) 

 

1-x αν x  [3, +∞) { 

{ 
1 αν x  (-∞, 3) 
 

2-x αν x  [3, +∞) 

{ 
0 αν x  (-∞, 2) U [3, +∞) 
 

-χ αν x  [2, 3) 

{ 
x+2 αν x  (-∞, 0] 
 

2-x αν x  (0,+∞) 

{ 
x+4 αν x  (-∞, -2] 

-x αν x  (-2, 0] 
x αν x  (0, 2) 
4-x αν x  [2, +∞)  
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ii)Αν δύο συναρτήσεις f, g είναι γνησίως αύξουσες σε ένα διάστηµα ∆, τότε η συνάρτη-
ση f+g είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ 
iii)Αν δύο συναρτήσεις f, g είναι γνησίως αύξουσες σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει f(x)>0 
 

9. Να δείξετε ότι η σύνθεση γνησίως µονότονων συναρτήσεων µε την ίδια µονοτονία είναι 
γνησίως αύξουσα συνάρτηση, ενώ η σύνθεση γνησίως µονότονων συναρτήσεων µε δι-
αφορετικό είδος µονοτονίας γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. 
 

10. Μελετήστε τη µονοτονία των παρακάτω συναρτήσεων: 

α) f(x)=e x
 

β) f(x)= 
3

x
2  

γ) f(x)=ηµ(συνx)  ,  




∈
2

,0
π

x  

δ) f(x)=συν
2
x+4ηµx+1,

3
x , 2

2

π ∈ π  
 

ε) f(x)=e
x
+x

3
 

 

11. Να αποδείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις αντιστρέφονται και να βρείτε την αντίστρο-
φή τους: 

α)  f(x)= 2-x  

Απ: 2+x=f
21-

)x(  

β)  g(x)=
4+x

3+x2
 

Απ: 
2-x

4x-3
=g )x(

1-
 

γ)  h(x)= 2-x-1  

Απ: 3+x2-x=h
41-

)x(  

δ)  φ(x)= 
3

1-x4
3

 

 

Απ: =φ )x(
1-

 

 
 

ε)   ω(x)= x

x

2+1

2
 

Απ: 
x-1

x
log=ω 2

1-
)x(  

στ) τ(x)= )3-2x-1log(  

Απ: 
2x1-

)10-1(
2

1
+

2

3
=τ )x(  

 

12. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x)= 1+x
2

 και g(x)= 9+6x-x2+1+2x-x
22

. Να βρείτε: 

α)   το σύνολο ορισµού τους 
β)   τα ακρότατα αυτών εφόσον υπάρχουν 
γ)   τη µονοτονία τους 

3

4

1+x3
αν x ≥

3

1
-  

3

4

1-x3-
αν x<

3

1
-  { 



 41 

δ)   την αντίστροφή τους εφόσον ορίζεται 
ε)   τη σύνθεση της f µε τη g 
στ) τη γραφική τους παράσταση 
 
Απ: α) Α=ℝ , Β=ℝ  

β) Ελάχιστη τιµή της f: y=1 και της g: y=2 

γ)  Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞, 0) και γνησίως αύξουσα στο [0, +∞) 

      Η g είναι γνησίως φθίνουσα στο (-∞, 3) και γνησίως αύξουσα στο [3, +∞) 
δ) ∆εν αντιστρέφονται αφού δεν είναι 1-1 
 
 
ε) (gof)(x)= 

 
 
στ)  
 
 
 

 
 
 
 

13. Να δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως αύξουσες: 

α) f(x)= 1+x+xln3+e
2x

 

β) g(x)= )1+x2+3ln(
x

, x [0, )∈ +∞  

Απ: α) Άθροισµα γνησίων αυξουσών συναρτήσεων 
β) Σύνθεση γνησίων αυξουσών συναρτήσεων 

 

14. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

α) f(x)= 2-x+1  β) g(x)=
2

x
 γ) G(x)= 2-x  

Απ: Βρίσκω την αντίστροφή τους που είναι γνωστή συνάρτηση και επειδή τα διαγράµ-
µατα αντιστρόφων συναρτήσεων είναι συµµετρικά ως προς τη διχοτόµο y=x βρίσκω τις 
γραφικές παραστάσεις που ζητώ. 

 

 
 
 
 

 
 
 

 
15. Να δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις δεν είναι ένα προς ένα (1-1) 

α) f(x)= (x-1)(x-2)···(x-2004)+1 

β) g(x)= 3+x·h-x (x)
2

, όπου (hoh)(x) = 9+5x-x
2

 και x  ℝ  

 
16. Αν για τις συναρτήσεις f και g ισχύουν  

α) )(xf-)x(f2
222004

≥1, για κάθε x  ℝ    

{ 
-3x-4 αν x<2 

x+4 αν -2≤x<0 

-x+4 αν 0 ≤ x ≤ 2 

3x-4 αν x >2  

Cf 

O 

y 

x x΄ 

1    3 

4

1

7

0  

1  2 

1  
    2 

y=x 

f
 -1

 

f 

y=x g
-1

 

g 

G
-1

 

2 

2 
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β) (x)
2

g ≤ x)-(2004(x)gg , για κάθε x  ℝ   

να δείξετε ότι δεν αντιστρέφονται. 
 

17. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f: ℝ�ℝ  για την οποία ισχύει (fof)(x)=f(x)+κx, για κάθε x  ℝ  
µε κ  ℝ * είναι ένα προς ένα και ότι f(0)=0. 

 
18. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη να λύσετε τη εξίσωση: 

 (fof)(x
2
+2x)=(fof)(3x+6) 

Απ.:x1=-2, x2=3 
 

19. Αν για µια συνάρτηση f: ℝ *→3 ισχύει ότι (fof)(x)_f(x)=2004 για κάθε x∈ ℝ * και είναι 1-1 

τότε να βρείτε τη συνάρτηση f. 

Απ:f(x)= 
2004

x
 

 

20. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει (fof)(x)+3f(x)-x
2ν+1

=0 για κάθε x ∈ ℝ , όπου ν∈ ℤ * να δείξε-

τε ότι είναι 1-1 και να λύσετε την εξίσωση f(x
3
)=f(x+6) 

Απ: x=2 
 

21. Αν µια συνάρτηση f: ℝ�ℝ  είναι γνησίως µονότονη και f(α+f(β))=f(α+β)+2 για κάθε  

α,β ∈ ℝ , να βρείτε τον τύπο της f. 
Απ: f(x)=x+2 

 

22. Αν συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη και διέρχεται από τα σηµεία Α(3, 2) και Β(5, 9) 
τότε: 

 α) να βρείτε το είδος της µονοτονίας της 

 β) να λύσετε την εξίσωση f(3+f(x
2

+2x))=9 
Απ:α) γνησίως αύξουσα 

β) x1=1, x2=-3 
 

23. Αν για τη συνάρτηση f:(0, +∞)→ ℝ  ισχύει f(x)-f(y)=f
x
y

( ) για κάθε x, y ∈ (0, +∞) και η εξί-

σωση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα, τότε: 

 α) να δείξετε ότι η f είναι 1-1 

 β) να λύσετε την εξίσωση f(x)+f(x
2
+1)=f(x

2
-2)+f(x+1) 

 γ) αν για x<1 είναι f(x)<0 να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞). 
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Ο Ρ Ι Α 
 

 

1. Αν 
x 4

f(x) 2
lim 1

x 4→

−
=

−
 να βρείτε το 

2

2x 4

3x f(x) x 6x 4f(x)
lim

3x 11x 4→

+ − −

− −
. 

Απ: 
4

13
 

 

2. Με δεδοµένο ότι τα όρια των συναρτήσεων f και g υπάρχουν για x→0 και ότι ικανοποι-

ούν τη σχέση: ηµ
2
x·(f(x))

 2
+xεφx·(g(x))

 2
+xf(x)ηµ6x-

5

2
g(x)·εφ

2
2x+34x

2
=0 σε µια περιοχή 

του 0, να βρείτε το 
x 0
lim f(x)
→

 και 
x 0
lim g(x)
→

. 

Απ: 
x 0
lim f(x) 3
→

−=  και 
x 0
lim g(x) 5
→

=  

 

3. Αν 
2 2

x 0

x x 1
lim 0

f(x)→

α + α +
=  και f(x)·(συνx-2)<0 για κάθε x ∈ ℝ  να βρείτε το 

x 0
lim f(x)
→

. 

Απ: 
x 0
lim f(x)
→

= +∞ 

 

4. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)= 
2

x 1

x x

−
+ α + β

. Να βρεθούν τα α και β ώστε το 
x 2
lim f(x)
→

=+∞ 

Απ:α=-4, β=4 
 

5. Αν 
2x

f(x)
lim 1

x x 2→ ∞+
=

+ −
 και g(x)= 

2

2 2

f(x) x 3x

x 4x x 1 x

+ −

+ + −
.Να βρείτε το 

x
lim g(x)
→ ∞+

. 

Απ: 
x
lim g(x)
→ ∞+

=2 

 

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)= 
2 2x 2x 3 x 2x 4+ + + − + +4xσυνθ+1. Να βρεθεί το θ ∈(0, 

2

π
) ώστε το 

x
f(x)lim

→−∞
 να είναι πεπερασµένο 

Απ: θ=
3

π
 

 

7. Αν για τη συνάρτηση f ισχύει f(x+y)=f(x)+f(y) για κάθε x, y ∈ ℝ  και είναι συνεχής στο 

x0=0 να βρείτε το 
0x x
f(x)lim

→
 

Απ: 
0x x
f(x)lim

→
=f(x0) 

 

8. Υπολογίστε το ( )2 2 2

x
x 2x 3 4x 4x 3 9x 6x 2lim

→ ∞+
+ + + + + − + +  

Απ: 1 

9. Αν ( )2

x 2
f(x) x x 2 3lim

→
+ − + = να δείξετε ότι 

2

2
x 2

f (x) 2f(x) 3
2lim

f (x) 1→

− −
=

−
 

 

10. Αν 
x 5

f(x)
5lim

x 1 x 3→
=

− − +
 και ( )

x 5
g(x) 5x 5 10lim

→

 − =
 

να βρείτε το ( )
x 5

f(x)g(x)lim
→

 

 Απ: -75 
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11. Αν ( )
x 1

3f(x) 2g(x) 5lim
→−

− =  και ( )
x 1

2f(x) g(x) 1lim
→−

+ =  να βρείτε το 
x 1

f(x)lim
→−

 και 
x 1

g(x)lim
→−

 

Απ: 
x 1

f(x)lim
→−

=1, 
x 1

g(x)lim
→−

 =-1 

 

12. Αν 
x 0

f(x)
4lim

( x)→

α
=

ηµ α
 και ( )2

x 0
4x x 9 3 g(x) 15lim

→

 + + − =  
, να βρείτε τον θετικό ακέραιο 

α ώστε ( ) 2

x 0
lim f(x)g(x) 67
→

= α + α  

Απ: α=5  
 

13. Αν 
x 1

f(x) x
lim 2

x 1→

+
=

−
 να βρείτε το 

2

2x 1

f (x) f(x) 2
lim

f (x) 3 2x→

− −

+ −
 

Απ:
6

5
 

  

14. Να βρείτε τα α και β ώστε 
( ) 3 2

2x 1

2 x x 3x 8 1
lim

x 1 2→

α + −β + −
=

−
 

Απ: α=-14, β=-17 
 

15. Να βρείτε το α∈ ℝ  ώστε να είναι πραγµατικός αριθµός το όριο: 
2 2

x 2

x ( 1)x 5 x 3x 6
lim

x 2→

+ α − + α + + +
−

     Απ. α=
6

7
−  

  

16. Να βρείτε τα κ, λ ∈ ℝ  ώστε 

2 2

2x 2

1 x 9 x 3x 7 7
lim

x 4 4→

κ − + λ − − −
−=

−
. Απ. κ=1, λ=2. 

 

17. Αν f(x)>0 για κάθε x ∈ ℝ  και 
x 4

f(x) 2
lim 1

x 4→

−
=

−
 να βρείτε : 

  α) 
x 4
lim f(x)
→

 και β) 
2

2x 4

3x f(x) x 6x 4f(x)
lim

3x 11x 4→

+ − −

− −
 

 

18. ∆ίνεται η συνάρτηση f: ℝ➝ℝ  για την οποία ισχύει ηµ
2
x+2xf(x)≤f

2
(x)≤ηµ

2
x+x(x+2f(x)) 

για κάθε x ∈ ℝ . Να δείξετε ότι 
x 0

(x)lim f
→

= f(0). 

 

19. Αν 
1 ηµx συνx

1 x 1

+ −

+ −
≤ f(x) ≤x x1

ηµ e
x

+  για κάθε x ∈ ℝ  να υπολογίσετε το 
x 0

(x)lim f
→

. 

Απ: 1 
 

20. Αν 2xηµx+f
2
(x)≤2xf(x)+ηµ

2
x για κάθε x ∈ ℝ  να υπολογίσετε το 

x 0
(x)lim f

→
. 

Απ: 0 
 

21. Αν (x)3x + 3 (x 2)f 3 3 x 7 6≤ − + ≤ + −  για κάθε x ∈ (1, 3) να υπολογίσετε 

το
x 2

(x)lim f
→

. 

Απ: 
1

2
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22. Αν 
2

(x)f ηµx 2x x− ≤  για κάθε x ∈ ℝ  να βρείτε τα όρια i) 
x 0

(x)lim f
→

 ii) 
x 0

(x)xf x
lim

2x x→

+ ηµ
− ηµ

 

Απ:  i) 2    ii) 3 
 

 

23. Αν 2 2
(x)2x x f 2x x≤ ≤− +  για κάθε x ∈ ℝ  να βρείτε τα όρια: 

 i) 
x 0

(x)lim f
→

 ii) 
x 0

(x)f
lim

x→
  iii) 

x 0

(x)

(x)

2f 4x
lim

5f 3x→

+
+
ηµ

 

Απ:   i) 0     ii)2     iii)
8

13
 

 

24. Αν ≤ ≤+ + −ηµx x f(x) 8 x 4 16  για κάθε x>-4 να βρείτε το 
→

−

x 0

(x) (0)f f
lim

x
 

Aπ.  2 
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ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 1η  

∆ίνεται η συνάρτηση 

( ) ( )









>αν

−−+

+α−β+β+α

≤ανλ

=
1x

1xxxx

52x2x

1x

)x(f

222

 

Απ. α=2, β=-1, λ=-10 

Να βρείτε τα α, β, λ ∈ ℝ  ώστε να είναι συνεχής στο ℝ . 
 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 2η  

Αν 2xx)x(f ≤ηµ−  για κάθε x∈ℝ  και 










≠αν

=αν−λ−λ

=
0x

x

)x(f

.0x33

)x(g

2

 

Να βρείτε το λ ώστε η g  να είναι συνεχής στο xo=0. 

Απ. λ=4, λ=-1,  

 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 3η  

Να βρείτε τα α και β ώστε η συνάρτηση 














π
≥ανσυν

π
−≤ανηµ−

π
<<

π
−ανβ+αηµ=

2
xx

2
xx2

2
x

2
x)x(f  

να είναι συνεχής στο ℝ . Το ίδιο και την συνάρτηση  








≥αν+ασυν+βηµ

−≤αν+α
<<−ανβ+α−=

+

0x1xx

1xxe3

0x13xx2)x(g

1x

2
                                         (Πανελλήνιες 1986) 

     

         Απάντηση: α=-1, β=1 - α=4, β=
3

5
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ΑΣΚΗΣΗ 4η  

∆ίνεται η συνάρτηση 








 ≤αν−

>αν
−

β−α−
=

2x5x2

2x
2x

xx
)x(f

2
. 

             
Βρείτε τα α, β∈ℝ  ώστε η f συνεχής στο x0=2. 

         Απάντηση: α=5 – β=-6 

 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 5η  



 <<αν+−

≥αν+α++−β+α
= −

5x016x8x

5xe)1(2)e5x(n)(
)x(f

2

x522
ℓ

.   

Να βρείτε τα α και β ώστε να είναι συνεχής στο x0=5.                                                            
(Πανελλήνιες 2000) 

 

Απάντηση: α=-1  β=0 

      
 
            

ΑΣΚΗΣΗ 6η  

3

2

x 1
x 1

x 1
3

x 1f (x)
2

x x
x 1

x 1

 −
αν >

−
 αν == 

 − λ − κ

αν < −

.   Βρείτε τα κ,λ∈ ℝ  ώστε η f συνεχής στο x0=1. 

            Απάντηση: λ=κ=
2

1
  

 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 7η  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=0 και 

4xx2)x(xf ≤ηµ−  για κάθε x∈ ℝ  να βρείτε 

την τιµή της f στο x0=0. 

            Απάντηση: f(0)=2 

 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8η  

Αν 5
h

)h3(f
im

0h
=

+
→
ℓ  και η f είναι συνεχής στο 3, να βρείτε το 

3x

)3(f)x(f
im

3x −
−

→
ℓ . 

 
  

                   Απάντηση: 5 
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ΑΣΚΗΣΗ 9η  
Αν οι συναρτήσεις f,g: ℝ→ℝ  έχουν την ιδιότητα f2(x)+g2(x)+2f(x)+5≤4g(x)+συν2x για κάθε 
x∈ ℝ . 

Να δείξετε ότι f,g συνεχείς στο x0=
2

π
. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 10η  
∆ίνεται η συνάρτηση f: ℝ→ℝ  για την οποία υπάρχει ∈ϑ (0,1) τέτοιο ώστε 

yx)y(f)x(f −ϑ≤−  για κάθε x, y∈ ℝ . Να αποδείξετε 1) η f είναι συνεχής. 2) Η εξίσωση 

f(x)=x έχει το πολύ µία ρίζα στο ℝ . 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 11η  
Για την συνάρτηση f ισχύει f(x+y)=f(x)συν2y+f(y)συν2x για κάθε x,y∈ ℝ . Είναι η f συνεχής 

στο 0 και 1
x

)x(f
im

0x
=

→
ℓ  να δείξετε ότι i) Η f συνεχής στο ℝ . 

 ii) ασυν=
α−

α−
α→

2
x

)(f)x(f
im

x
ℓ  για κάθε α∈ ℝ . 

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 12η  

Αν η συνάρτηση f πληρεί τη συνθήκη 2 2 4
(x)

1 1
f x συν x ηµ

x x
≤−  για x ∈ ℝ  να δείξετε ότι 

x 0
(x) 0lim f

→
= . 

 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13η  
 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=0 και |xf(x)-ηµ2x|≤x
4
 για κάθε x ∈ ℝ  να βρείτε την 

τιµή της f στο x0=0 
Απ: f(0)=2 

 
ΑΣΚΗΣΗ 14η  

  

Αν 
h 0

f(3 h)
lim

h→

+
=5 και η f είναι συνεχής στο 3, να βρείτε το 

x 3

f(x) f(3)
lim

x 3→

−
−

. 

Απ: 5 
 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 15η  

Αν οι συναρτήσεις f, g: ℝ➝ℝ  έχουν την ιδιότητα f 
2
(x)+g

2
(x)+2f(x)+5 ≤ 4g(x)+συν

2
x  για κάθε 

x ∈ ℝ  να δείξετε ότι είναι συνεχής στο x0= 
π

2
. 
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Συνέχεια Συνάρτησης σε Κλειστό ∆ιάστηµα [α, β] 
Θεωρήµατα: BOLZANO - Ενδιάµεσων Τιµών - Μέγιστης και Ελάχιστης 

Τιµής 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 16η  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β] και ισχύει f(α)+f(β)=0 να αποδείξετε ότι 
η f έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο [α, β]. 

 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 17η  
Για τις συνεχείς συναρτήσεις f και g στο [α, β] ισχύουν:  

α. f(x)<g(x) για κάθε x ∈ [α, β],  

β. f(α)=α και g(β)=β  

να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (α, β) ώστε να ισχύει: 
κf(x0)+λg(x0)=(κ+λ)x0 µε κ, λ οµόσηµους πραγµατικούς αριθµούς. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 18η  
Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=συν2x-x και g(x)=xηµx-1 έ-
χουν ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο µε θετική τετµηµένη µικρότερη του π. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 19η  
∆ίνονται οι συναρτήσεις f και g συνεχείς στο [α, β] µε f(x)<g(x) για κάθε x ∈ [α, β], f(α)=α και 

g(β)=β. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, β) ώστε λf(ξ)+(1-λ)g(ξ)=ξ, λ ∈ (0, 1). 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 20η  
Αν η συνάρτηση f: [α, β]→ [α, β] είναι συνεχής και αβ>0 να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

xf(x)=αβ έχει µία τουλάχιστον λύση στο [α, β]. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 21η  

Αν α>0 και α+β+1<0 να αποδείξετε ότι η εξίσωση x
3
+βx

2
+α=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες 

στο διάστηµα (-1,1). 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 22η  

Αν f(x)=αx
2
+βx+γ, α≠0 και 5α+3β+3γ=0 να δείξετε ότι: i)f(0)+f(1)+f(2)=0 ii)η εξίσωση f(x)=0 

έχει µία τουλάχιστον λύση στο [0, 2]. 
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ΑΣΚΗΣΗ 23η  

∆ίνονται οι συναρτήσεις f(x)=x
2
+βx+γ και g(x)= -x

2
+βx+γ µε γ≠0. Αν ρ1 είναι η ρίζα της f και 

ρ2 η ρίζα της g µε ρ1<ρ2 να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)+2g(x)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα 
στο (ρ1, ρ2). 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 24η  
Αν η f είναι συνεχής στο [1,5], f(1)=3 και f(5)=2 να δείξετε ότι η Cf έχει ένα τουλάχιστον κοι-
νό σηµείο µε την ευθεία y-x=0 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 25η  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β]. Να δείξετε ότι υπάρχει x0 ∈ ∆ ώστε: 

3f(x1)+5f(x2)=8f(x0), όπου x1,x2 ∈ [α, β]. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 26η  
Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και x1, x2 …xv σηµεία του [α, β] να δείξετε ότι υ-

πάρχει x0 ∈ [α, β] τέτοιο ώστε f(x0)= 
1 2 v(x ) (x ) (x )f +f +...+f

v
. 

 
 

ΑΣΚΗΣΗ 27η  
∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f και g στο [α, β] µε τιµές στο [α, β]. Να δείξετε ότι υπάρχει 

ξ ∈ [α, β] τέτοιο ώστε 1. (fog)(ξ)=ξ και 2. (fog)(ξ)+(gof)(ξ)=2ξ. 
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 28η  
Να δείξετε ότι κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού έχει µία τουλάχιστον ρίζα. 

 
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 29η  
Αν οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [α, β] και f(α)=g(β) και f(β)=g(α) να δείξετε ότι υ-

πάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ [α, β] ώστε f(x0)=g(x0). (∆ηλαδή έχουν ένα κοινό σηµείο). 

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 30η  

∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=e
x
-e

-x
+x+1: 

 α. Να αποδείξετε ότι είναι γνησίως αύξουσα. 
β. Να βρείτε το σύνολο τιµών της f 
γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει µία µόνο λύση. 
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Κ Ε Φ Α Λ Α Ι Ο  3ο 

Π Α Ρ Α Γ Ω Γ Ο Ι 
 

Παράγωγος αριθµός 
 
Άσκηση 1η 

Να εξετάσετε αν υπάρχει f΄(0) για τη συνάρτηση 









≠

=

=
0

12

00

)(
x

x
x

x

xf
ανηµ

αν

 

 
 
Άσκηση 2η 

 

Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x0=0 όταν γνωρίζετε για κάθε x∈3 
ισχύει  
x3 + x2 + 2 ≤  f(x) ≤  x4 +2x2 + 2. 
 
 
Άσκηση 3η 

∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο 








 ≤−

>+

=

02

02

)(

xxx

xxx

xf

ανηµ

ανηµ

. 

Nα βρείτε : 
1. Το παράγωγο αριθµό της f  στο x0=0. 
2. Την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο x0=0. 
3. Την κλίση της f στο x0=0. 
 
 
 
Άσκηση 4η 

Αν η f : ℝ  � ℝ  είναι συνεχής στο x0=0 µε f(0) = 2005 να βρείτε τον συντελεστή διεύθυν-

σης της εφαπτοµένης της g(x) = f(x)ηµx στο x0=0. 

 
 
 
Άσκηση 5η 

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0=0 και 
0

lim
→x

1002
1)(

2
=

−

x

xf

ηµ
 να βρείτε : 

1.  )(lim
0

xf
x→

 

2.  το f(0) 
3.  τον παράγωγο αριθµό f΄(0). 
4.  Την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο x0=0. 
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Άσκηση 6η 

Αν για τη συνάρτηση  f :ℝ�ℝ  ισχύει για κάθε x,y∈3 µε f(x+y) = f(x)συνy+f(y)συνx και  

2005
)(

lim
0

=
→ x

xf

x
 να βρείτε τον ρυθµό µεταβολής της f στο x0=0. 

 
 

 
Άσκηση 7η 

∆ίνεται η συνάρτηση f : ℝ  � ℝ  παραγωγίσιµη στο x0=0 µε f(0)=0 και f΄(0)=1 και η συ-

νάρτηση g για την οποία ισχύει 1+f(x) ≤g(x) ≤ f(x)+1+x2 για κάθε x∈ℝ . Να δείξετε ότι οι 

εφαπτοµένες των f και g στο x0=0 είναι παράλληλες και έχουν κλίση 45ο. 

 
 
Άσκηση 8η 

∆ίνεται η συνάρτηση f η οποία είναι παραγωγίσιµη στο x0=0 και για κάθε 






−∈
2

,
2

ππ
x     

ισχύει f(x)2-2xf(x)+xηµx=0. Να δείξετε ότι η διχοτόµος της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων 

είναι η εφαπτόµενη της f στο x0=0. 

 
 
Άσκηση 9η 

∆ίνονται οι συναρτήσεις f και g για τις οποίες ισχύουν f2(x)-ηµ2xf(x)+x2+g2(x)- 

-2λxg(x)+λ2x2=0 για κάθε x∈ℝ . Να βρείτε το λ∈ℝ  ώστε οι εφαπτόµενες των f και g στην 

αρχή των αξόνων είναι κάθετες. 

 
 
Άσκηση 10η 

Αν για την συνάρτηση f ισχύει f(1+h)=2+3h+3h2+h3 για κάθε h∈3 να δείξετε ότι : 

 (1) f(1)=2   (2) f΄(1)=3   και  (3) να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της f  
             στοx0=1. 
 
 
 
ΣΧΟΛΙΟ:  Όλες οι ασκήσεις αφορούν την παραγωγισιµότητα στο x0. Ως x0 έχει επιλεγεί το 
µηδέν. Παρατήρησε ότι όλες οι εκφωνήσεις είναι διαφορετικές αλλά απαιτούν το ίδιο πράγ-
µα: Την παράγωγο στο x0=0, που βρίσκεται ΜΟΝΟ µε τον ορισµό και όχι ΜΕ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗ 
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ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  RROOLLLLEE  

  
 
1η Άσκηση 
Να βρείτε τα α, β, γ ώστε για την συνάρτηση 

2

2

x x x 0

x 4 x 2 x 0
f (x )

+α +β αν <

γ + + αν ≥


= 

  να ισχύει το θεώρηµα Rolle στο [-2,2].  

 
 
2η Άσκηση 
∆ίνεται συνάρτηση f τρεις  φορές παραγωγίσιµη στο [α,β] µε f(α)=f(β)=0 και f΄(α)=f΄(β)=0 να 
δείξετε ότι:  
1) η εξίσωση f΄΄(x)=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο (α,β). 
2) η εξίσωση f΄΄΄(x)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (α,β). 
 
 
3η  Άσκηση 

Να δείξετε ότι η εξίσωση 23 21184 xxx =++ µ  δεν µπορεί να έχει δύο διαφορετικές ρίζες στο 

(1,2). 
 
 
4η Άσκηση 

Να δείξετε ότι η εξίσωση 062 2234 =++++ γβxxaaxx  έχει το πολύ δύο πραγµατικές ρίζες 

για κάθε α,β ∈ ℝ  µε α 0.≠  

 
 
5η Άσκηση 

Να δείξετε ότι η εξίσωση ( ) 02134 23 =−−+−+ βαβxxax  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο 

(0,1)  για κάθε α,β  ∈ ℝ  
 
 
6η Άσκηση 

Να δείξετε ότι η εξίσωση 0618214 23 =++− µxxx  έχει για κάθε µ∈ ℝ  το πολύ µία ρίζα στο 

(1,2). 
 
 
7η Άσκηση 

Να δείξετε ότι η εξίσωση 010)1(8)12(2 =+−−+− nxxnxx ℓℓ  έχει µία µόνο ρίζα στο διάστηµα 

(1,2). 
 
 
8η Άσκηση 
Αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε διάστηµα ∆ και η παράγωγος της συνάρτησης 
δεν έχει ρίζα στο διάστηµα αυτό, τότε να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση f έχει το πολύ µια ρίζα 
στο διάστηµα ∆. 
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9η Άσκηση 
∆ίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,5] και παραγωγίσιµη στο (0,5) και f(5)=0. Να 
δειχτεί ότι υπάρχει ξ ∈(0,5) τέτοιο ώστε f(ξ)+ξf΄(ξ)=0. 
 
 
10η Άσκηση 

∆ίνεται ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 




 π
π

,
2

 και παραγωγίσιµη στο 






 π
π

,
2

 µε 

f(π)=0 και f(x) 0≠  για κάθε 






∈ π
π

,
2

x . Να δειχτεί ότι υπάρχει ξ ∈ 






 π
π

,
2

 τέτοιο ώστε 

f ( )

f ( )

ξ
= εφξ

ξ
΄

. 

 
 
11η Άσκηση 
Αν η f είναι συνεχής στο [1,2] παραγωγίσιµη στο (1,2), f(1)=3,  f(2)=6 να δείξετε ότι υπάρχει 
σηµείο της Cf στο οποίο η εφαπτόµενη διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 
 
12η Άσκηση 
∆ίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο [1, 3] µε f(1)=3 και f(3)=1. Να δείξετε ότι: 
 

i. υπάρχει x0∈(1, 3) ώστε f(x0)= x0 

ii. υπάρχουν x1, x2∈(1, 3) ώστε f΄(x1)⋅ f΄(x2)=1 

iii. υπάρχει ξ∈(1, 3) ώστε f΄΄(ξ)=0. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
 

 

1. Να δείξετε ότι : ν⋅βν-1⋅(α-β)<αν-βν<ν⋅αν-1⋅(α-β),   α, β∈ℝ *
+

  και  α>β, ν *, v 1.∈ >ℕ  

 
 

2. Να δείξετε ότι : 1-
β
α

< ℓ n
α
β

<
α
β

-1 όπου 0<α<β. 

 

3. Θεωρούµε τη συνάρτηση f όπου x∈[0, +∞) συνεχή στο [0, +∞) και παραγωγίσιµη σ’ αυ-

τό. Αν f(0) = α  και για ένα αριθµό κ∈ℝ  ισχύει  f΄(x) ≤ κ για κάθε x∈(0, +∞), τότε δείξτε 

ότι f(x) ≤α+κx. 
 
 

4. Να δείξετε ότι : ℓ<
+1

1

x
n

xx

x 11
<







 +
 όπου x>0. 

 
 

5. Αν 0≤x<y<
2

π
 να δείξετε ότι : 

x

yx
yx

y

yx
22 συν

εφεφ
συν

−
<−<

−
. 

 
 

6. Αν 0<α<β<
2

π
 να δείξετε ότι : εφα< εφβ

αβ
συνβσυνα

<
−
− )()( nn ℓℓ

. 

 
 

7. Να δείξετε ότι : 1< e
x

e x
<

−1
για κάθε x∈(0, +1).  

 
 

8. Να δείξετε ότι ex≥x+1 για κάθε x∈ℝ . 
 
 

9. Αν 0<α<α+h<
2

π
 να δείξετε ότι : ηµ(α+h)<ηµα+h⋅συνα. 

 
 

10. Σε ποιο σηµείο η εφαπτοµένη του διαγράµµατος της f  µε τύπο f(x)= ℓ nx είναι παράλλη-
λη προς την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία Μ1(1, 0) Μ2(e, 1); 

 
 
11. Έστω µια συνάρτηση f, συνεχής στο διάστηµα [α, β] και παραγωγίσιµη στο (α, β). Αν 

f(α)=β και f(β)=α, να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας, τουλάχιστον, xo∈(α, β) τέτοιος ώστε η 
εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο Μ(xo,f(xo)) nνα είναι κάθετη 
στην ευθεία ψ-x=0. 

 



 56 

12. Αν 0<α<β, να αποδείξετε ότι αe < eβ
α
β αβ

α

β

<






 −

1

. 

 
 
13. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α, β], παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, β), 

f(α)=β και f(β)=α, να αποδειχθεί ότι: 
 

i. υπάρχει γ∈(α, β) τέτοιο, ώστε f(γ)=γ, 

ii. υπάρχουν κ, λ∈(α, β) τέτοια, ώστε f΄(κ)f΄(λ)=1. 
 
 
14. Μία συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [α,β], δύο φορές παραγωγίσιµη  στο διά-

στηµα (α,β) και ισχύουν f(α)=α, f(β)=β και f(γ)=γ για κάποιο γ ∈ (α,β). Να αποδείξετε ότι 
υπάρχει ξ ∈ (α,β) τέτοιο, ώστε f΄΄(ξ)=0. 
 
 

15.  Έστω συνάρτηση f   2 φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1,3]. Αν είναι 2f(2)= f(1)+ 
f(3) να αποδειχθεί ότι υπάρχει σηµείο x0∈(1,3) τέτοιο, ώστε να ισχύει f΄΄(x0)=0. 

 
 

16. Αν για µία συνάρτηση f ισχύει f΄΄(x)= xe24 , x∈ℝ   

 2)(lim
0

=
→

xf
x

 και 2
)(

lim −=
−∞→ x

xf

x
 να δείξετε ότι: 

 Ο τύπος της συνάρτησης f είναι f(x)= 122 +− xe x
.    

 
 

17. Να βρείτε τον τύπο συνάρτησης f για την οποία ισχύει f΄(x)= ( ))x(fxe
2

1 −  για κάθε x∈ ℝ  και 

το διάγραµµά της διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
 

18. Να βρείτε τον τύπο συνάρτησης f ορισµένης στο διάστηµα 






 ππ
−

2
,

2
 για την οποία ισχύ-

ει f΄(x)·συνx+f(x)·ηµx=f(x)·συνx και f(0)=2006. 
 
 
19. Να βρείτε τον τύπο συνάρτησης f για την οποία ισχύει f΄(x)+f(x)·εφx=ηµ2x·ηµx για κάθε 

x 






 π
∈

2
,0  και f(0)=1. 

 
20. Έστω f, g συναρτήσεις µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα ∆ για τις οποίες υποθέτουµε ότι: 
 
 α.   Είναι δυο φορές παραγωγίσιµες στο ∆ 
 β.   f΄΄=g΄΄ 
 γ.   0∈∆ και f(0)=g(0) 
 
 Να δείξετε ότι: 

1. Για κάθε x∈∆, f(x)-g(x)=cx όπου c∈ ℝ . 
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2. Αν η εξίσωση f(x)=0 έχει δυο ρίζες ετερόσιµες ρ1, ρ2 τότε η εξίσωση g(x)=0  
 έχει τουλάχιστον µία ρίζα στο κλειστό διάστηµα [ρ1, ρ2]. 

(Πανελλήνιες εξετάσεις 1989) 
 
21. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g δύο φορές παραγωγίσιµες στο ℝ  για τις οποίες ισχύει 

f΄΄(x)-g΄΄(x)=4 για κάθε x∈ ℝ  f΄(1)=g΄(1) και f(2)=g(2). Να βρείτε τον τύπο της συνάρτη-
σης h(x)=f(x)-g(x).                                                                                (Πανελλήνιες 1997) 

 
22. Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους στο ℝ  µε f΄=g και g΄=-f 

τότε να δείξετε ότι: 
 

1. Υπάρχουν οι συναρτήσεις f΄΄ και g΄΄ και είναι συνεχείς. 
2. ότι ισχύει f΄΄+f=g΄΄+g=0  και 
3. η συνάρτηση h=f2+g2 είναι σταθερή.                                        (Πανελλήνιες 1996) 

 
23. Να βρεθεί η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆=(-1, +∞ ) για την 

οποία ισχύει f΄΄(x)=1995ex+
( )2

1x

2001

+
 και η κλίση της εφαπτοµένης στο σηµείο Α(0, 40) εί-

ναι -1. 
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Μ Ο Ν Ο Τ Ο Ν Ι Α 
 

1) ∆ίνεται η συνάρτηση µε f µε τύπο f(x)=x3+λx2+ 






 +λ
3

4
3 . Να βρείτε τις τιµές του λ∈ ℝ  

ώστε η f να είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 
 
 
2) Έστω µία συνάρτηση f  η οποία είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1,2] και f(1)=0 και 

f΄(2)=1. Αν η συνάρτηση f΄είναι γνησίως αύξουσα στο [1,2] να δείξετε f(2)<2. 
 
 

3) Να δείξετε ότι α) ηµx-xσυνx>0 για κάθε x 





 π
∈

2
,0  

   β) Η συνάρτηση f(x)=
x

xηµ
 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα   

        





 π
2

,0 . 

   γ) 
y

x

y

x
>

ηµ
ηµ

 για κάθε x, y∈ 





 π
2

,0  µε x<y. 

 
 
4) Να αποδείξετε ότι:  

 1) η συνάρτηση f(x)=2x3-3x2+α είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [0,1]. 

 2) Να βρείτε το σύνολο τιµών της f στο [0,1]. 

 3) Αν 0≤α≤1 να δείξετε ότι η εξίσωση 2x3-3x2+α=0 έχει ακριβώς µία ρίζα στο [0,1]. 
 
 

5) Να αποδείξετε ότι ex>1+x+
2

x 2

 για κάθε x>0. 

 
 
6) Να δείξετε ότι:  

 1) η εξίσωση x·ex-1=0 έχει µία µόνο ρίζα στο (0,1). 

 2) Η εξίσωση x3-3x+α=0 έχει 3 ακριβώς ρίζες στο ℝ  όταν α∈(-2,2). 
 
 
7) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x2-2x+x ℓ nx- ℓ nx. 

 Ζητούνται:1) Μονοτονία της f. 

        2) Πλήθος ριζών της εξίσωσης x2-2-(1-x)( ℓ nx-2)=0. 

        3) Να αποδείξετε ότι (1-x)( ℓ nx-2)≤x2-1 για κάθε x>0. 
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8)  Μία συνάρτηση είναι 3 φορές παραγωγίσιµη µε f(2006)=f΄(2006)=f΄΄(2006)=0 και 
 f΄΄΄(x)>0 για κάθε x∈ ℝ . Να βρείτε την µονοτονία της f και να αποδείξετε ότι οι εξισώ- 
 σεις f΄(x)=0 και f(x)=0 έχουν µοναδική ρίζα. 
 
 

9)  Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία την συνάρτηση f(x)= x -
x2

nxℓ
, x>0  

                (Πανελλήνιες 1991) 
 
 
10)  Έστω οι συναρτήσεις f,g µε πεδίο ορισµού το R.  
  ∆ίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης fog είναι 1-1. 
 
 α. Να δείξετε ότι η g είναι 1-1. 
            
 β. Να δείξετε ότι η εξίσωση g(f(x)+x3-x)=g(f(x)+2x-1) έχει ακριβώς δύο θετικές και µία 
     αρνητική ρίζα.          
                (Πανελλήνιες 2002) 
 
 
11)  Έστω η συνάρτηση f(x)=x5+x3+x. 
  
  α. Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η f 
       έχει αντίστροφη συνάρτηση. 
            
  β.  Να αποδείξετε ότι f(ex)≥ f(1+x) για κάθε x∈ ℝ . 
            
  γ.  Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο  
       (0,0) είναι ο άξονας συµµετρίας των γραφικών παραστάσεων της f και της f -1. 
            
  δ. Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική   
      παράσταση της  f -1, τον άξονα των x και την ευθεία µε εξίσωση x=3. 
                          (Πανελλήνιες 2003) 
 
 

12)  Έστω ο µιγαδικός z για τον οποίο ισχύουν i4zi2z +=+  και w= ∈
+
+

i2z

i4z
ℝ .  

   Θεωρούµε τους µιγαδικούς z1=(x-1)+( i)2z −  και z2=2 ℓ nx+( i)1z − . Να δείξετε ότι 

   υπάρχει µοναδική τιµή του x∈ ℝ  ώστε ο αριθµός u= 1z ·z2 να είναι πραγµατικός. 

 
 

13)  ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)=
22

x

x

e

λ+

λ

 και λ>1. Να δείξετε: 

  1. Η f είναι γνησίως αύξουσα. 

  2. Για κάθε x≥0 ότι ισχύει eλx≥1+ ,
x

2









λ

 λ>1. 
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ΑΚΡΟΤΑΤΑ - ΘΕΩΡΗΜΑ FERMAT 
 
1) Για µια συνάρτηση f, που είναι παραγωγίσιµη στο σύνολο των πραγµατικών αριθ-

µών 3, ισχύει ότι: f 3(x)+βf 2(x)+γf(x)=x3-2x2+6x-1 για κάθε x∈ ℝ , όπου β, γ πραγµα-
τικοί αριθµοί µε β2<3γ. 

 
 α. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα. 
            
 β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα. 
 
 γ. Να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x)=0 το ανοικτό διάστηµα  
    (0,1). 
 
 
2) Να βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων 

 1. f(x)=ηµ2x+ηµx-1, x ,
2

3
, 




 π
π∈  

 

 2. g(x)= ,2xx 2 −−    

 

 3. 







>αν−

<αν
=αν=

0xx2

0xx
0x3)x(h

2

3

 

 

 4. 









 ≤αν

>αν
=φ

0xx

0x
x

1
)x(

2

. 

 

3) Σηµείο Α κινείται στον θετικό ηµιάξονα Οx µε ταχύτητα u=
2

1
m/sec ξεκινώντας από 

το σηµείο Ο. Για κάθε θέση του σηµείου Α θεωρούµε το ορθογώνιο µε κορυφές Α-
ΒΓΟ όπου Β σηµείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε τύπο f(x)=e-4x, 
Γ σηµείο πάνω στον θετικό ηµιάξονα Oy και Ο η αρχή των αξόνων. Να βρείτε: 

 
1. Τη συνάρτηση E(x) και Ε(t) του εµβαδού του ορθογωνίου συναρτήσει του x 

και του χρόνου αντίστοιχα. 

2. Το ρυθµό µεταβολής του εµβαδού του ορθογωνίου τη χρονική στιγµή t0=
2

3
 

sec. 
 
3. Ποια χρονική στιγµή το εµβαδό του ορθογωνίου γίνεται µέγιστο και ποιες είναι 

αυτή τη στιγµή οι διαστάσεις του; 
 

4. Βρείτε το 
+∞→x

lim Ε(x) και 
0x

lim
→

Ε(x). 
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4) Να αποδείξετε τις ανισώσεις: 

 1. συνx≥1-
2

x 2

 για κάθε x∈R,   2.  -2xlnx≤x2-4x+3 για κάθε x>0. 

 
 
5) ∆ίνεται η συνάρτηση f, δυο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  για την οποία f΄(0)=0 και 

f΄΄(x)>0 για κάθε x∈ ℝ *. Να κάνετε τον πίνακα µεταβολών της f και να εξετάσετε αν 
υπάρχουν τοπικά ακρότατα της f. 

 

6) Αν για µία συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο 3 ισχύει f3(x)+3f(x)=ex-x+
2

x 2

 για κάθε 

x∈ ℝ  να δείξετε ότι έχει ένα µόνο κρίσιµο σηµείο. 
 
 

7) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης f(x)=3x4-8x3-6x2+24x-12 και το πλήθος των 
πραγµατικών ριζών της εξίσωσης f(x)=0. 

 
 

8) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=ex-1- ℓ n(x+1), x>-1. 

1) Να µελετήσετε την µονοτονία και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της f. 

2) Να βρείτε τα σηµεία τοµής µε τον άξονα xx΄. 

3) Να αποδείξετε ότι 1+ ℓ n(x+1)≤ex για κάθε x>-1 

4) Αν είναι αx≥1+ ℓ n(x+1) για κάθε x>-1 να δείξετε ότι α=e 
 

 
9) ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f για την οποία  ισχύει f 3(x)+x3=3xf(x)-1 για κάθε 

x>0. Αν το f(α) είναι τοπικό ακρότατο της f, να αποδείξετε α=1. 
 
 

10)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=x3-αx2+1, α≠ 0 έχει και µέγιστη και ελάχιστη τι-
µή. 

 
 

11)  Έστω συνάρτηση f:(0,1)→ ℝ  και 3 φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  µε f(x)≥2006 για 
κάθε x∈(0,1). Αν υπάρχουν x1,x2∈(0,1) µε x1<x2 ώστε f(x1)=f(x2)=2006 να δείξετε ότι 
η εξίσωση f΄΄΄(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (0,1). 

 
 

12)  Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο ℝ  µε f(0)=2 και f(2x)≥2e-2x για κάθε x∈ ℝ .  
  Να δείξετε ότι f΄(0)=-2. 
 
 
13)  ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x ℓ nx-λx+1, λ∈ ℝ . 

   α) Να βρείτε το σηµείο της Cf στο οποίο η εφαπτοµένη διέρχεται από την αρχή των 
        αξόνων. 
   β) Να αποδείξετε ότι η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το οποίο κινείται σε ευθεία  
       καθώς ο λ διατρέχει το ℝ . 
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14)  ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x7·e2λ-x  µε λ 0≥ , x>0. Να βρείτε το λ∈ ℝ  ώστε η µέγιστη 

τιµή της f να γίνεται ελάχιστη. 
 
 
15)  ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=x3+αx2+βx+γ  α, β, γ∈ ℝ  και έστω ρ1<ρ2<ρ3 οι ρίζες της 
εξίσωσης   f(x)=0. Να αποδείξετε ότι:  
 
1) Υπάρχουν ξ1∈(ρ1,ρ2) και ξ2∈(ρ2,ρ3) ώστε η f να παρουσιάζει στο ξ1 τοπικό µέγιστο  
 και στο ξ2 τοπικό ελάχιστο.  
2) Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ώστε η f΄(x) να έχει στο ξ τοπικό ελάχιστο. 

 
 
 16) Αν x3 ≥x2+α ℓ nx για κάθε x∈(0,+∞ ) να δείξετε ότι α=1. 
 
 
 17)Έστω f και g ορισµένες στο ℝ  και τέτοιες ώστε g(x)=1+(f(x))2 για κάθε x∈ ℝ ,  
  f(A) = [ -2,2] και η f παραγωγίσιµη στο ℝ . Να δείξετε ότι υπάρχει 1 τουλάχιστον  
  x0∈(-2,2)  ώστε g΄(x0)=0. 
 
 
 18) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε f(0)=1 και ισχύει f(x)·e-x≤x2+1 για  
    κάθε x∈ ℝ  να δείξετε ότι f΄(0)=1 
 
 19) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και f(1+x)-f(1-x)≤x2 για κάθε x∈ ℝ  να δείξετε ότι  
    f΄(1)=0. 
 

 20)  Αν g(x)=1+ 2)x(f − , η f έχει σύνολο τιµών το ℝ , η g είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  να  

    αποδείξετε ότι υπάρχει 1 τουλάχιστον x0∈ ℝ  ώστε g΄(x0)=0. 
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ΚΑΝΟΝΑΣ DEL’ HOSPITAL ΓΙΑ ΟΡΙΑ 

 
1) Να υπολογίσετε τα όρια  

 α) 
x

1xe
im

x

0x

−−
→
ℓ    β) )1xe(im x

x
−−

+∞→
ℓ  

 
 
2) Οµοίως τα όρια 

 α) 
x1

xx
im

0x συν−
ηµ−

→
ℓ   β) 

nx3x

nxx2
im

x ℓ

ℓ
ℓ

+
+

+∞→
 

 
 
3) Οµοίως τα όρια 

 α) 
xx

ee
im

xx

0x ηµ−
− ηµ

→
ℓ   β) 

30x x

xx
im

ηµ−
→
ℓ  

 
 
4) Οµοίως τα όρια 

 α) 







−

−
→ 1x

1

nx

1
im

1x ℓ
ℓ   β) 

x

x2xx1
im

20x ηµ

συν−ηµ+
→
ℓ  

 
 
5) Οµοίως τα όρια  

 α) 
1xn

1nxxn
im

2

2

x +

++
+∞→ ℓ

ℓℓ
ℓ  β) 

2x2xe2

x
im

2x

3

0x −−−→
ℓ  

 
 

6)   Να βρείτε τα α, β, γ∈ ℝ  ώστε 4
xx

xee
im

xx

0x
=

ηµ−
γ+β+α −

→
ℓ  

 

7) ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο 












−∈αν

+

∈ανφ

=αν−λ+λ
=

ηµ

)0,1(x
x

)1x(n

)1,0(x)xe(

0x33
)x(f

x

2

ℓ

. Να βρείτε το λ∈ ℝ  

 ώστε να είναι συνεχής στο ℝ . 
 
 
 

8) Αν xxe-x-αx-e ≥0 για κάθε x∈(0,π) όπου α>0 να δείξετε ότι α= x

0x

)x1(im σφ

+→
+ℓ . 

 
 

9) Αν ℓ n(x+1)≥αx+
2

x 2

 για κάθε x>-1 να δείξετε ότι α= x

0x

xim
+→

ℓ .  
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10)  

x n(x 1)
, x 0

x

f (x)
1

( x), x 0
2

+α − >



= 
 ηµ α ≤



ℓ

.  

 
Να βρείτε το α ώστε η f να είναι παραγωγίσιµη στο x0=0. 

 
 
 
11) Αν η συνάρτηση  f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και ισχύει f 5(x)+f 3(x)+f(x)=x-ηµx για 

κάθε x∈ ℝ  να δείξετε ότι 
6

1

x

)x(f
im

30x
=

→
ℓ . 
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Α Σ Υ Μ Π Τ Ω Τ Ε Σ 
 

1. Αν µία συνάρτηση f ισχύει f΄΄(x) = 4e2x,  x∈ ℝ ,  2)x(flim
0x

=
→

 και 2
x

)x(f
lim

x
−=

−∞→
 να 

βρείτε: 
i Το τύπο της f. 
ii ∆είξτε ότι e2x-2x-1≥0 για κάθε x∈ℝ . 
iii ∆είξτε ότι η εξίσωση e2x-2x=2x2+1 έχει µία µόνο ρίζα. 
 
 

2. Α. Έστω ότι η ευθεία y=2x+5 είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας 
 συνάρτησης f στο +∞ .  

 
 Να βρείτε τα όρια:  

i 
x

)x(f
lim

x +∞→
 και ]x2)x(f[lim

x
−

+∞→
 

 

ii Να βρείτε τον πραγµατικό αριθµό µ, αν 1
x3x2)x(xf

x4)x(f
lim

2x
=

+−

+µ
+∞→

. 

 
Β.  

i Να αποδείξετε ότι ex-x+1>0 για κάθε x∈ℝ . 
ii H εξίσωση 2ex+2x=x2+2 έχει ακριβώς µία λύση την x=0. 

Θέµα 4ης ∆έσµης 1994 
 

 

3. Να βρείτε το πολυώνυµο P(x) και το λ όταν η συνάρτηση  f µε 
)x(P

3xx
)x(f

2 −λ+
=  

έχει 1)x(flim
x

=
±∞→

, κατακόρυφες ασύµπτωτες τις ευθείες µε εξισώσεις x=1 και x=-2 

και παρουσιάζει ακρότατο στη θέση x0=-1. 
 
 

4. Αν για την  συνάρτηση f ισχύει 2x+3
2

23

x

1x3x2
)x(f

++
≤≤  για κάθε x∈ ℝ *.  

Να δείξετε ότι η ευθεία y=2x+3 είναι πλάγια ασύµπτωτη της f για x�+∞  και  
x�-∞ . 

 
 
5. Να βρείτε τις ασύµπτωτες των συναρτήσεων: 

  1) f(x)=
2x

6x5x 2

−
++

  2) g(x)= xx 2 +  

 
 
6. Να βρείτε τις ασύµπτωτες των συναρτήσεων 

  1) f(x)=
1e

x
x −

   2) g(x)=
2x

ex x

−
⋅
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7. Να βρείτε τις ασύµπτωτες των συναρτήσεων 

 1) f(x)=
x

)1x(n 2 +ℓ
  2) g(x)=

x

x2ηµ
 

 
 

8. Αν f και g συνεχείς στο ℝ  και f(x)-g(x)=x-4 για x∈ ℝ  και η ευθεία y=3x-7  είναι 
ασύµπτωτη του Cf  για x +∞→   να βρείτε τα όρια: 

  1)
x

)x(g
im

x +∞→
ℓ    και   2) 

1x3)x(xf

x2x3)x(g
im

2x +−

ηµ++
+∞→
ℓ  

          Πανελλήνιες 2000 
 

 

9. Έστω η συνάρτηση f(x)= ,
2x

xx 2

−
β+α

 x∈ ℝ -{ }2  και α, β ∈ ℝ . Αν η ευθεία ε: y=2x-1 

είναι ασύµπτωτη  του Cf για x +∞→  να βρείτε τα α και β.  
           Πανελλήνιες 2001 

 
 

10. Αν η ευθεία y=3x+5 είναι ασύµπτωτη της f στο +∞  να υπολογίσετε το 

+∞→x
imℓ

232

2

x2x3)x(fx

1x)x(xf

+−⋅

++
. 

 

11. Να βρείτε  τα α και β ώστε η συνάρτηση f(x)=
)2x(x

3xx)1(x)1( 232

−
++−β+−α

 να έχει  

για x +∞→  ασύµπτωτη την ευθεία y=3x+2. 

 
 
12. Να βρείτε το κ,λ∈ ℝ  ώστε η ευθεία y=x-2λ να είναι ασύµπτωτη της 

f(x)=
1x4x2

1x2x3x
2

223

++

++κ−κ
 για x→ ∞− . 

 
 

13. Να βρείτε το α∈ ℝ  ώστε η συνάρτηση f(x)= x1x3x4xx 22 α−+++−  έχει ορι-

ζόντια ασύµπτωτη για x −∞→ . 

 
 

14. Να βρείτε το λ∈ ℝ  ώστε η πλάγια ασύµπτωτης της συνάρτησης f(x)=
2x

x6x2 2

+
+

 

εφάπτεται της g(x)=λx2+1. 
 
 

15. Να βρείτε το πολυώνυµο P(x) και τον αριθµό κ∈ ℝ  όταν για την συνάρτηση  

  f(x)=
)x(p

2x)1(x 2 −+κ−
ισχύουν: 

    1) Η ευθεία Υ=1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη του Cf 
        2) οι ευθείες x=0 και x=2 είναι κατακόρυφες ασύµπτωτες του Cf 
    3) έχει τοπικό ακρότατο στο x0=1 

         New York University 
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Κ Ο Ι Λ Ε Σ  -  Κ Υ Ρ Τ Ε Σ    Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Ε Ι Σ - 
Σ Η Μ Ε Ι Α    Κ Α Μ Π Η Σ    Σ Υ Ν Α Ρ Τ Η Σ Η Σ 

 
1) Έστω α πραγµατικός αριθµός και f η συνάρτηση µε  

 f(x)= ( ) 2322
34

5x7x
2

5
2

3

x2

3

x
α−+α+







 +α−α+
α

+  

 
  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν έχει η σηµεία καµπής. 
          Θέµα 4ης ∆έσµης 1990 
 
 

2) f(x)=(β+1) nxℓ -(α+3)x2-3x+γ και g(x)=
1x

1x3x2 2

+
++

. Αν η εφαπτόµενη της f στο x0=2  

είναι παράλληλη προς την πλάγια ασύµπτωτη της g στο +∞  και το σηµείο  Σ(1,0) 

είναι σηµείο καµπής της Cf να βρείτε τα α και β. 

 
 
3) ∆ίνεται η συνάρτηση g(x) =exf(x), όπου f συνάρτηση παραγωγίσιµη στο ℝ  και 

f(0)=f 







2

3
=0. 

  α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ∈ 







2

3
,0  τέτοιο ώστε f΄(ξ)=-f(ξ). 

  β. Εάν f(x)=2x2-3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα. Ι(α)= ∫α
0

,dx)x(g  α∈ ℝ  

  γ. Να βρείτε το όριο 
−∞→α

imℓ  Ι(α) 

 
 
4) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=-x4+2(µ-1)x3-6(µ2+µ+2)x2+µ2+1 δεν έχει σηµεία κα- 
 µπής  για όλες τις τιµές του µ∈ ℝ , ενώ η συνάρτηση 
  f(x)=x4+6(µ+2)x3+6(2µ2+8µ+7)x2+12x+2  παρουσιάζει 2 σηµεία καµπής για µ∈ ℝ . 
 
 
5) Να µελετήσετε ως προς τα κοίλα και να βρείτε εφ’ όσον υπάρχουν σηµεία καµπής  

 για τις  συναρτήσεις f(x)=x·e x−  και g(x)=
( )








 ππ
−∈









ηµ+

συν
2

,
2

x,
x1

x
n

2
ℓ . 

 
 
6) Αν για τις συναρτήσεις f, g ισχύουν f΄΄(x)>0 για κάθε x∈∆, g΄(x)>0 και g΄΄(x)>0 για 
 κάθε x∈f(∆) να δείξετε ότι η συνάρτηση gof είναι κυρτή στο ∆. 
 
 
7) Αν η συνάρτηση f είναι τρείς φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και ισχύουν f΄΄(0)=0 και  

 f΄΄΄(x)>0 για  κάθε x∈ ℝ *, να αποδείξετε ότι η f είναι κοίλη στο ( ]0,∞−  και κυρτή στο 

 [ )+∞,0 . 
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8)  
 Α.1. ∆ίνεται η συνάρτηση f ορισµένη και δυο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ 
         µε τιµές στο (0,+∞ ). Να δειχθεί ότι η συνάρτηση g µε g(x)=Inf(x), x∈∆ στρέφει     

         τα κοίλα άνω αν και µόνο αν ισχύει η σχέση f(x)f΄΄(x)≥ [ ]2
)x(f΄  για κάθε x∈∆. 

 
     2. Να βρεθεί το µέγιστο διάστηµα, στο οποίο η συνάρτηση g µε g(x)=In(x2+2)  
              στρέφει τα κοίλα άνω. 
 
 Β.1. Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία και τα κοίλα η συνάρτηση f µε f(x)=αx-x,   
         x∈ ℝ  και 0<α<1. 
 

     2. Να βρεθούν τα λ∈ ℝ   για τα οποία ισχύει η ισότητα 42 −λα -αλ-2=(λ2-4)-(λ-2) όπου  

         0<α<1. 
       Πανελλήνιες εξετάσεις1ης ∆έσµης 1992 

 
 
9) Σηµείο Β κινείται στον άξονα Οx µε ταχύτητα u=2m/sec ξεκινώντας από το σηµείο Ο.  
 Για κάθε θέση του σηµείου θεωρούµε το ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ (ΑΟ=ΑΒ) και η  
 κορυφή Α είναι σηµείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f µε τύπο  

 f(x)=
4x

8
2 +

.  

 
Να βρείτε: 
 1. Ποια χρονική στιγµή t0 έχουµε την ελάχιστη τιµή του ρυθµού µεταβολής του εµβα- 
     δού του τριγώνου (ΟΑΒ).  
 
 2. Ποια είναι ελάχιστη τιµή του ρυθµού µεταβολής του εµβαδού του (ΟΑΒ) και  
 
 3. Ποια χρονική στιγµή t το σηµείο Α βρίσκεται σε σηµείο καµπής της f και πόσο είναι  
     το εµβαδό του τριγώνου (ΟΑΒ) αυτή τη χρονική στιγµή. 
 
 

10) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=
2x1e − +x και η οποία στο x1 και x2 παρουσιάζει σηµείο κα- 

  µπής. ∆ίνονται οι µιγαδικοί z1=x1+if(x1),  z2=x2+if(x2) και z3=2+(λ-1)i, λ∈ ℝ .  

  Να βρείτε το λ ώστε ο αριθµός w=
3

21

z

zz −
 είναι φανταστικός αριθµός. 
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1
ο
 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  

Ο Ρ Ι Α   -   Σ Υ Ν Ε Χ Ε Ι Α 
 

ΘΕΜΑ 1Ο
  

 
 

Α. 
1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και υπάρχει 1  
 τουλάχιστον x0∈(α,β) ώστε f(x0)=0 τότε f(α)·f(β)<0                     Σ ή Λ 
 
2. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)·f(β)>0  
 τότε δεν υπάρχει 1 τουλάχιστον x0∈(α,β) ώστε f(x0)=0                  Σ ή Λ 

 
3. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και m, Μ η  
 ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της στο [α,β] τότε για  
 κάθε m ML ≤≤  υπάρχει x0∈(α,β) ώστε f(x0)=L           Σ ή Λ 

 
 

4. Αν f(x)<g(x) για κάθε x∈ ℝ  τότε αν υπάρχουν  

 τα )x(gim),x(fim
00 xxxx →→

ℓℓ  ισχύει )x(gim)x(fim
00 xxxx →→

< ℓℓ            Σ ή Λ 

 
 

5. Αν x0∈Α όπου Α το σύνολο ορισµού της f τότε )x(f)x(fim 0
xx 0

=
→
ℓ          Σ ή Λ 

 
 

6. Αν η τιµή y=0 ανήκει στο σύνολο τιµών της f και η f είναι συνεχής  
 στο Α τότε η εξίσωση έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο Α           Σ ή Λ 
 

(6X2=12 Μονάδες) 
 

Β.  
Να αποδείξετε ότι αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και f(α)≠ f(β) τότε για κά-
θε κ ανάµεσα στους f(α) και f(β) υπάρχει x0∈(α,β) ώστε f(x0)=κ. 

(13 Μονάδες) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑ 2Ο  

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες στο ℝ  και 
2x3x

)x(f
im

21x +−→
ℓ =1 και 

1x

)1x2x()x(g
im

2

1x −

+−⋅
→
ℓ =5 να βρείτε το ( ) ( )( ).xgxfim

1x
⋅

→
ℓ  

 
(25 Μονάδες) 

 
 
 



 70 

 
 

ΘΕΜΑ 3Ο 

 
Να βρείτε τους κ,λ,µ∈ ℝ  ώστε η συνάρτηση f µε τύπο: 

f(x)=











=ανµ

≠αν
−−+

+κ−λ+λ+κ

1x

1x
1xxxx

5)2(x22x)22(

να είναι συνεχής στο ℝ . 

          (25 Μονάδες) 
 
 

ΘΕΜΑ 4Ο 

Έστω συνάρτηση f συνεχής στο διάστηµα ∆=(α,β) γνησίως φθίνουσα στο (α,γ] και γνη-

σίως αύξουσα στο [γ,β), όπου γ∈ (α,β). Αν f(γ)=-1, 2)x(fim
x

=
α→

ℓ  και 3)x(fim
x

=
β→

ℓ  να 

βρείτε: 
1. το σύνολο τιµών της f 
2. το πλήθος των ριζών της εξίσωσης f(x)=0, x∈∆. 

          (25 Μονάδες) 
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2
Ο
 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ  ––  ΟΟΡΡΙΙΑΑ  ––  ΣΣΥΥΝΝΕΕΧΧΕΕΙΙΑΑ    

  
  

ΘΕΜΑ 1Ο
  

 
Α. Ερωτήσεις σωστού – λάθους 
 

1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και f(x)·f(β)>0  
 τότε δεν υπάρχει x0∈(α, β) ώστε f(x0)=0     Σ ή Λ 
 

2. Ισχύει )x(f)x(fim 0
0

xx
=

→
ℓ         Σ ή Λ 

 
3. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [1, 5] και f(1)=10 και  
 f(5)=50 τότε f(Α)=[10, 50].       Σ ή Λ 
 

4. Ισχύει ( ))x(g)x(fim
0

xx
+

→
ℓ = )x(fim

0
xx→
ℓ + )x(gim

0
xx→
ℓ     Σ ή Λ 

 
Β. Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής. 
 

1. Είναι το =







+→ 230x xx

x
ximℓ µε Α.0,  Β.+∞ ,  Γ.1,   ∆. δεν υπάρχει. 

 

2. Είναι =
−

−
−∞→ 3

3

x )1x(

)x31(
imℓ          µε Α.+∞  Β.- ∞ ,  Γ.9   ∆.27  Ε.0 

 

3. Αν 4
2x

)x(f
im

2x
=

−→
ℓ  και η f συνεχής στο ℝ . Τότε f(2) είναι ίσο µε : 

 Α.2  Β.0  Γ.4   ∆.1 
  

4. Αν το 
xx

xx
im

3

4

0
xx +

−
→
ℓ  δεν υπάρχει τότε : 

 Α.x0=-1 Β. x0=1 Γ. x0=0   ∆. x0=2 
 

(4x4=16 Μονάδες) 
 

ΘΕΜΑ 2Ο
  

 
Α.  α) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=(x-1)·(x-2) … (x-2001)+2004 δεν είναι 1 – 1.  
 

 β) Αν για µια συνάρτηση f ισχύει ( ) ( ) 3x2)x(f)x(ff
3 +=+  να δείξετε ότι είναι 1 – 1. 
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Β. Να βρείτε το α∈ ℝ  ώστε η συνάρτηση 









≠αν

−
−α−

=αν

=
3x

3x

3xx

3x4

)x(f

2

 

είναι συνεχής στο x0=3. 
(25 Μονάδες) 

 

ΘΕΜΑ 3Ο
  

 
A. Να υπολογίσετε τα όρια: 

1. 






 ηµ⋅
+∞→ x

1
xim

x
ℓ  

 

2. 






 ηµ
+∞→ x

x
im

x
ℓ  

 

3. 








−−

−
→ 2xx

x1
im

2

2

2x
ℓ  

 

4. 
38x

23x
im

1x −+

−+
→
ℓ  

 
(4x4=16 Μονάδες) 

 
 

Β.  α) Αν ( ) 2004)x(fxim 4

x
=⋅

+∞→
ℓ  να βρείτε το )x(fim

x +∞→
ℓ . 

 

 β) Αν ( ) 52xx)x(fim 2

1x
=−−+

→
ℓ  να βρείτε το )x(fim

1x→
ℓ . 

(2x5=10 Μονάδες) 
 

ΘΕΜΑ 4Ο
  

 
∆ίνεται ο πραγµατικός αριθµός λ∈(0, 1) και οι συναρτήσεις f, g, οι οποίες είναι συνεχείς στο 
[α, β]. Αν f(x)<g(x) για κάθε x∈[α, β], f(α)=α και g(β)=β, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ∈(α, β) 
τέτοιος λf(ξ)+(1-λ)g(ξ)=ξ. 
 

(25 Μονάδες) 
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3
ο
 ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 

ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ-ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ-ΟΡΙΑ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ-ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 1Ο  
Αν οι εικόνες Μ(z) του µιγαδικού z κινούνται σε κύκλο κέντρου Ο(0,0) και ακτίνας ρ1=1 να 

δείξετε ότι οι εικόνες Ν(w) του µιγαδικού w=
i23

i)1z(2)1z(3

−
−++

 ανήκουν σε κύκλο κέντρου 

κ(1,0) και ακτίνας ρ2=1. Κατόπιν βρείτε την ελάχιστη και µέγιστη τιµή της παράστασης 

A= .wz −    

           (25 Μονάδες)
  
 
ΘΕΜΑ 2Ο  
Α. Ερώτηση: Είναι f -1(f(x))=x        Σ  ή  Λ 
            
           (4 Μονάδες) 
 
Β. ∆ίνεται η συνάρτηση f: ℝ→ℝ  για την οποία ισχύει f 3(x)+3f(x)-x=0 για κάθε x∈ ℝ  και 

f(3)=3  
    Ζητούνται: 

1) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται       (8 Μονάδες) 
 
2) Να βρείτε την f -1        (8 Μονάδες) 
 
3) Να λύσετε την εξίσωση f -1(x)=4x2     (5 Μονάδες) 

 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 3Ο  
Α. Αν f:[-2,2]→ ℝ  είναι συνεχής και f(-2)=f(2)≠ f(0) να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον  
    ένα ξ∈(- 2,0) τέτοιο ώστε f(ξ)=f(ξ+2). 
            (12,5 Μονάδες) 
 
Β. Στην προηγούµενη συνάρτηση να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(-2,2) ώστε  

5f(ξ)=f(-2)+f(2)+f(0)+f(-1)+f(1). 
 
            (12,5 Μονάδες) 
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ΘΕΜΑ 4Ο 

1. Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο [5,7] και επιπλέον  
f(6)f(5)=f(7)-f(6) να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(5,7) στο οποίο η εφα-
πτόµενη της f΄ είναι παράλληλη στον άξονα xx΄. 

           (8 Μονάδες) 
 
2.  Να δείξετε ότι x+1≤ex≤x·e+1 για κάθε x∈(0,1)    (8 Μονάδες) 
 

3.  ∆ίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο 




 π
π

,
2

 παραγωγίσιµη στο 




 π
π

,
2

 µε f(x)≠ 0 για  

      κάθε x∈ 




 π
π

,
2

 και f(π)=0. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈ 




 π
π

,
2

 ώστε  f΄(ξ)=f(ξ)·∈φξ. 

          (9 Μονάδες) 
 
 
 
 

4. Αν η f είναι συνεχής στο x0=1 και 4
h

)h1(f
im

0h
=

+
→
ℓ  να βρείτε: 

 1) Την τιµή f(1)   
2) Την παράγωγο της f στο x0=1   
3)Την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο x0=1 
 

            
           (8 Μονάδες) 
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4ο ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

 
 
ΘΕΜΑ 1Ο  
Α. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της  να γρα-
φεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο σηµείο Α(x0, f(x0)). 

           (Μονάδες 4) 
 

Β. Να αποδείξετε ότι, αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο x0 του πεδίου 
ορισµού της, τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό. 

           (Μονάδες 8,5) 
 

Γ. Πότε µια ευθεία x=x0 λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης µιας 
συνάρτησης f; 

           (Μονάδες 4,5) 
 

∆. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την έν- 
     δειξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η f΄ είναι πάντοτε συνεχής στο x0. 
β. Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0, τότε η f  µπορεί να είναι παραγωγίσιµη στο x0. 
γ. Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και δύο φορές παραγωγίσιµη στο  
     εσωτερικό του ∆. Αν f΄΄(x)>0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι κυρτή στο  
     ∆. 
δ. Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του ∆.  
    Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και f΄(x0)=0, τότε η f παρουσιάζει υποχρεωτικά τοπικό  
    ακρότατο στο x0. 
 
          (4*2=8 Μονάδες) 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ 2Ο  

Έστω f µια πραγµατική συνάρτηση µε τύπο f(x)= 

2

x-3

,  x  3

1 - e 
,  x  3

x - 3

xα ≤
 
 

> 
 

 

α. Αν η f είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι: α = - .
9

1
 

           (Μονάδες 11) 
 

β. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης Cf  της συνάρτησης f  
    στο σηµείο Α(4, f (4)). 

           (Μονάδες 14) 
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ΘΕΜΑ 3Ο  
A. Αν xx · e-x –ax-e 

0≥  για κάθε x∈ (0, + ∞) όπου α>0 να δείξετε ότι α=e 

           (Μονάδες 9) 
 

B. Aν η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και ισχύουν f΄΄(0)=f΄(0)=0 και  
     f΄΄΄(x)>0, για κάθε x∈ ℝ *, να αποδείξετε ότι: 
i)  η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστηµα (- ∞, 0], ενώ στρέφει τα κοίλα άνω στο διάστηµα  
    [0, + ∞). 
 
           (Μονάδες 8) 
ii) η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 
            (Μονάδες 8) 
 
 
 
ΘΕΜΑ 4Ο  
α) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=lnx+x-1 
i)  Να µελετήσετε τη συνάρτηση ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα. 
ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα την x=1 και να βρεθεί το πρόσηµο  
    της συνάρτησης f(x). 
           (Μονάδες 10) 
 
β) Να µελετήσετε ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση  

 φ(x)=2xlnx+x2--4x+3. 
     
           (Μονάδες 10) 
 
γ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g(x)=xlnx και  

h(x)= - ,
2

3
x2x

2

1 2 −+  έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτοµέ-

νη. 
           (Μονάδες 5) 
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5ο ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΣΤΟΝ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΤΗΣ 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ ΤΟΥ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟΥ  

2001 – ΟΡΟΣΗΜΟ 
 
 

ΘΕΜΑ 1Ο  
ΘΕΩΡΙΑ 
Α. Να αποδείξετε ότι αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆ και στο εσω-
τερικό σηµείο x0 του ∆ παρουσιάζει τοπικό ακρότατο τότε f΄ (x0)=0     
           (Μονάδες 10) 
 
B.1. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο ∆ και f΄(x)=g΄(x) για 
κάθε x∈ ∆ και έχουν ένα τουλάχιστο κοινό σηµείο τότε οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες µε 
το ∆. 
            
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.2. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο ∆ τότε είναι σταθερή αν f΄ (x0)=0 για κάθε 
x∈ ∆ και αντιστρόφως. 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.3. Αν το σύνολο τιµών f (A) µιας συνεχούς και γνησίως µονότονης συνάρτησης περιέχει 
το µηδέν τότε η f έχει το πολύ µία ρίζα στο Α. 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.4. Αν η f είναι άρτια συνάρτηση και παραγωγίσιµη στο Α τότε η f΄ είναι περιττή και αντί-
στροφα. 
 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.5. Αν η f είναι κοίλη στο ℝ  και f΄(7)=5 τότε είναι αδύνατο να ισχύει και f΄(5)=7. 
 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.6. Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει στο x0 τοπικό ακρότατο τότε στο x0 η µονοτονία της f 
αλλάζει ή η παράγωγος µηδενίζεται. 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.7. Αν f΄(1)<f΄(2) τότε η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο [1,2]. 
           Σωστό ή Λάθος 
 
Β.8. Μια συνάρτηση που είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο [α,β] και κοίλη σ’ αυτό έχει ε-
λάχιστη τιµή το f΄(α). 
           Σωστό ή Λάθος 
 
           (Μονάδες 15) 
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ΘΕΜΑ 2Ο  
∆ίνεται: 
Α. Η συνάρτηση f είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και f΄΄΄(x)>0 για κάθε x ∈ ℝ * και 
f΄΄(0)=f΄(0)=f(0)=0 
1. Να κάνετε τον πίνακα µεταβολών της f.  
           (Μονάδες 10) 
 
2. Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο x0=0. 
           (Μονάδες 2) 
3. Η συνάρτηση g(x)=x3 πληροί τις προϋποθέσεις της παραπάνω συνάρτησης f. 
 Σωστό ή Λάθος 
  
 (Μονάδες 3) 
 

Β. Αν xx · e-x ex−α≥  για κάθε x ∈ (0, + ∞) όπου α>0. Να αποδειχτεί ότι α= lim (1+x)σφχ 
 
 (Μονάδες 10) 
 
ΘΕΜΑ 3Ο 
Α. Αν η συνάρτηση f : ℝ  → ℝ  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη και ισχύει f(2)-f(1)=f(3)-f(2). 
Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (1,3) τέτοιο ώστε η εφαπτοµένη της f΄ στο x0 
να είναι παράλληλη µε την xx΄. 
  (Μονάδες 12,5) 
 
Β. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1,e] µε 0<f (x)<1 για κάθε x ∈ [1,e] 
και f΄ (x)≥0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)+xlnx=x έχει ακριβώς µία λύση στο διάστηµα 
(1,e). 
 
 (Μονάδες 12,5) 
 
ΘΕΜΑ 4Ο 

Αν για µία συνάρτηση f ισχύει f΄΄(χ)=4e2x, x ∈ ℝ ,  lim f(x)=2 και lim 
x

)x(f
=-2 να δείξετε ότι: 

1. Ο τύπος της συνάρτησης f είναι f(x)=e2x-2x+1. (Μονάδες 6) 
 
2. e2x- 2x-1≥0 για κάθε x ∈ ℝ . (Μονάδες 6) 
 
3. Η εξίσωση e2x-2x=2x2+1 έχει µία µόνο ρίζα. (Μονάδες 7) 
 
4. Η ευθεία y=-2x+1 είναι πλάγια ασύµπτωτη του Cf για x→ -∞. (Μονάδες 6) 
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6ο ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ 
Π Α Ρ Α Γ Ω Γ Ο Ι 

 
 
ΘΕΜΑ 1

ο
  

Α.  
1. Να δείξετε ότι µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆ είναι σταθερή αν και 

µόνο αν f΄(x)=0 για κάθε x∈∆. 
(7 µονάδες) 

 
2. Αν f και g δύο συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο ∆ και f΄(x)=g΄(x) για κάθε x∈∆ να 

δείξετε ότι f(x)=g(x)+c. (c:σταθερός αριθµός). 
(6 µονάδες) 

 
Β. 

1. Αν το σηµείο Μ(x0,f(x0)) είναι το τοπικό ακρότατο  
µιας συνάρτησης f τότε f΄(x0)=0              Σ        ή       Λ. 
 

2. Αν το Α(x0,f(x0)) είναι σηµείο καµπής της γραφικής  
παράστασης της f και η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη,  
τότε f΄΄(x0)=0                                                                          Σ        ή       Λ. 
 

3. Αν η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0 τότε  
δεν είναι συνεχής στο x0                                                        Σ        ή       Λ. 
 

4. Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ και  
παραγωγίσιµη σ’ αυτό τότε f΄(x)>0 για κάθε x∈∆                  Σ        ή       Λ. 

(4x3=12 µονάδες) 
 
 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

 
Αν για τις συναρτήσεις f και g ισχύουν:         
i) η f συνεχής στο x0=2 και   

ii) 3
2

3)(2

2
=

−
−

→ x

xf
im
x
ℓ  και g(x)=(x3+2⋅x)⋅f(x),  

να δείξετε ότι: 
 
α.  f(2)=3/2                                                                                   (10 µονάδες) 
 
β.  να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της συνάρτησης g στο x0=2 

                                                                                                         (15 µονάδες) 
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ΘΕΜΑ 3ο  

Αν για µία συνάρτηση f  ισχύει f΄΄(x)=4e2x, 2)(
0

=
→

xfim
x
ℓ  και 2

)(
−=

−∞→ x

xf
im

x
ℓ , να δείξετε ότι: 

 
1. ο τύπος της συνάρτησης f είναι f(x)=e2x-2x+1.                          (7 µονάδες) 

2. e2x-2x-1≥0 για κάθε x∈ ℝ .                                                        (6 µονάδες) 

3. Η εξίσωση e2x-2x=2x2+1 έχει 1 µόνο ρίζα.                                (6 µονάδες) 

4. Η ευθεία y=-2x+1 είναι πλάγια ασύµπτωτη της f για x�-∞.      (6 µονάδες) 

 
 

 
ΘΕΜΑ 4ο 

 

Έστω η συνάρτηση f: ℝ� ℝ , δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και τέτοια ώστε  
2f(x)≤  f(1)+f(2) για κάθε x∈ ℝ . Να δείξετε ότι: 
 

1. f(1)=f(2)                                                                                     (6 µονάδες) 

2. f΄(1)=f΄(2)=0                                                                 (6 µονάδες) 

3. Η εξίσωση f ΄(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (1, 2).          (6 µονάδες) 

4. Η εξίσωση f ΄΄(x)=0 έχει 2 τουλάχιστον ρίζες στο (1, 2).       (7 µονάδες) 
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7ο ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΟ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  
  

ΘΕΜΑ 1Ο  
 
Α. Ερωτήσεις Σωστού Λάθους. 
 
1. Το µέτρο του µιγαδικού z=3-4i είναι 12. Σ   ή   Λ 
 
2. Ισχύει z z =z2 για κάθε µιγαδικό z. Σ   ή   Λ 

3. Αν η f είναι συνεχής στο ℝ  και για x≠ 4 ισχύει f(x)= 
4x

12x7x 2

−
+−

 τότε το f(4)=1. Σ   ή   Λ 

4. Αν η f είναι συνεχής στο [-1,1] και f(-1)=4, f(1)=3 τότε υπάρχει x0∈(-1,1) ώστε f(x0)=π      
 Σ   ή   Λ 
 
5. Αν η f είναι � στο διάστηµα (α,β) τότε το σύνολο τιµών της είναι το f(A)=(f(β),f(α))    
 Σ   ή   Λ 
 

6. Αν το lim
xx

x2xx
3

23

−

−−
 δεν υπάρχει τότε x0=1. Σ   ή   Λ 

 
7. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆=[0,3] και f(0)=2 και f(3)=-1 τότε υπάρχει    
    x0∈(0,3) ώστε f(x0)=0.            Σ   ή   Λ 
 
8. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο [α,β] µε f(α)=g(α) και f(β)=g(β) τότε  
     υπάρχει x0∈(α,β) ώστε f΄(x0)=g΄(x0).          Σ   ή   Λ 
 
9. Αν η f παραγωγίσιµη στο [α,β] και είναι f(β)<f(α) τότε υπάρχει x0∈ (α,β) ώστε f΄(x0)<0.    
               Σ   ή   Λ  
 
10. Η συνάρτηση f(x)=αx3+βx2+γx+δ,  α, β, γ, δ∈ ℝ  και α≠ 0 έχει πάντα ένα σηµείο κα-
µπής.                 Σ   ή   Λ 
 
11. Αν f΄(x0)=0 τότε η f στο x0 παρουσιάζει ακρότατο.            Σ   ή   Λ 
 
12. To όρισµα του µιγαδικού z=κ – κi, κ>0 είναι 135ο.         Σ   ή   Λ 

(2 µονάδες η κάθε ερώτηση) 
 

 
            

ΘΕΜΑ 2Ο  
 
Α. ∆ίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(ηµx)=exσυνx για κάθε x∈ ℝ  η οποία είναι 

παραγωγίσιµη. Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο σηµείο x0=0. 
           (Μονάδες 9) 
 
Β. Να αποδείξετε ότι η παραγωγίσιµη συνάρτηση για την οποία ισχύει : 

2f 3(x)+6f(x)=2x3+6x+1 δεν έχει ακρότατα ενώ αν για την f ισχύει f 2(x)-2f(x)+x2-3=0 δεν 
έχει σηµεία καµπής. 

           (Μονάδες 16) 
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ΘΕΜΑ 3Ο 

 
Α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 1 τουλάχιστον ξ∈  (0,1) ώστε f(ξ)=g(ξ) αν γνωρίζετε ότι οι συ-

ναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [0,1] και f(0)<g(0), f(1)>g(1). 
           (Μονάδες 12) 
 

Β. Αν f συνάρτηση συνεχής στο x0=0 και για κάθε x∈ ℝ * ισχύει 2xx)x(gx ≤ηµ−⋅  

           (Μονάδες 12) 
 
 
ΘΕΜΑ 4Ο 

 

Α. Να δείξετε ότι ex 1xe +⋅≥  για κάθε x∈  (0,1) . 

 

Β. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=ex- 1x
2

1 2 −  

 
Ζητούνται: 
 
1). Να δείξετε ότι είναι κυρτή στο ℝ . 
 
2). f(x)≥0 για κάθε x∈ ℝ  
 
3). f΄(x)+f΄΄(x)≥ f΄΄΄(x) 
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( )f x dx

α

β
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∆. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 

∆1. ΝΑ ΒΡΕΘΟΥΝ ΟΙ ΑΡΧΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΤΟΥΣ ΠΑΡΑ-
ΚΑΤΩ ΤΥΠΟΥΣ. 
 

1.       f(x) = 
3

4

x
     Απ. F(x) = cx +3 26  

 
 

2.       f(x) = xexe xx συνηµ +     Απ. F(x) = ex·ηµx + c 

 
 

3.       f(x) = 4(3x2+1)(x3+x+1)3   Απ. F(x) = (x3+x+1)4+c 
 
 

4.       f(x) = 
84

2

2 ++

+

xx

x
    Απ. F(x) = 842 ++ xx +c 

 

5.       f(x) = (αxµ+β)ν·xµ-1    Απ. F(x) = 
( )

( )1

1

+⋅
+

+

ναµ
βα

νµx
+c 

 

6.       f(x) = 
x

xxx
2ηµ
συνηµ −

    Απ. F(x) = 
x

x

ηµ
+c 

7.       f(x) = xµ+3, µ∈ ℝ      Απ. F(x) = 






−≠+

+

+

−=+

4
14

4

4
2

ln

µαν
µ

µ

µαν

c
x

cx

 

8.       f(x) = 
2

5
−µx

, µ∈ ℝ     Απ. F(x) = 





≠

−
⋅

=

−

3
3

5

3ln5

3

µαν
µ

µαν

µ
x

x
 

 

9.       f(x) = 
x

x
3συν

ηµ
     Απ. F(x) = cx +2

2

1
εφ  

 

10. f(x) = 
xx συνηµ ⋅

1
    Απ. F(x) = ℓ n xηµ - ℓ n xσυν +c 

 

11. 
2

( )
x xx e e

f x
x

⋅ −
=     Aπ. F(x) =  

x

e x
+c 

 

12. ( )
x

f x
x

ηµ
συν

=     Απ. F(x) =  -2 xσυν +c 
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13. 2( )f x x xηµ συν= ⋅     Απ. F(x) = x3

3

1
ηµ⋅ +c 

 

14. ( ) 5
3

f x x
π

ηµ  = + 
 

    Απ. F(x) = - 






 +
3

5
5

1 π
συν x +c 

 

15. 
2

1
( )

nx
f x

x

−
=

ℓ
    Απ. F(x) = 

x

nxℓ
+c 

 

16. 
2

2

4
( )

4

x x
f x x

x

συν
µε

⋅ −
=

−
>2  Απ. F(x) = ηµ 42 −x +c 

 

17. 3( )f x x x xηµ συ= + +                       Απ. F(x) = 
4

4x
-συνx+ ηµx+c 

 

18. ( ) 3f x x x= ⋅                                    Απ. F(x) = 
6

5
·x2· x +c 

 

19. 
3 23 5 1

( )
x x x

f x
x

+ + +
= ,  x>0             Απ. F(x) = 

3

3x
+

2

3 2x
+5x+ ℓ nx+c 

 

20. 
3

( ) 2 2xf x e x
x

ηµ= − + ,  x>0    Απ. F(x) = 2ex-3 ℓ nx-
2

1
συν2x+c 

 

21. 
3 27

( )
3

x
f x

x

+
=

+
    Απ. F(x) = 

3

3x
-

2

3 2x
+9x+c    

 

22. 
2

1
( )f x

xσυν
= -

2

1

xηµ
    Απ. F(x) = εφx+σφx+c 

 

23. 
5

( )
1

x
f x

x

+
=

+
     Απ. F(x) = x+4 ℓ n(x+1)+c 

 

24. ( ) x xf x e eσυν=     Απ. F(x) = ηµex+c 

 

25. ( )
5

x

x

e
f x

e
=

+
     Απ. F(x) = ℓ n(ex+5)+c 

 

26. 
1

( )f x
x nx

=
ℓ

,  x>1    Απ. F(x) = 2· nxℓ +c 

 

27. ( )
( 1) ( 1)

x

x x

e
f x

e n e
=

+ +ℓ
   Απ. F(x) = ℓ n( ℓ n(ex+1))+c 
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28. 
2

1

( )
x

f x
x

ηµ  
 
 =     Απ. F(x) =+συν 








x

1
+c 

 

29. 
2

2
( )

1

x
f x

x

ηµ
συν

=
+

    Απ. F(x) = - ℓ n(1+συν2x)+c 

 

30. ( )f x xεϕ= · nℓ (συνx), συνx>0   Απ. F(x) =  -
2

1
ℓ n2(συνx)+c 

 

31. ( )f x xσυν= eηµx    Απ. F(x) = eηµx+c 

 

32. ( )f x xεϕ= , συνx>0    Απ. F(x) = - ℓ n(συνx)+c 

 

33. 2( )f x xηµ= ,     Απ. F(x) = 
2

x
-

4

2xηµ
+c 

 

34. ( ) '( )f x f x=      Απ. F(x) = f(x)+c 

 
 

∆2. ΝΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΟΥΝ ΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ: 
 

1. ∫
Π 3/

0

3xdxηµ      Απ. 
24

5
 

 

2. ∫
Π

Π

+2/

4/
2

1

x

x

ηµ
συν

dx    Απ. 2  

 

3. ∫
Π

Π

2/

3/ x

dx

ηµ
     Απ. 3nℓ  

 

4. ∫ ⋅
1

0
dxee
xex      Απ. ee-e 

 

5. ∫
+−2

1

23 15

x

xx
dx                           Απ. ℓ n2-

6

31
 

 

6. ∫
+−+−3

1
3

235 47352

x

xxxx
dx  Απ. 

9

40
+3 ℓ n3 

 

7. )
3

(
9

1 x
x −∫ dx     Απ. 

3

16
 

 

8. ∫ −⋅
1

1

22 )13( xx dx    Απ. 0 
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9. ∫
Π 2/

0
(ηµx+xσυνx)dx   Απ. 

2

π
 

 

10. ∫
Π

−
0

32 )3( xxxx ηµσυν dx  Απ. –π3 

 

11. ∫
Π +

0
2x

xxx

συν
ηµσυν

dx   Απ. –π 

 

12. ∫−

+−
0

1

23 dxe x     Απ. -
3

1
(e2-e5) 

 

13. ∫
Π 4/

0

3 xdxxσυνηµ    Απ. 
16

1
 

 

14. ∫−
+++

1

1

22 )43)(32( xxx dx  Απ. 168 

 

15. ∫
Π 2/

0 x

x

ηµ

συν
dx    Απ. 2 

 

16. ∫
++

+1

0 2 4322

34

xx

x
dx   Απ. 1 

 

17. ∫ +

1

0
2 1x

xdx
    Απ. 

2

1
ℓ n 2 

 

18. ∫ −

5

3 2x

dx
    Απ. ℓ n 3 

 

19. ∫
Π

Π

3/

6/
3xηµ dx    Απ. 

3

1
 

 

20. ∫
Π

Π
+

2/

6/
)2534( xx ηµσυν dx  Απ. 

12

13
 

 

21. ∫
Π 2/

0

2xdxσυν     Απ. 
4

π
 

 

22. dx
x

xx
∫ −

+−6

4

2

3

752
   Απ. 22+10 3nℓ  

 

23. ( )∫ +
1

0
35 dxχχ    Απ.  

3

2

5

4

nn ℓℓ
+  
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24. ∫ +
+e

dx
x

x

0 1

2
    Απ.  e+ ℓ n(e+1) 

 

25. ∫
e

dx
x

nx

1

)(ℓηµ
   Απ.  1-συν1 

 

26. ∫
Π 6/

0
xdxεφ     Απ. - 

2

3
nℓ  

 

27. dx
x

x
∫

Π

Π

+3/

4/

21

εφ
εφ

   Απ.  3nℓ  

 

28. ∫
−

−⋅4

3 2

2

4

4
dx

x

xx συν
  Απ.  ηµ2 3 -ηµ 5  

 

29. dx
x

x
∫

Π

Π

3/

4/

3

ηµ
συν

   Απ.  
8

1

2

3
−nℓ  

 

30. dx
x

xn

x∫
Π

+

−
0 3

33

συν

ηµχ
ℓ

   Απ.  2 ( )213 −−Π  

 

31. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫ +

1

0 1 xe

dx
 και κατόπιν το dx

ee

ee
xx

xx

∫ −

−

+

−2

1

0
. 

  Απ. 1+ ℓ n2- ℓ n(e+1) και ℓ n(ε+1)- ℓ n2-
2

1
. 

 
∆3.  

 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα. 
 

1. ∫ dxxex xηµσυνηµ     Απ.  

 

2. ∫ +
1

0

2 )9( dxxnxℓ      Απ. 5
9 1

n10 n9
2 2

− −ℓ ℓ  

 

3. ∫ −⋅
1

0
dxex x      Απ. 

e

e 2−
 

 

4. dx
x

x
∫

Π 4/

0
2συν

    Απ.
1

n2
4 2

π
− ℓ  

 

5. xdxx συνηµ∫
Π

Π ⋅
4

3     Απ. - 
2

1
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6. ∫
Π

⋅
2/

0

2xdxx συν     Απ.  
16

42 −π
 

 

7. ∫
Π

0
xdxe xσυν   Απ.  

2

1+
−

Πe
   ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1991 

 
 

8. dxxx∫
Π

Π

2

ηµ   Απ.  π-1 

 

9. xdxx 2
2/

4

συν∫
Π

Π   Απ.  -
8

2+π
 

 

10. ∫
Π

⋅
2/

0

2 xdxx συν   Απ.  2
4

2

−
π

 

 

11. ∫
1

0
dxxe x   Απ.  1 

 

12. ∫−

1

1

2 dxex x   Απ. 
e

e 52 −
  

 

13. ∫
2e

e
nxdxℓ   Απ.  e2 

 

14. ∫
2

1
4xdxnxℓ   Απ.  5ℓn2

4

3
−  

 

15. ∫
2

2

1
nxdxx ℓ   Απ.  

8 7
n2

3 9
−ℓ  

 

16. ∫
Π

⋅
2/

0

2 xdxe x ηµ   Απ.  
5

21 Π+ e
 

 

17. ( )∫ −
+

1

1

2 1 dxx   Απ.  3 

 

18. ( )∫ +−
2

0

2 12 dxxx   Απ.  1 

 
 

19. ∫ +−

7

4
2 65xx

dx
  Απ.  

5

8
nℓ  
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20. 




 ≤−

≥−
=∫

1122

145
)()(

2

0

xx

xx
xfdxxf

αν
αν

µε  Απ.  
3

4
−  

 

21. 









<−

≥
=∫

1

1

)()(
0

xexe

x
x

nx
xfdxxf

e αν

αν
µε

ℓ
 Απ. 

3

1
−        ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1991 

 

22. dx
xx

x
∫ −+

+2

1
2 232

14
 Απ.  4

5

7
nℓ -

4
n3

5
ℓ  

 

23. dx
xxx

xx
∫ +−

+−3

2
23

2

2

332
 Απ.  1

16

27
+nℓ  

 

24. dx
xx

xxx
∫ +

+++
23

23

2

636
 Απ.  x-

x

3
+4· ℓ n|x+2|+c 

 
 
∆4.    Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα: 

 1. ∫
Π

−2
)( dxxf  όπου 









≤++

<<−+−

−≤+

=

+

xxx

xxx

xxe

xf

x

0,1

01,32

1,3

)( 2

1

ανασυνβηµ
ανβα

ανα

 

 Απ.

2

5
i) 4,

3

12 43
ii) f (x)dx

e 2

π

−

α = β =

= π− +∫
. 

 

2. ∫
Π

Π−
dxxg )(  όπου 















≤

<<−+

−≤−

=

xx

xx

xx

xg

2
,

22
,

2
,2

)(

π
ανσυν

ππ
ανβαηµ

π
ανηµ

  

 Απ.  i) α=-1, β=1            ii) ∫
Π

Π−
+= π1)( dxxg . 

 
 

 
∆5. 

 1. Αν Ιν= ∫
Π

∈
4/

0
, vxdxνεφ ℤ * τότε δείξτε ότι Ιν= 2

1

1
−Ι−

− νν
 και κατόπιν    

 υπολογίστε το Ι5 (ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1991) (Απ.Ι5=-
2

2

4

1
nℓ− ) 
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2. Αν Ιν= ∫
e

xdxn
1

ν
ℓ  δείξτε ότι: Ιν=e-ν·Ιν-1 και κατόπιν υπολογίστε το Ι3 ,   ν∈ ℤ *.  

(Απ. Ι3=-2e+6) 
 

3. Αν Ιν= ∫
Π 2/

0
xdxνηµ  τότε δείξτε ότι Ιν= 2

1
−Ι

−
νν

ν
και κατόπιν υπολογίστε τα ολοκληρώ-

µατα Ι3 και Ι4 , ν≥2, ν∈ ℤ *. 
 

4. Αν Ιν= ∈∫
Π

νσυν ν ,
2/

0
xdx ℤ * βρείτε τη σχέση που συνδέει το Ιν µε το Ιν-2, ν>2 και κα-

τόπιν υπολογίστε το Ι2. 
 

5. Αν Ιν= ∈⋅∫ ννχ ,3
1

0
dxx ℤ * βρείτε τη σχέση που συνδέει το Ιν µε το Ιν-1 και κατόπιν 

υπολογίστε το Ι2. 
 

6. Αν Ιν= ∈∫
Π

Π
νσφν ,

2/

4/
xdx ℤ * τότε δείξτε ότι: Ιν= 2

1
, 2

1
ν−− Ι ν >

ν −
 και κατόπιν υπολο-

γίστε το Ι5. (Απ. Ι5=- 2
4

1
nℓ+ ). 

 
∆6.  Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο [1, e] µε f΄΄ συνεχή στο [1, e]  

     και f(1)=f(e). ∆είξτε ότι: ∫ −⋅=
e

f΄ef΄edxxxf΄΄
1

).1()()(  

 

∆7.   Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο [0,
2

π
] µε f΄΄ συνεχή στο  

             [0, 
2

π
] και f 








2

π
 =2. Aν Ι= ∫

Π

=+
2/

0
1])]()([ dxxxf΄΄xf συν  δείξτε ότι: f΄(0)=1. 

 
 
∆8.   
Αν η f είναι συνεχής στο ℝ  να δείξετε ότι: 

1. ∫ ∫
+

+
=−

t

ta
dxxfdxtxf

β β
α

)()(   

 

2. 
x1 t

f dt f (x)dx
axx x

ββ   =  α ∫ ∫  

 
 
 
∆9. 
Να δείξετε ότι:  

1.     ∫ ∫=−
1

)()1(
0

1

0
dxxfdxxf   
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2.    Αν ∫ =
2004

2001
2005)( dxxf να δείξετε ∫

x

x
dt

x

t
f

2004

2001
)( =X·2005 

3.  Αν ∫ =
2

1
2005)( dxxf τότε 2005

2

1
)( =

+
+

−∫
t

t
dxtxf  

4. ∫ ∫ −=−⋅
1

0

1

0
)1()1( dxxxdxxx aββα  

 
∆10.   Να βρείτε τις παραγώγους των παρακάτω συναρτήσεων. 

 1. g(x)= ∫
x
xtdt

α
 

2.   h(t)= 2 x

1

t
t e dx∫  

3.  G(x)= ∫
2

1
F(xt)dt+ ∫ −

x

tx
1

)( F(t)dt 

 

∆11. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης F : [-1, 3]�ℝ  µε F(x)=
2x 1 2t 1

x 1
e dt

− +

+∫ .   

      Απ. F΄(x)=- 12)12(12)1( 2 +−++ + xx xee . 
 

∆12. Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις: 

α)   dt
t

exf
x

x∫
+

=
1 2

)(
πσυν

  και 

β)   ∫∫ +
+

+
= x

x

t

dt

t

dt
xg

1

0 20 2 11
)(  είναι σταθερές. 

 
 
 

∆13.    Αν F(x)= ∫
x

dttf
1

)( και κατόπιν f(t)= ∫
+2 4

1

1t
du

u

u
 να βρείτε το F΄΄(2). 

 
 

∆14.    ∆ίνεται η συνάρτηση f: (0, +∞)�ℝ  µε f(x)=1+x+ ( )∫ +
x

dtnttn
1

2 2ℓℓ .  Να κάνετε   

            τον πίνακα µεταβολών αυτής. 
 

∆15.    ∆είξτε ότι: dttim
x

x ∫+→

2

00
ηµℓ =0 και κατόπιν υπολογίστε το 

3

2

0

0 x

dtt

im

x

x

∫
+→

ηµ
ℓ  Απ.  

3

2
 

 
 

∆16. Να βρεθεί συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύει f(x)= ,
0

)(∫ −
x

tft dte  για κάθε  

  x∈ ℝ . 



 94 

∆17. ∆ίνεται η f(x)=x+1+
1

1

+x
. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που   

  περικλείεται από τη γραφική παράσταση C της συνάρτησης f, του άξονα Οx, και 

  τις ευθείες µε εξισώσεις x=2, x=5.  Απ. 
2

27
+ ℓ n2τ.µ.  

 

∆18. Να υπολογιστεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική   

  παράσταση C της f µε f(x)=-x2+5x-6 τον άξονα x΄x, τον άξονα ψ΄ψ και την  

  ευθεία µε εξίσωση x=4.    Απ. Ε=
3

17
τ.µ. 

 

∆19.  Να υπολογιστεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα x΄x και  

  τη γραφική παράσταση C της f µε f(x)=x3+x2-6x 

         Απ. Ε=
12

253
τ.µ. 

 

∆20. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f µε f(x)=x2-4x και g µε g(x)=-x. Να υπολογίσετε το  

  εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις Cf, Cg και: 

  1. τις ευθείες µε εξισώσεις x=-2 και x=-1 

  2. τις ευθείες µε εξισώσεις x=1 και x=2 

  3. τις ευθείες µε εξισώσεις x=-1 και x=4 

  4. µόνο από τις γραφικές παραστάσεις Cf, Cg.      

              

      Απ. 1)Ε=
6

41
τ.µ.2)Ε=

6

13
τ.µ.3)Ε=

6

49
τ.µ.4)Ε=

2

9
τ.µ.  

 

∆21.  Να υπολογιστεί το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές  

  παραστάσεις Cf, Cg των συναρτήσεων f µε f(x)=x3-x2-6x και g µε g(x)=3x-x2 

  Απ. Ε=
2

81
τ.µ. 

∆22. ∆ίνεται η συν/ση f(x)=ηµ(2x+
2

π
) και πεδίο ορισµού [-

4

π
,

4

π
]. Να βρείτε το   

 εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από την εφαπτοµένη της f στο x0=
8

π
 τη   

 γραφική παράσταση της f και τους θετικούς ηµιάξονες. 

         Πανελλήνιες εξετάσεις 
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∆23. ∆ίνεται η παραβολή: C1:f(x)=x2 και η υπερβολή c2: g(x)=
x

1
 Να υπολογίσετε: 

  1) Το Ε του χωρίου που περικλείεται από τα διαγράµµατα C1,C2 την ευθεία x=2  

  και τον ηµιάξονα Οx.  

  2)Nα υπολογίσετε το ολοκλήρωµα:Ι= ∫
λ

1
|f(x)-g(x)|dx, λ>0 

  3) Να βρεθεί lim
λ→+∞

Ι(λ).  

  Απ. 1)
3

1
+ ℓ n2τ.µ.2)αν λ≥1 είναι - ℓ nλ+

3

1
(λ3-1) αν 0<λ<1 είναι ℓ nλ-

3

1
(λ3-1) 3) +∞   

 

∆24. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περιορίζεται από το διάγραµµα  

  της f:f(x)=3x2 και: ί)τις ευθείες x=-2 και x=-1 ίί) Τις ευθείες y=2 και y=3 

    το διάγραµµα της f και τον άξονα yy΄. 

Απ. ί) 7τ.µ. ίί) 2-
9

64
τ.µ. 

 

∆25.  Να υπολογιστεί το εµβαδό του χωρίου που περιορίζεται από το διάγραµµα της  

  παραβολής y2=4x, y>0 την εφαπτοµένη της παραβολής στο σηµείο (
2

1
, 2 ),  

  και τις ευθείες µε εξισώσεις x=
2

1
, x=γ όπου Ε(γ,0) η εστία της παραβολής . 

         Απ. 0,375τ.µ. 

 

∆26. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περιορίζεται από τις γραµµές µε  

  εξισώσεις f(x)= ∫ −

+ +−+
0

1

31 1 xedxe x  και g(x)= ∫ −−+
x

dttt
0

2 2)123(  

         Απ. 
2

9
τ.µ. 

 

∆27. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)=3x+
22

1

x
. Ζητούνται: 

  α) Να βρείτε το εµβαδό Ε(α) του χωρίου που περικλείεται µεταξύ της γραφικής  

  παράστασης της f, της ευθείας µε εξίσωση y=3x και των ευθειών x=1 και x=α  

  µε α>1. β) Να βρείτε το 
+∞→a

lim  E(α). 

         Απ. α) -
a2

1
+

2

1
  β) 

2

1
 

   Πανελλήνιες εξετάσεις 
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∆28. ∆ίνεται η συν/ση f µε τύπο f(x)=κx3-λx2, κ,λ∈ ℝ   

         ί) Να βρείτε τα κ και λ ώστε το σηµείο Σ(1,-2) να είναι σηµείο καµπής της f. 

  ίί) Για τις τιµές των κ και λ που βρήκατε να δείξετε ότι η συν/ση που προκύπτει  

  τοπ. ακρότατα και σηµείο καµπής συνευθειακά σηµεία. ίίί) Να υπολογίσετε το  

  εµβαδό του χωρίου που περικλείεται µεταξύ του διαγράµµατος της f και της  

  ευθείας που ενώνει το σηµείο καµπής και τα τοπικά ακρότατα.  

          Απ. ί)              ίίί) 

 

∆29. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x)= .21 −− x  Να ορίσετε την αντίστροφή της και  

  κατόπιν υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα  

  xx΄, τις ευθείες x=0, x=1 και το διάγραµµα της f-1. 

         Απ. 
38

15
 τ.µ. εµβαδού 

 

∆30. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περιορίζεται από το διάγραµµα της  

  f:f(x)=-x2-2x+3, την εφαπτοµένη της f στο σηµείο Α(2,-5) και τον άξονα yy΄. 

         Απ. 
3

8
 τ.µ.  

∆31. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περιορίζεται από τις ευθείες x=o,  

  x=
2

π
 και τις γραµµές f(x)=ηµx και g(x)=συνx. 

         Απ. 2 2 -2τ.µ. 

∆32. α)Αν η f είναι περιττή στο [-α,α] και συνεχής τότε ∫ −
=

a

a
dxxf 0)(   

  β)Αν η f είναι άρτια και συνεχής στο [-α,α] τότε ∫ ∫−
=

a

a

a

dxxfdxxf
0

)(2)(  

 

∆33.  Αν Ε το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f(x)= ex, τις 

 ευθείες x=0, x=1 και τον άξονα xx΄, να βρείτε το λ∈ℝ  ώστε η ευθεία x=λ να 
 χωρίζει το Ε σε δύο ισοεµβαδικά χωρία. 
 

∆34. Έστω παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε f΄(x)=
xe

x 12 −
και f(0)=-1. 

  Να υπολογίζετε τι εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές   

  παραστάσεις των συναρτήσεων f και g µε g(x)=
12

)(

+x
xf

τον άξονα yy΄ και την  

  ευθεία x=1. 
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∆35. Αν Ε το χωρίο που περικλείεται από το διάγραµµα της f µε τύπο f(x)=
2

1

x
, τις ευθείες 

x=1, x=3 και τον xx΄. Να βρείτε το α∈ℝώστε η ευθεία y=α να χωρίζει το Ε σε δύο ισο-
εµβαδικά χωρία. 

 
∆36. Να βρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f(x)= x , την εφαπτοµένη της στο x0=1 και τον άξονα xx΄. Κατόπιν βρείτε 

την ευθεία x= α, η οποία χωρίζει το χωρίο αυτό σε δύο ισοεµβαδικά χωρία. 
 
 ∆37. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα : 

1. ∫ ++ 232 xx

dx
 

2. ∫ ++
dx

xx

x

)2)(1( ηµηµ
συν

 

3. ∫ ++
dx

ee

e
xx

x

)2)(1(
 

∆38. Να υπολογίσετε το όριο 

∫ ∫
∫ ∫

+→
x t

x t
u

x ududt

dudte

im

0 0

0 0

0 2

ℓ   Απ. +∞  

 

∆39. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα dxe
x

x x∫
Π

+
+2

0 1

1

συν
ηµ

      Απ. 2

Π

e  
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ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ. 

∆1. ∆ίνεται η εκθετική συνάρτηση f µε τύπο f(x)=αx, α ≠ 1, α>0. 

    1. Να βρείτε το α ώστε η διχοτόµος της πρώτης γωνίας των αξόνων να εφάπτεται  

  στο  διάγραµµα της f στο σηµείο Μ(x0,y0). 

    2. Να βρείτε το εµβαδό του χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της f,  

  τον άξονα ψψ΄ και την διχοτόµο της πρώτης γωνίας των αξόνων.   

    3. Αν το σηµείο Ο κινείται στον θετικό ηµιάξονα Οx µε ταχύτητα u=1m/sec, η    

  εφαπτοµένη της f στο σηµείο Μ κινείται γύρω από το Μ ακολουθώντας το  

  σηµείο Ο, να βρείτε το ρυθµό µεταβολής της γωνίας θ=ΟΜΝ ως προς το  

  χρόνο, η χρονική στιγµή to κατά την οποία το ΟΝ=1m. 

 

∆2 . ∆ίνεται η συνάρτηση f συνεχής µε συνεχή παράγωγο στο διάστηµα [α,β] η οποία 

  αντιστρέφεται. Να δείξετε ότι: 

  ∫ ∫−−=
β

α

β

α
ααββ

)(

)(
)()()(

f

f
fffdxxf

-1(x)dx 

 

∆3. ∆ίνονται οι ευθείες ε1 και ε2 µε εξισώσεις  

  ε1:(2ηµθ)x+(συνθ)ψ=4 

  ε2:(2συνθ)x+(ηµθ)ψ=4ηµ2θ, θ∈[0,π). 

  1. Να βρείτε τη θέση των ευθειών για τις διάφορες τιµές του θ∈[0,π). 

  2. Να δείξετε ότι όταν οι ευθείες τέµνονται, το σηµείο τοµής τους κινείται σε  

  έλλειψη. 

  3. Βρείτε το σηµείο της έλλειψης που έχει την µεγαλύτερη απόσταση από την  

  ευθεία ε:2x+ψ=0. 

 

∆4. Να δείξετε ότι: ∫
Π

=
0 2

)(
π

ηµ dxxxf dxxf )(
0∫
Π

ηµ και κατόπιν να     

  υπολογίσετε το ολοκλήρωµα dx
x

xx
∫

Π

+0
23 ηµ

ηµ
                    Απ. 

4

π
ℓ n3   

∆5. 1.∆είξτε ότι αν µία παραγωγίσιµη συνάρτηση είναι περιττή τότε η παράγωγός  

  της  είναι άρτια συνάρτηση. 

  2.Έστω περιττή συνάρτηση f: ℝ → ℝ  παραγωγίσιµη µε δεύτερη παράγωγο  

  συνεχή. Η εφαπτοµένη της f στο σηµείο Α(2,3) σχηµατίζει µε τον άξονα xx’  

  γωνία  45ο.  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα Ι= ∫ −
++

2

2

2 )1)(( dxxxxf΄΄ . 
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∆6.  Έστω f,g  συνεχείς συναρτήσεις στο διάστηµα [α,β]. Αν f(x)< g(x) για κάθε x∈(α,β) 

και f(α)=g(α) και f(β)=g(β) να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική ευθεία x=x0 µε x0∈(α,β) η 

οποία να χωρίζει το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f και 

g σε δύο ισεµβαδικά χωρία. 

 

∆7. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)=
9

2

2 +x

x
 

  1. Να ορίσετε τη συνάρτηση f -1. 

  2. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα Ι1=
 1

 1
( ) .f x dx

−∫  

  3. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα  

  της  f -1, τις ευθείες x=-1 και x=1 και τον άξονα xx΄. 

 

∆8. Να βρεθεί η συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα ∆=(-1,+∞ ) για 

  την οποία ισχύει f΄΄(x)=2005ex+
2)1(

2001

+x
 και η κλίση της εφαπτοµένης στο σηµείο 

  Α(0,50) είναι -1. 

 

∆9. α) Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και για κάθε x∈ ℝ  

   ισχύει f΄΄(x)-f΄(x)<f΄(x)-f(x), να δείξετε ότι η συνάρτηση g µε τύπο   

   g(x)=f(x)e-x στρέφει τα κοίλα κάτω στο ℝ . 

  β) Αν για την συνεχής συνάρτηση f ισχύει ∫ =
1

0 2005

1
)( dxxf να δείξετε ότι υπάρχει  

              ξ∈(0,1) τέτοιο ώστε f(ξ)=ξ2004. 

 

∆10.  ∆ίνεται συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο (0,+∞ ). 

  1. Να βρείτε το λ∈ ℝ  αν γνωρίζετε ότι 
1

lim
→x 1

)(
1

)(

−

∫ −

x

x
tf

x

dteλ

=e
12 +λ  και ότι το   

  διάγραµµα της f διέρχεται από το σηµείο Α(1,3λ). 

  2. Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της συνάρτησης F(x)= ∫ −
x

tf dte
1

)( )( λ   

  στο  x0=1. 
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∆11. Έστω η συνεχής συνάρτηση: f: ℝ → ℝ  τέτοια ώστε f(1)=1. Αν για κάθε x∈ ℝ ,  

   ισχύει g(x)=
3

1

x
z∫ f(t)dt-3|z+

z

1
|(x-1)≥0, όπου z=α+βί∈C, µε α,β∈ ℝ *, τότε:  

        α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  και να βρείτε τη  

            g΄.  

  β. Να αποδείξετε ότι |z|=|z+
z

1
| 

  γ. Με δεδοµένη τη σχέση του ερωτήµατος β να αποδείξετε ότι Re(z2)=-
2

1
 

  δ. Αν επιπλέον f(2)=α>0, f(3)=β και α>β, να αποδείξετε ότι υπάρχει x0∈(2,3)  

     τέτοιο ώστε f(x0)=0. 

ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 2004 

 

∆12.  ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη και f΄ συνεχής στο ℝ *, και η συνάρτηση g  

  συνεχής στο ℝ * και G(x)= ∫ +
2

1
)( dtxtf΄ ∫

−+
− ++

1

1

1
2

,)()(
xx

x needttgxt ℓ x∈ ℝ *. 

  Αν G(x)≥G(1) για κάθε x∈ ℝ *, να δείξετε ότι 2f΄(2)-f΄(1)=f(2)-f(1)-3g(1)-1. 

 

∆13. Έστω f και g δύο συνεχείς συναρτήσεις στο ℝ  και η συνάρτηση  

  h(x)= ∫ ∫
−

+−−−
x x

xxdttgdttxf
1

12

0

2 1)()(  για την οποία ισχύει h(x)≥h(1) για κάθε  

  x∈ ℝ . Να δείξετε ότι: 

1. f(1) = 2g(0)+3 

2. Η εξίσωση xf(x)-1 = 2xg(ηµπx) έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (0, 1). 

3. Αν η ρίζα της εξίσωσης του 2ου ερωτήµατος είναι η x=1/2 και f, g παραγω-

γίσιµες τότε να αποδείξετε ότι υπάρχουν x1,x2∈(0, 1) ώστε 

f΄(x1)+4g΄(x2)=2. 

 

∆14. Έστω µία πραγµατική συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών  

  αριθµών ℝ , για την οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

i)  f(x)≠ 0, για κάθε x∈ ℝ  

ii) f(x) = 1-2x2

1

2

0

tf (xt)dt,∫  για κάθε x∈ ℝ . 
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Έστω ακόµη g η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο g(x)= 2

)(

1
x

xf
− , για κάθε 

x∈ ℝ .  

α. Να δείξετε ότι ισχύει f ΄(x) = -2x f 2(x). 

β. Να δείξετε ότι η συνάρτηση g είναι σταθερή. 

γ. Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι: f(x)=
21

1

x+
. 

δ. Να βρείτε το όριο ( )xxxfim
x

2)( ηµ
+∞→
ℓ . 

         ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ 2001 

 

∆15. ∆ίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο ℝ  και f(x)≥2 για κάθε x∈ ℝ . Επίσης η  

  g(x)=x2-5x+1- ∫
−

∈
xx

xdttf
52

0
,)( ℝ . Να δείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει µία µόνο  

  ρίζα στο διάστηµα (-3, 0). 

 

∆16. Α. Θεωρούµε συνάρτηση f συνεχή στο ℝ . 

             α. Να αποδείξετε ότι ∫ ∫=+
3

0

7

1
)(

2

1
)12( dxxfdxxf . 

  β. Έστω ότι ∫ ∫ +=+
3

0

7

1
2004)()12(4 dxxfdxxf  

  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(1,7) τέτοιο, ώστε f(ξ)=334. 

 

  Β. Θεωρούµε συνεχή συνάρτηση f: ℝ → ℝ  που ικανοποιεί την ισότητα:  

    

   ∫ +
x

tft
0

2 )()1(  dt=x2+ ∫ +
1

0

2 ,)(6 dtttx x∈ ℝ . 

  α) Να αποδείξετε ότι f(x)=
1

52
2 +

+

x

x
 

  β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της f στο 

      σηµείο της Α(0,f(0)). 

 

∆17. ∆ίνεται η συνάρτηση g (x) = 
  x

  1 2

1
 dt

 z   t+
∫  όπου z= α + β i, α, β∈ ℝ * 

1. Η µονοτονία της  g και πρόσηµο της g. 
 

2. Όταν g (x) 1- 
21

x1x 
 

2

+

++
≤  για κάθε   ∈x ℝ  τότε 1=z  
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3. Να βρείτε το Ε χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα της g, xx΄, yy΄ και την 
ευθεία x=1. 

 
Απ. 1) g γνησίως αύξουσα και g(x)>0 για x>1 και g(x)<0 για x<1 

      3)  τ.µ.z - 1+=Ε z  

 

∆18. Αν η f συνεχής στο [0,1] και ∫ =
1  

0  
p(1)f(x)dx   όπου p(x) πολυώνυµο µε p(0)=0.  

  Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,1) ώστε f(ξ)=p΄(ξ). 

 

∆19. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)= ex, x∈ℝ να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου  

που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2

1
( ) ( )

x

F x f t dt= ∫  για 

τους άξονες x΄x και y’y και την ευθεία µε εξίσωση x = 1. 
 

∆20. ∆ίνεται η συνάρτηση g µε τύπο 
3 3    -x 1

  0    0
( ) ( )   f(t)dt

x

g x f t dt
−

= +∫ ∫  όπου η f είναι παρα-

γωγίσιµη και ορισµένη στο ℝ  -{-1}. 
Να βρείτε :   
1) Το σύνολο ορισµού της συνάρτησης g. 
2) Την παράγωγο της g. 

3) Αν στο 
2

1
0 −=x  η g παρουσιάζει τοπικό ακρότατο να δείξετε ότι 

 






−=






−
8

7

8

1
ff . 

4) Υπάρχει σηµείο ξ∈(-1, 0) ώστε η εφαπτοµένη της f να είναι παράλληλη προς  xx΄ 
όπως υπάρχει και x0∈(-1, 0) ώστε εφαπτόµενη της g να είναι παράλληλη προς 
xx΄αλλά δεν είναι δυνατόν ποτέ x0=ξ. 

 
∆21. Αν f και g συνεχείς στο [1, 2] να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(1, 2) ώστε 

 ∫ ∫ =+
ξ ξ

ξξ
2 1

0)()()()( dttfgdttgf   

 
∆22. Έστω F µία αρχική συνάρτηση της συνάρτησης f που είναι ορισµένη στο ℝ  και ι-

σχύει   
1

0
f (x)dx f (0) f (1)= =∫  

 Ζητούνται: 
1. Αν η f είναι πολυώνυµο 3ου βαθµού να βρεθεί ο τύπος της αν f΄(1)=1. 
2. Να δείξετε ότι η f έχει 2 τοπικό ακρότατο στο (0, 1) 
3. Να δείξετε ότι η εξίσωση f΄(x)=0 έχει 2 τουλάχιστον ρίζες στο (0, 1). 
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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑΤΑ ΑΠΟ ΟΛΗ ΤΗΝ ΥΛΗ 
 

∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 1 
 

 
ΘΕΜΑ 1ο 

A. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆ και f́ (x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, 
να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆. 

  (Μονάδες 15) 
 

B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιο σας την ένδειξη 
Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

 
α) Αν µια συνάρτηση f έχει όριο στο x0  έναν πραγµατικό αριθµό ℓ  τότε αναγκαστικά το x0 α-
νήκει στο πεδίο ορισµού της. 

          (Μονάδες 2) 
  
β) Κάθε συνάρτηση f  ορισµένη σε κλειστό διάστηµα [α,β] παίρνει ελάχιστη και µέγιστη τιµή
                     

                                (Μονάδες 2) 

 γ) Αν f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα ∆ και  α ∈∆  τότε
( )

( ( )  )' ( ( ))
g x

a
f t dt f g x=∫ . 

            (Μονάδες 2) 
 

δ) Αν η συνάρτηση f είναι 1-1, τότε  f(f -1(x))=x, για κάθε x που ανήκει στο πεδίο τιµών της f. 
          (Μονάδες 2) 

 ε)Για κάθε µιγαδικό αριθµό z  ισχύει  2zz z= . 
           (Μονάδες 2) 

 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

∆ίνεται η συνάρτηση f, συνεχής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών, για την οποία ισχύει 

     5
2

1)(
lim

2

0
=

+−
→ x

exf x

x ηµ
 

α) Να βρείτε το f(0). 
                            (Μονάδες 7)  

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο xo=0. 
          (Μονάδες 9) 

 

γ) Αν )()( xfexh x−= , να αποδείξετε ότι οι εφαπτοµένες των γραφικών παραστάσεων των συναρ-

τήσεων f και h  στα σηµεία ))0(,0( fA  και ))0(,0( hB  αντίστοιχα, είναι παράλληλες. 

          (Μονάδες 9) 
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ΘΕΜΑ 3ο  
∆ίνονται οι µιγαδικοί z1, z2 

*N∈ν  µε ν>1 για τους οποίους ισχύει 1 2z iν = +  και 2 1 2z iν = + . 

Ζητάµε να δείξετε ότι: 

1) Ο µιγαδικός 1

2

z
w

z
=  δεν είναι πραγµατικός.       

    (Μονάδες 7) 

2) Ο αριθµός Ι∈
−
+

=
1

1

w

w
u          

         (Μονάδες 7) 

3) Η ελάχιστη τιµή της παράστασης wzwzzf −++=)(  είναι δύο.    

   (Μονάδες 8) 

4) Το ολοκλήρωµα edxwzz
vve

521
0

=⋅⋅∫        

        (Μονάδες 3) 
 
 

ΘΕΜΑ 4ο  

Α. Αν : (0, )f +∞ → ℝ  παραγωγίσιµη για την οποία ισχύει f(x)=2004(x-1)+∫
x

dt
t

tf

1

)(
 για κάθε x>0. 

α) Να δείξετε f(x)=2004 xx ln .                      (Μονάδες 10) 
β) Να δείξετε ότι το εµβαδό Ε του χωρίου µεταξύ της Cf, του άξονα xx́  και της ευθείας x e=  είναι  

501( )12 +e  τ.µ.             

(Μονάδες 10) 

Β. Έστω συνεχής συνάρτηση f: →ℝ ℝ  µε τύπο ∫ ∫=
1

0
))(()(

x

u

dudttfxf . 

Να δείξετε ότι f ́  ́(1)=0. 
          (Μονάδες 5) 
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 2 
 

 

ΘΕΜΑ 1ο 
Α. Να αποδείξετε ότι αν µια συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και είναι f΄(x)>0 για  

κάθε x, εσωτερικό του ∆ τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆. 
                                                                                                                           (Μονάδες 10) 

 

Β. Γράψτε τον ορισµό της συνεχούς συνάρτησης στο σηµείο x0 ∈A, A το πεδίο ορισµού  
της f. 

                                                                                                               (Μονάδες 5) 
 
Γ. Απαντήστε αν είναι Σωστές ή Λάθος οι παρακάτω ερωτήσεις:  

1. Αν η συνάρτηση f είναι άρτια δεν αντιστρέφεται.                             Σ     ή       Λ 

 

2. Στο τοπικό ακρότατο η µονοτονία αλλάζει.                                      Σ     ή       Λ 

 

3. Το µέτρο του αθροίσµατος δύο µιγαδικών ισούται  
µε το άθροισµα των µέτρων τους.                                                   Σ     ή       Λ 

 

4. Η διανυσµατική ακτίνα του αθροίσµατος δύο µιγαδικών  
ισούται µε το άθροισµα των διανυσµατικών ακτίνων τους.             Σ     ή       Λ 

 

5. ∫ ∫ ∫∫
δ

γ

β

α
=+++

γ

β

α

δ
 0dx  f(x) dx  f(x) dx)x(fdx )x(f όπου α< β< γ< δ  

και η f συνεχής στο ℝ .                                 Σ     ή       Λ 
   

         (Μονάδες 5x2=10) 
 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

Αν για τον µιγαδικό z=x+yi ισχύει 8i512z =−−  να βρείτε: 

1. Τον γεωµετρικό τόπο των εικόνων του z στο µιγαδικό επίπεδο. 

(Μονάδες 9) 

 

2. Να υπολογίσετε τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή της παράστασης Α= i77z +−  

(Μονάδες 8) 

 

 3. Να δείξετε ότι η ελάχιστη και µέγιστη τιµή της παράστασης Α συµπίπτει µε την  
              ελάχιστη και µέγιστη τιµή αντίστοιχα του µέτρου του µιγαδικού z. 

                       (Μονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ 3ο

 

Αν η συνάρτηση f  είναι τρεις φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και f΄΄ (0) = f΄(0) = f(0) = 0 και 

f΄΄΄(x)>0, για κάθε x∈ℝ * να δείξετε ότι: 
1. f στρέφει τα κοίλα κάτω στο (-∞, 0] και άνω στο [0, +∞). 

                       (Μονάδες 8) 
 

2. Η f είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 
                       (Μονάδες 9) 
 

3. Να βρείτε την εξίσωση εφαπτοµένης της f στο x0 = 0. 
                       (Μονάδες 8) 
 
 

ΘΕΜΑ 4ο  
α) Αν µια συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και για κάθε x∈ ℝ  ισχύει   

     f΄΄(x)-f΄(x)<f΄(x)-f(x), να δείξετε ότι η συνάρτηση g µε τύπο g(x)=f(x)e-x στρέφει τα   

     κοίλα κάτω στο ℝ . 

(Μονάδες 12) 

β) Αν για την f ισχύει ∫ =
1

0 2005

1
)( dxxf να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,1) τέτοιο ώστε  

     f(ξ)=ξ2004. 

(Μονάδες 13) 
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 3 
 
ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Έστω µία συνάρτηση f ορισµένη και συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] µε f(α)≠f(β). Να αποδείξετε ότι για 

κάθε αριθµό η µεταξύ των f(α) και f(β) υπάρχει ένας τουλάχιστον x0∈(α,β) ώστε f(x0)=η.  

(Μονάδες 13) 

Β. ΑΠΑΝΤΗΣΤΕ ΣΤΙΣ ΠΑΡΑΚΑΤΩ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ. 

1). Αν η συνάρτηση f έχει µία µόνο ρίζα στο [α,β] τότε είναι  

γνησίως µονότονη στο [α,β].                                            Σ    ή    Λ 

 

2). ziizzzz −===−=                             Σ    ή    Λ 

 

3). Αν η f ορισµένη στο ℝ  και f(x)>0  για  κάθε  x∈ℝ  τότε 0)(
0

>
→

xfim
xx

ℓ                  Σ    ή    Λ 

 

4). f -1(f(x))=x                                           Σ    ή    Λ 

 

5). Αν η f είναι συνεχής στο x0 είναι και παραγωγίσιµη σ’ αυτό.                       Σ    ή    Λ 

 

6). ∫∫ =+
α

β

β

α
0)()( dxxfdxxf                          Σ    ή    Λ 

(Μονάδες 6) 

Γ. Γράψτε τον ορισµό της κυρτής συνάρτησης. 

   (Μονάδες 6) 

 

ΘΕΜΑ 2ο 

∆ίνεται συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1, 3] για την οποία ισχύει f(1)=3 και f(3)=1. 

Να δείξετε ότι: 

1). Υπάρχει 1 τουλάχιστον x0∈(1,3) ώστε f(x0)=x0.   

(Μονάδες 9) 

2). Υπάρχουν x1,x2 ∈(1,3) ώστε f́ (x1)⋅ f́ (x2)=1. 

(Μονάδες 8) 

3). Να δείξετε ότι αν το x0 του 1ου ερωτήµατος είναι το x0=2 τότε η εξίσωση f́ (́x)=0 έχει µία τουλάχιστον ρίζα 
στο (1,3). 

(Μονάδες 8) 
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ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται µία συνάρτηση f συνεχής στο [α,β] και οι µιγαδικοί z=α2+if(α) και w=f(β)+iβ2 µε αβ≠0 και για τους οποίους 

ισχύει
222

z-w=z+w . Να δείξετε ότι: 

α) w +z zw=0                                                      (Μονάδες 15) 

 

β) Υπάρχει ένα τουλάχιστον x0∈[α,β] στο οποίο η γραφική παράσταση της f τέµνει τον xx́ .  

(Μονάδες 10) 

 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

∆ίνεται η συνάρτηση g(x)∫
+

x

1 2tz

dt
 όπου z=α+βi, x∈ℝ . 

1. Να βρείτε τη µονοτονία της g και µετά να δείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει µοναδική ρίζα. 

(Μονάδες 10) 

2. Να κάνετε τον πίνακα προσήµου της g. 

(Μονάδες 5) 

3. Όταν g(x) 1
21

x1x 2

−
+

++
≤  για κάθε x∈3 τότε .1z =  

(Μονάδες 5) 

4. Να βρείτε το Εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα της g, τους άξονες xx́ , yý και την 
ευθεία x=1. 

(Μονάδες 5)     
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 4 
 
ΘΕΜΑ 1ο 
Α. Να αποδείξει ότι: Έστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτε-

ρικό σηµείο του ∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και είναι παραγωγίσι-
µη στο σηµείο αυτό, τότε: f ’(x0)=0   

                                                                                                                           (10 Μονάδες) 
 
Β. Να γράψετε τον ορισµό της κοίλης συνάρτησης           (5 µονάδες) 
 
Γ. Να απαντήσετε αν είναι σωστή ή λάθος κάθε µία από τις παρακάτω προτάσεις 
 1. Η εικόνα κλειστού διαστήµατος µιας συνεχούς συνάρτησης 
       είναι κλειστό διάστηµα.       Σ ή Λ 
 

 2. Αν το 
0xx

im
→
ℓ g(x)=0 τότε το 

0xx
im
→
ℓ

)x(g

1
=∞                          Σ ή Λ 

 
 3. Αν f ’(x)=g’(x) για κάθε x∈ ℝ  τότε f(x)=g(x) για κάθε x∈ ℝ             Σ ή Λ 
 

 4. Αν µία συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο 3 τότε στα σηµεία που  
     η παράγωγός της µηδενίζεται εµφανίζει τοπικά ακρότατα                                    Σ ή Λ 
 
 5. Το εµβαδό του χωρίου που ορίζεται από το διάγραµµα της f, τον άξονα xx’,  

        τις ευθείες  x=α και x=β είναι Ε=
 

 
( )f x dx

β

α∫                                                        Σ ή Λ 

 
                                                (5x2=10 Μονάδες) 
 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

Να δείξετε ότι: 

1) z∈ ℝ ⇔ z =z και z∈I⇔ z =-z 
               (10 Μονάδες) 

2) Αν 1z = 2z =1 τότε ο w=
1

1

z1

z1

−

+
∈I και ο u=

2

21

21

zz

zz









−

+
∈ ℝ  

               (10 Μονάδες) 

3) Αν 1z = 2z = 3z =1 τότε 321 zzz ++ =
321 z

1

z

1

z

1
++  

  
 
                          (5 Μονάδες) 
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ΘΕΜΑ 3ο 
Έστω η συνάρτηση f: ℝ� ℝ , δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και τέτοια ώστε  
2f(x)≤  f(1)+f(2) για κάθε x∈ ℝ . Να δείξετε ότι: 
 

1. f(1)=f(2)                                                                                               (6 µονάδες) 

2. f΄(1)=f΄(2)=0                                                                          (6 µονάδες) 

3. Η εξίσωση f΄(x)=0 έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (1, 2).                   (6 µονάδες) 

4. Η εξίσωση f΄΄(x)=0 έχει 2 τουλάχιστον ρίζες στο (1, 2).                (7 µονάδες) 

 
 

ΘΕΜΑ 4ο 
∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)= ex, x∈ℝ να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 2

1
( ) ( )

x

F x f t dt= ∫  για τους άξονες 

x΄x και y’y και την ευθεία µε εξίσωση x = 1. 
 

 (Μονάδες 12) 
 

Β. Αν η f είναι συνεχής στο [0,1] και 
 1

 0
( ) (1)f x dx p=∫  όπου p(x) πολυώνυµο µε p(0)=0. 

     Να δείξετε ότι υπάρχει ξ∈(0,1) ώστε f(ξ)=p’(ξ). 
(Μονάδες 13) 
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 5 
 
ΘΕΜΑ 1ο 

Α. Να αποδείξετε ότι µία συνάρτηση παραγωγίσιµη στο ∆, είναι σταθερή σ’ αυτό αν και µό-
νο αν f ΄(x)=0 για κάθε x∈∆. 

                (10 Μονάδες) 
  
Β. Ορισµός παραγώγου αριθµού συνάρτησης f στο x0. 

(5 Μονάδες) 
 

Γ. Απαντήστε αν είναι σωστή ή λάθος κάθε µία  από τις παρακάτω προτάσεις: 
1. Αν η f είναι γνησίως µονότονη στο σύνολο ορισµού της τότε αντιστρέφεται       Σ ή Λ 
 
2. Αν f:Α→Γ και g: ℝ→∆ τότε το σύνολο ορισµού της gof είναι το Α.                 Σ ή Λ 
 
3. Αν η f συνεχής στο [α,β] τότε η f παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές 

 µεταξύ f(α) και f(β) και µόνον αυτές                                                                    Σ ή Λ 
 

4. Αν µία συνάρτηση f παρουσιάζει στο σηµείο Μ(x0,f(x0)) σηµείο καµπής  
τότε η εφαπτοµένη της f στο Μ διαπερνά την γραφική παράσταση της f            Σ ή Λ 

 
5. Το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τα σηµεία του επιπέδου Μ(x,y) 

για τα οποία α≤x≤β και 0≤y≤f(x) είναι Ε= ∫
β

α
dx)x(f  όπου f συνεχής στο ℝ .           Σ ή Λ 

(2x5=10 Μονάδες) 
 

ΘΕΜΑ 2ο  
Α. ∆ίνονται οι µιγαδικοί z=f(0)+i και w=1+f(1)i για τους οποίους ισχύει |z+w|=|z-w| όπου f 

µία συνάρτηση συνεχής στο [0, 1]. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f έχει µία τουλάχι-
στον ρίζα στο [0, 1].    

                  (5 Μονάδες) 
 
Β. ∆ίνονται οι µιγαδικοί  z=3+(x-3)i και w=1+ i nxℓ . Να δείξετε ότι υπάρχει ένας µόνο  

x  (1,e), ώστε το γινόµενο wz να είναι πραγµατικός αριθµός. 
                  (5 Μονάδες) 
 

Γ. Αν z=συν2θ+iηµ2θ, θ∈(0,π) και w=
z1

z1

−
+

 να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα ∫

π

π

6

5

2

w dθ 

                (10 Μονάδες) 
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ΘΕΜΑ 3ο 

Αν για τη συνάρτηση f:(0, +∞)→ ℝ  ισχύει f(x)-f(y)=f
x
y

( ) για κάθε x, y ∈ (0, +∞) και η εξίσω-

ση f(x)=0 έχει µοναδική ρίζα, τότε: 
 
 α) να δείξετε ότι η f είναι 1-1            (10 Μονάδες) 
 

 β) να λύσετε την εξίσωση f(x)+f(x
2
-1)=f(x

2
-2)+f(x+1)                                    (10 Μονάδες) 

 
 γ) αν για x<1 είναι f(x)<0 να δείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞). 

 (5 Μονάδες) 
 
 

ΘΕΜΑ 4ο  

∆ίνεται η συνάρτηση g µε τύπο ∫ ∫
−

+=
 3x

0  

1x   

0  

 3-
f(t)dt dt)t(f)x(g  όπου η f είναι παραγωγίσιµη 

και ορισµένη στο ℝ  -{-1}. 
 

Να βρείτε :   
 

1) Το σύνολο ορισµού της συνάρτησης g.                    (5 Μονάδες) 
 
2) Την παράγωγο της g.               (5 Μονάδες) 
 

3) Αν στο 
2

1
0 −=x  η g παρουσιάζει τοπικό ακρότατο να δείξετε ότι  







−=






−
8

7
f

8

1
f .

                     (9 Μονάδες) 
 
4) Υπάρχει σηµείο ξ∈(-1, 0) ώστε η εφαπτοµένη της f να είναι παράλληλη προς xx΄ 

όπως υπάρχει και x0∈(-1, 0) ώστε εφαπτόµενη της g να είναι παράλληλη προς xx΄. 
      

(6 Μονάδες) 
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 6 
 
ΘΕΜΑ 1ο  
Α. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστηµα [α, β]. Αν G είναι µια παράγουσα της f 

στο [α, β], τότε : 

  ∫
β

α
α−β= )(G)(Gdt)t(f  

 
B.  Γράψτε τον ορισµό της πλάγιας ασύµπτωτης για x�+∞.  

 
Γ.  

1. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και f(α)f(β)>0  

 τότε είναι αδύνατο να υπάρχει x0∈(α, β) ώστε f(x0)=0   Σ ή Λ. 
 
2. Είναι (f -1� f)(x)=x για κάθε x από το σύνολο ορισµού της  
      συνάρτησης f -1� f.           Σ    ή    Λ 
 

3. Αν η F είναι αρχική της f τότε ∫
β

α
β−α= )(F)(Fdx)x(f .   Σ    ή    Λ 

 

4. Αν τα όρια 
0x x

im f (x)
→
ℓ  και 

0x x
im g(x)
→
ℓ  δεν υπάρχουν  

      τότε κατ’ ανάγκη και το ( ))x(g)x(fim
0xx

+
→
ℓ  δεν υπάρχει.   Σ ή Λ 

 

5. i
i

1
i −==                            Σ ή Λ. 

 
 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

Έστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο ℝ  µε την ιδιότητα f(x) - f ΄(x)=3x2+1  x∈ ℝ . 
  

i) Να βρείτε πολυώνυµο P(x), 2ου βαθµού  µε  την ιδιότητα  P(x) - P΄(x)=3x2+1. 
 
 

ii) Να βρείτε την f όταν f(0)=8  
 
 

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x)= ex+3x2+6x+7 έχει το πολύ δύο ρίζες στο ℝ . 
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ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η εξίσωση z2-λz+1=0, λ∈ ℝ , z∈ ℂ  µε ρίζες z1,z2 και µία παραγωγίσιµη συνάρτηση 

για την οποία f(0)=
21 z

1

z

1
+  και f(2)= 2

2

2

1 zz +  

Ζητούνται: 
  

1) Οι τιµές του λ∈ℝ  ώστε η εξίσωση f΄(x)=0 να έχει 1 τουλάχιστον ρίζα στο (0,2)  
2) Για την µικρότερη τιµή του λ που βρήκατε  στο προηγούµενο ερώτηµα  να λύσετε 

την δεδοµένη εξίσωση 
3) Για λ=3 να δείξετε ότι υπάρχει  1 τουλάχιστον ξ∈(0,2) ώστε f ΄(ξ)=2 
4) Για λ=-2 να δείξετε ότι υπάρχει 1 τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f(x)=0 στο (0,2). 

 

 
 

ΘΕΜΑ 4ο 

Έστω η συνάρτηση f(x)=x- ℓ nx+ex, x≥1 
 

i) Να δείξετε ότι η f είναι ↑  
ii) Να βρεθεί το f(A). 

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση x+ex= ℓ nx+2005 έχει µοναδική ρίζα στο [1,+∞ ) 

iv) Να υπολογιστεί το I= ∫ ∫
+−

+

−+
e

1

ee1e

e1

1 dx)x(fdx)x(f  
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∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΑ Νο 7 
 

ΘΕΜΑ 1o 

Α. Να δείξετε ότι µία συνάρτηση f παραγωγίσιµη σ’ ένα διάστηµα ∆ είναι σταθερή σ’ αυτό 
αν και µόνο αν  f ΄(x)=0 για κάθε x∈∆. 

 
 

Β.1) Αν z1,z2 ρίζες της εξίσωσης αz2+βz+γ=0 όπου α,β,γ∈ ℝ  µε α≠ 0 και z∈ ℂ  τότε 

z1+z2=
α
β−

 και z1·z2=
α
γ

     Σ ή Λ. 

 

2) Αν µία συνάρτηση είναι ορισµένη στο x0 και υπάρχει  το )x(fim
0xx→

ℓ  τότε )x(fim
0xx→

ℓ =f(x0) 

         Σ ή Λ. 
 
3) Τα κοινά σηµεία (όταν υπάρχουν) των γραφικών παραστάσεων δύο αντιστρόφων συ-
ναρτήσεων βρίσκονται πάνω στη διχοτόµο y=x       
         Σ ή Λ. 
 

4) )x(gim)x(fim))x(g)x(f(im
000 xxxxxx →→→

+=+ ℓℓℓ     Σ ή Λ. 

 
5) Αν f και g παραγωγίσιµες στο ℝ  τότε (f(x)·g(x))΄=f ΄(x)·g΄(x) για κάθε x∈ ℝ .   
  
         Σ ή Λ. 

 
 
 

ΘΕΜΑ 2o 

Αν η συνάρτηση f είναι γνησίως µονότονη και διέρχεται από τα σηµεία Α(3,2) και Β(5,9) τό-
τε: 
 
α) να βρείτε το είδος  της µονοτονίας της  

 
β) να λύσετε την εξίσωση f(3+f(x2+2x))=9 και την ανίσωση    f(3x-1)-2<0 

 

γ) Να βρείτε τα όρια 1) 1

x 2
im f (x)−

→
ℓ     

 

             2) )2x(fim
5x

−
→
ℓ  
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ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση f:(0,+∞ )→ ℝ  παραγωγίσιµη  z1=α2+i f(α)  

z2= i
)(f

11
2 β
+

β
 όπου 0<α<β και f(x)≠ 0 και 2121 zzzz −=+  

 
Να δείξετε: 

1) 
)(f)(f

22

β
β

=
α

α
 

 
2) x0∈(0,+∞ ) ώστε x0·f΄(x0)=2f(x0) 
 

3) αν f(1)=1 να υπολογίσετε το ∫ +

2

1
2

dx
)x(f)x(f

)x('f
 

 
 
 

ΘΕΜΑ 4ο 

Α. Έστω f, g  συναρτήσεις συνεχείς στο διάστηµα [α,β]. Αν f(x)<g(x) για κάθε x∈(α,β) και 
f(α)=g(α) και f(β)=g(β) να δείξετε ότι υπάρχει µοναδική ευθεία x=x0 µε x0∈(α,β) η οποία 
να χωρίζει το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f και g σε δύο 
ισεµβαδικά χωρία.  

 

Β. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x)=ηµx και x∈ 






 ππ
−

2
,

2
. Να βρείτε την παράγωγο της  

f -1(x). 
 
Γ. ∆ίνεται συνάρτηση f συνεχής µε συνεχή παράγωγο στο διάστηµα [α,β] η οποία αντι-

στρέφεται. 
Να δείξετε ότι: 

                        ∫ ∫
β

α

β

α

−−αα−ββ=
)(f

)(f

1 dx)x(f)(f)(fdx)x(f  
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Αξιολόγησης, Εκδόσεις Γκατζούλη. 

13. Ηλία Κωνσταντόπουλου , Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου 2, Ανάλυση – Παράγωγος,  Θετ. – Τεχν. Κατεύθυνσης, 

Εκδόσεις Γκρίτζαλη. 

14. Γ. ∆εµερτζή – ∆. Γουβίτσα, Μαθηµατικά 2, ∆ιαφορικός Λογισµός, Γ’ Λυκείου, Θετ. – Τεχν. Κατεύθυνσης, 

Εκδόσεις Όλυµπος. 

15. Π. Κανδύλα, Μαθηµατικά και Στοιχεία Στατιστικής, ∆ιαφορικός Λογισµός – Στατιστική – Πιθανότητες, Γ’ 

Λυκείου, Γεν. Παιδείας, Εκδόσεις Κανδύλα. 

16. Π. Κανδύλα, Μαθηµατικά, Γ’ Λυκείου, 1
ο
 Τεύχος, Θετ. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Κανδύλα. 

17. Ηλία Κωνσταντόπουλου , Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου  3, Ανάλυση – Ολοκλήρωµα – Γενικά Θέµατα,, Θετ. – 

Τεχν. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Γκρίτζαλη. 

18. Π. Κανδύλα, Μαθηµατικά Θετ. Κατεύθυνσης, Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης – ∆ιαφορικός Λογισµός – Ολο-

κληρωτικός Λογισµός,  Γ’ Λυκείου, 2
ο
 Τεύχος,  Εκδόσεις Κανδύλα. 

19. Χαλίδη Γιάννη – Μουταφίδη Ιορδάνη, Μαθηµατικά και Στοιχεία Στατιστικής, Γ’ Λυκείου, Γεν. Παιδείας, 

Εκδόσεις Όλυµπος. 

20. Γιάννη Μπαϊλάκη, Μαθηµατικά Θέµατα µε Κατεύθυνση για µια Πορεία µε Επίγνωση, Γ’ Λυκείου, Θετ. – 

Τεχν. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Σαββάλα. 

21. Κ. Γκατζούλη, Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου 3, Παράγωγοι – Ολοκληρώµατα, Θετ. – Τεχν. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις 

Γκατζούλη. 

22. Γιάννη ∆. Μπαϊλάκη, ∆ιαγωνίσµατα Μαθηµατικών, Θετ. – Τεχν. Κατεύθυνσης Γ’ Λυκείου, Εκδόσεις Σαββά-

λα. 

23. Χαρ. Στεργίου – Χρ. Νάκη – Ιωαν. Στεργίου, Επαναληπτικά Θέµατα Μαθηµατικών Γ’ Λυκείου Θετ. 

Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Σαββάλα. 

24. Αν. Ηλιόπουλου – Σαβ. Λαζαρίδη, Μαθηµατικά Θετ. – Τεχν.  Κατεύθυνσης 1, Μιγαδικοί Αριθµοί – Συναρτή-

σεις, Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης, Εκδοτικός Όµιλος Συγγραφέων Καθηγητών.  

25. Κ. Γκατζούλη, Ανάλυση 4
ης

 ∆έσµης, 50 ∆ιαγωνίσµατα µε τις Απαντήσεις, Εκδόσεις Γκατζούλη. 

26. Μ. Καραµαύρου, Ανάλυση 4
ης

 ∆έσµης, Εισαγωγικές Έννοιες, Όριο – Συνέχεια, Παράγωγοι, Ολοκληρώµατα, 

Εκδόσεις Μαθηµατικών Βιβλίων. 
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27.  Σπ. Καλοµητσίνη – Γ.  Μπαϊλάκη – Αλεξ. Καλοµητσίνη, Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, Πίνακες – Μιγαδικοί Α-

ριθµοί, Θετ. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Ελληνικά Γράµµατα. 

28. Γ. Λ. Μαυρίδη, Μαθηµατικά Γ’ Λυκείου, Θετ. – Τεχν. Κατεύθυνσης, Εκδόσεις Μαθηµατική Βιβλιοθήκη. 
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