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1.6 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  181 – 182 
 
 A΄ Oµάδας 

1. 
Να βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο  

ο
x   όταν: 

i)      f (x) = 4 2
x + 5

x  + 3x
,     

ο
x  = 0                        ii)      f (x) = 

4
2x 3

4(x 1)
−
−

,     
ο

x  = 1 

iii)    f (x) = 1
x

– 1
x

,         
ο

x  = 0     

Λύση 
i) 

Για κάθε  x  κοντά στο  0   είναι   f (x) = (x + 5) 4 2
1

x 3x+
 

0
lim
x→

(x + 5) = 5 > 0         (1) 

0
lim
x→

( 4 2x 3x+ ) = 0    µε   4 2x 3x+ > 0   κοντά στο  
ο

x  = 0    ⇒     

0
lim
x→ 4 2

1
x 3x+

 = +∞        (2) 

Από (1),  (2)   ⇒     
0

lim
x→

f (x) = +∞  

ii) 

Για κάθε  x  κοντά στο  1   είναι   f (x) = (2x – 3) 
4

1
4(x 1)−

 

x 1
lim
→

(2x – 3) = 2⋅1 – 3 = –1 < 0     (1) 

x 1
lim
→

 [4(x – 1 4) ] = 0    µε   4(x – 1 4) > 0   κοντά στο  
ο

x  = 1   ⇒  

x 1
lim
→ 4

1
4(x 1)−

 = +∞       (2) 

Από (1),  (2)   ⇒     
x 1
lim
→

f  (x) = –∞  

iii) 

Για  x > 0  είναι  f  (x) = 1
x

– 1
x

 = 0      ⇒      
x 0
lim

+→
f (x) = 0       (1) 

Για  x < 0  είναι  f (x) = 1
x

+ 1
x

 = 2
x

   ⇒       
x 0
lim

−→
f (x) = –∞    (2) 

Από (1),  (2)   ⇒     δεν υπάρχει το όριο της   f  στο  0. 
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2. 
Να βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο  

ο
x   όταν: 

i)      f (x) = 3
1 x−

– 2
4

1 x−
,    

ο
x  = 1                  ii)    f (x) = 

2x 3x 2
x x
+ − ,     

ο
x  = 0 

iii)    f (x) = ( )2
3

1x 1
x

+ ,       
ο

x  = 0 

Λύση 

i) 
Για κάθε  x  κοντά στο  1   είναι    

f (x) = 3
1 x−

– 4
(1 x)(1 x)− +

 = 
3(1 x) 4

(1 x)(1 x)
+ −

− +
  

                                             = 3 3x 4
(1 x)(1 x)

+ −
− +

  

                                             = 3x 1
1 x
−
+

 1
1 x−

 

Αλλά     
x 1
lim

+→

3x 1
1 x
−
+

 = 3 1 1
1 1
⋅ −
+

 = 2 > 0      (1) 

              
x 1
lim

+→
 (1 – x) = 0   µε    1 – x < 0     ⇒     

x 1
lim

+→

1
1 x−

 = –∞       (2) 

Από (1),  (2)   ⇒    
x 1
lim

+→
f (x) =  –∞  

Οµοίως    
x 1
lim

−→
f (x) =  +∞  

Άρα δεν υπάρχει το όριο της   f  στο  1 
ii)    

Για  x > 0  είναι  f (x) = 
2x 3x 2

xx
+ −  = ( 2x + 3x – 2) 2

1
x

 

x 0
lim

+→
( 2x + 3x – 2) = –2 < 0     και      

x 0
lim

+→
2

1
x

 = +∞     ⇒     
x 0
lim

+→
f (x) = –∞   (1) 

Για  x < 0  είναι  f (x) = 
2x 3x 2
x( x)
+ −
−

 = ( 2x + 3x – 2) ( )2
1
x

−  

                                                            = (– 2x – 3x + 2) 2
1
x

 

x 0
lim

−→
(– 2x – 3x + 2) = 2 > 0    και    

x 0
lim

−→
2

1
x

 = +∞     ⇒     
x 0
lim

−→
f (x) = +∞     (2) 

Από   (1),  (2)  δεν υπάρχει το όριο της   f  στο  0 

iii) 

Για κάθε  x  κοντά στο  0   είναι   f (x) = 2x + 1
x

= 
3x 1
x
+  = ( 3x + 1) 1

x
 

0
lim
x +→

( 3x + 1) = 1 > 0     και     
x 0
lim

+→

1
x

 = +∞      ⇒     
x 0
lim

+→
f (x) = +∞  

x 0
lim

−→
( 3x + 1) = 1 > 0     και     

0
lim
x −→

1
x

 = –∞      ⇒     
x 0
lim

−→
f (x) = –∞  

Άρα δεν υπάρχει το όριο της   f  στο  0. 
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Β΄ Oµάδας 

1. 
Να βρείτε (εφόσον υπάρχει) το    

x 4
lim
→

9
x x 2x 4 x 8

−
− − +

 

Λύση 

f (x) = 9
x x 2x 4 x 8

−
− − +

 = 9
x(x 4) 2(x 4)

−
− − −

 

                                              = 9
(x 4)( x 2)

−
− −

 

                                              = 9
( x 2)( x 2)( x 2)

−
− + −

 

                                              = 9
( x 2)( x 2)( x 2)

−
− + −

 = 9
x 2
−
+

 2
1

( x 2)−
 

x 4
lim
→

9
x 2
−
+

 = 9
4 2
−
+

 = 9
4
−  < 0 

x 4
lim
→

 ( 2x 2)−  = 0    µε    ( 2x 2)− > 0     ⇒     
x 4
lim
→ 2

1
( x 2)−

 = +∞  

Εποµένως    
x 4
lim
→

f (x) = –∞  
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2. 
Να αποδείξετε ότι : 

i)     Η συνάρτηση   f (x) = εφx   δεν έχει όριο στο  
2
π  

ii)     Η συνάρτηση   f (x) = σφx   δεν έχει όριο στο   0. 
Λύση 
i) 

f (x) = εφx = ηµx
συνx

 = ηµx 1
xσυν

 

Για   
2
π  < x < π    είναι   

πx
2

lim
+

→

συνx = 0   µε   συνx < 0  ⇒    
πx
2

lim
+

→

1
xσυν

 = –∞  

                             αλλά   
πx
2

lim
+

→

 ηµx = 1 > 0,     άρα     
πx
2

lim
+

→

f (x) = –∞      (1) 

Για   0 < x < 
2
π      είναι  

πx
2

lim
−

→

συνx = 0   µε   συνx > 0  ⇒    
πx
2

lim
−

→

1
xσυν

 = +∞  

                              αλλά   
πx
2

lim
−

→

ηµx = 1 > 0,     άρα     
πx
2

lim
−

→

f (x) = +∞      (2)   

Από (1),  (2)   ⇒     η  f (x) = εφx    δεν έχει όριο στο  
2
π  

ii) 

f (x) = σφx = συνx
ηµx

 = συνx 1
xηµ

 

Για   0 < x < 
2
π     είναι   

x 0
lim

+→
ηµx = 0   µε  ηµx > 0  ⇒    

x 0
lim

+→

1
xηµ

 = +∞  

                             αλλά    
x 0
lim

+→
συνx = 1 > 0,     άρα     

x 0
lim

+→
f (x) = +∞      (3) 

Για   – 
2
π  < x < 0   είναι   

x 0
lim

−→
ηµx = 0    µε  ηµx < 0  ⇒    

x 0
lim

−→

1
xηµ

 = – ∞  

                             και   
x 0
lim

−→
συνx = 1 > 0,     άρα     

x 0
lim

−→
f (x) = – ∞          (4) 

Από (3),  (4)   ⇒     η  f (x) = σφx    δεν έχει όριο στο  0 
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3. 

∆ίνονται οι συναρτήσεις   f (x) = 
2

2
( 1)x x 2

x 1
λ − + −

−
    και    g(x) = 

2x  + 2x + µ
x

 

Να βρείτε τις τιµές των   λ, µ ∈ℝ   για τις οποίες  υπάρχουν στο  ℝ  τα όρια  
                             

x 1
lim
→

f (x)             και             
x 0
lim
→

g(x). 

Στη συνέχεια να υπολογίσετε τα παραπάνω όρια. 

Λύση 

Έστω   
x 1
lim
→

f (x) = ℓ ∈ℝ . 

Κοντά στο  1   είναι    f (x) = 
2

2
( 1)x x 2

x 1
λ − + −

−
 

                                   f (x) ( 2x 1− ) = (λ – 1) 2x + x – 2  

                                   
x 1
lim
→

 [ f (x) ( 2x 1− )] = 
x 1
lim
→

 [(λ – 1) 2x + x – 2] 

                                   
x 1
lim
→

f (x) ⋅
x 1
lim
→

( 2x 1− ) = (λ – 1) 21 + 1 – 2 

                                   ℓ ⋅0 = λ – 1 + 1 – 2    
                                   0 = λ – 2    ⇒      λ = 2 

Για  λ = 2   έχουµε    f (x) = 
2

2
(2 1)x x 2

x 1
− + −

−
 

                                  f (x) = 
2

2
x x 2

x 1
+ −
−

 = (x 1)(x 2)
(x 1)(x 1)
− +
− +

 = x 2
x 1
+
+

 

x 1
lim
→

f (x) = 
x 1
lim
→

x + 2
x + 1

 = 1 2
1 1
+
+

= 3
2

 

 
Έστω   

x 0
lim
→

g (x) = ′ℓ ∈ℝ . 

Κοντά στο  0   είναι    g(x) = 
2x  + 2x + µ

x
 

                                    g(x) ⋅x = 2x + 2x + µ 

                                   
x 0
lim
→

 [g(x) ⋅x] = 
x 0
lim
→

 ( 2x + 2x + µ) 

                                   
x 0
lim
→

 g(x) ⋅
x 0
lim
→

x = 20 + 2⋅0 + µ 

                                   ′ℓ ⋅0 = µ    ⇒     µ = 0 

Για  µ = 0   έχουµε    g(x) = 
2x  + 2x

x
 = x + 2 

x 0
lim
→

g (x) = 
x 0
lim
→

(x + 2) = 0 + 2 = 2 
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4. 
Να βρείτε τα   

x 1
lim
→

f (x),  όταν: 

i)    
x 1
lim
→ ( )

x 4
f x
−  = +∞           ii)    

x 1
lim
→

( )f x
x + 2

 = –∞           iii)   
x 1
lim
→

 [ f (x)(3 2x – 2)] = +∞   

Λύση 
i) 

Θεωρούµε τη συνάρτηση   g(x) = 
( )

x 4
f x
−   κοντά στο  1. 

Τότε    
x 1
lim
→

 g(x) = +∞     και    g(x) f (x) = x – 4      ⇒  

            g(x) > 0   κοντά στο  1   και    f (x) = 
( )

x 4
g x
−  = (x – 4) 

( )
1

g x
    (1)   

x 1
lim
→

 g(x) = +∞    ⇒     
x 1
lim
→ ( )

1
g x

 = 0    και   επειδή   
x 1
lim
→

 (x – 4) = 1 – 4 = –3, 

η  (1)   ⇒    
x 1
lim
→

f (x) = –3⋅0 = 0 

ii)    

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) = ( )f x
x + 2

  κοντά στο  1. 

Τότε   
x 1
lim
→

 h(x) = –∞      και    h(x) (x + 2) = f (x)     (2)   

και επειδή  
x 1
lim
→

 (x + 2) = 1 + 2 = 3 > 0,    

η  (2)  ⇒    
x 1
lim
→

f  (x) = 
x 1
lim
→

 [ h(x) (x + 2] = –∞  

iii)   
Θεωρούµε τη συνάρτηση   ω(x) = f (x)(3 2x – 2)    κοντά στο  1.         (3)   
Τότε   

x 1
lim
→

 ω(x) = +∞  

Είναι  
x 1
lim
→

 (3 2x – 2) = 3⋅1 – 2 = 1 ≠  0    ⇒  

           3 2x – 2 ≠  0   κοντά στο  1     και    
x 1
lim
→ 2

1
3x 2−

 = 1
1

 = 1 > 0             

(3)   ⇒     f  (x) = ( )
2

x
3x 2
ω

−
 = ω(x) 2

1
3x 2−

    ⇒  

                
x 1
lim
→

f (x) =  
x 1
lim
→ 2

1(x)
3x 1

 ω  −
 = +∞  


