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Γενικές  ασκήσεις  σχ.  Βιβλίου  σελίδας  123 – 124 
 
1. 

∆ίνεται η συνάρτηση  f  µε   f(z) = 
(z 1)(z 1)

z z
− +
+

    µε   z∈ℂ    και   Re(z)≠ 0. 

α)    Να αποδείξετε ότι    f( )1
z

−  = f(z). 

β)    Έστω  α,  β  δύο (σταθεροί) πραγµατικοί αριθµοί διαφορετικοί από το  0.   
       Να βρείτε το είδος της καµπύλης στην οποία ανήκουν τα σηµεία  Μ(x, y),   
       µε  x ≠ 0,  για τα οποία οι µιγαδικοί αριθµοί  z = αx + βyi  ικανοποιούν τη  
       σχέση  Re( )f (z) = 0. 

Λύση 
α) 

f ( )1
z

−  =  
( )( )1 11 1

z z
1 1
z z

− − − +

− −
  =  

1 z 1 z  
z z

z z
zz

− − − +

+−
  =  

(1 z)(z 1)
z z

+ −
+

  =  f(z). 

 
β)     

f(z) = 
(z 1)(z 1)

z z
− +
+

  =  zz z z 1
2 x
+ − −
α

   

                                 =  

2z 2 yi 1

2 x

+ β −

α
  

                                 =  
( ) ( )2 2

x y 2 yi 1
2 x

α + β + β −
α

          

                                 =  
( ) ( )2 2

x y 1
2 x

α + β −
α

  +  
2 y

i
2 x
β
α

 

Re( )f (z) = 0    ⇔    
( ) ( )2 2

x y 1
2 x

α + β −
α

 = 0       

                                 2 2xα  + 2 2yβ  – 1 = 0 

                                 2 2xα  + 2 2yβ  = 1        

                                 

( )
2

2
x
1
α

 + 
2

2

y

1 
 β 

 = 1    που είναι έλλειψη. 
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2. 
Θεωρούµε τους µιγαδικούς   z,   w   και  1w ,  για τους οποίους ισχύουν : 

w = z – zi   και   1w  = 1
α

+ α i,  όπου   α ∗∈ℝ .    Να δείξετε ότι, αν το  α   

µεταβάλλεται στο  ∗
ℝ   και ισχύει   w = 1w ,  τότε η εικόνα  Ρ  του  z  στο  

µιγαδικό επίπεδο κινείται σε µια υπερβολή. 

Λύση 

Έστω  z = x + yi  

w = z – zi    ⇒     w = x + yi – (x + yi)i   

                                = x + yi – xi + y  =  (x + y) + (y – x)i 
 

w = 1w        ⇒    1w =  w  =  (x + y) – (y – x)i,    αλλά  1w  = 1
α

+ α i,    

άρα     1
α

+ α i = (x + y) – (y – x)i    ⇒    1
α

 = x + y   και   α  = x – y    ⇒  

                                                                  1
α
⋅α  = (x + y )( x – y)     ⇒  

                                                                  1 = 2x – 2y    που είναι υπερβολή. 
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3. 
Θεωρούµε τους µιγαδικούς   z = λ + 2 + (3λ – 1)i,   λ∈ℝ . 

α)     Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του µιγαδικού  z. 

β)     Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων του µιγαδικού  w,  για τον οποίο 

        ισχύει   w = z + (1 + i). 

γ)     Να βρείτε το µιγαδικό  z  που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην αρχή  Ο(0, 0). 

Λύση 

α) 
Έστω  z = x + yi  

z = λ + 2 + (3λ – 1)i     ⇔     x + yi = λ + 2 + (3λ – 1)i    
                                               x = λ + 2    και    y = 3λ – 1 
                                               λ = x – 2    και    y = 3(x – 2) – 1  
                                               y = 3x – 6 – 1    
                                               y = 3x – 7     (1) 
Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του  z  είναι η ευθεία   ε :   y = 3x – 7 
 
β) 
Είναι     w = z + (1 + i)   
                 =  λ + 2 + (3λ – 1)i + 1+ i  
                 =  λ + 3 + (3λ – 1 + 1)i 
                 =  λ + 3 + 3λi 
 
Έστω    w = x + yi    ⇔     λ + 3 + 3λi = x + yi         
                                           x = λ + 3    και    y = 3λ 
                                           λ = x – 3    και    y = 3(x – 3) 
                                           y = 3x – 9  
Άρα, ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του  w  είναι η ευθεία   θ :   y = 3x – 9 
 
γ)       
Φέρνουµε  ΟΚ⊥ ε  και έστω  Μ η εικόνα του τυχαίου  z.   

Tότε   (ΟΚ) ≤  (ΟΜ),  δηλαδή το σηµείο της  (ε),  που απέχει την ελάχιστη απόσταση  

από το  Ο  είναι το  Κ. 

ελ = 3    ⇒    ΟΚλ = –1
3

 

Εξίσωση της  ευθείας  ΟΚ :     y – 0 = –1
3

 (x – 0)    ⇔     y = –1
3

x    (2)    

Σύστηµα των  (1),  (2)  για να βρούµε τις συντεταγµένες του  Κ : 

(1),  (2)   ⇒    3x – 7 = –1
3

x    ⇒    9x – 21 = – x  ⇒    10x = 21    ⇒   x = 21
10

 

(2)   ⇔     y = –1
3
⋅ 21
10

  = – 7
10

 

Άρα   Κ ( )21 7,  
10 10

−  
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4. 
Να γραµµοσκιάσετε  το τµήµα του µιγαδικού επιπέδου που ορίζουν οι εικόνες των 
µιγαδικών  z,  για τους οποίους ισχύει : 
α)      2z 1+  < z i+                                    β)     z 1−  = 1 + Re(z) 

Λύση 

α)     
Έστω  z = x + yi  
2z 1+  < z i+    ⇔    2(x yi) 1+ +  < x yi i+ +       

                                    (2x 1) 2yi+ +  < x (y 1)i+ +    

                                    2 2(2x 1) (2y)+ +  < 2 2x (y 1)+ +  

                                     42x + 4x + 1 + 4 2y  <  2x + 2y + 2y + 1 

                                    32x + 3 2y + 4x – 2y  <  0 

                                   2x + 2y  + 4
3

x – 2
3

y  <  0 

                                   2x + 2. 2
3

x  + ( )
2

2
3

– ( )
2

2
3

 +  2y – 2. 1
3

y +( )
2

1
3

– ( )
2

1
3

 <  0 

                                   ( )
2

2x
3

+ – 4
9

 + ( )
2

1y
3

− – 1
9

 <  0 

                                   ( )
2

2x
3

+  + ( )
2

1y
3

−  < 5
9

 

                                   ( )
2

2x
3

+  + ( )
2

1y
3

−  < 
2

5
3

 
 
 

 

Άρα οι εικόνες των µιγαδικών  z  είναι τα εσωτερικά σηµεία του κυκλικού δίσκου µε 

κέντρο  Κ ( )2 1,  
3 3

−   και  ακτίνα  5
3

 

 
β) 
Έστω  z = x + yi  
z 1−  = 1 + Re(z)    ⇔    x yi 1+ −  = 1 + Re(z)     

                                         2 2(x 1) y− +   = 1 + x        

                                         2(x 1)− + 2y  = 2(1 x)+    και    1 + x ≥  0 

                                         2x – 2x + 1 + 2y  = 1 + 2x + 2x    και   x ≥  –1 

                                         2y = 4x   και   x ≥  –1          

                                         2y = 4x 

Άρα οι εικόνες των µιγαδικών  z  είναι τα σηµεία της παραβολής  2y = 4x. 
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5. 
Να αποδείξετε ότι  αν οι µιγαδικοί   1z ,  2z ,  .  .  .  ,  zκ   έχουν τις εικόνες τους  

στο ίδιο ηµιεπίπεδο µιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή  Ο(0, 0),  τότε ισχύει   

1z  + 2z +  .  .  .  +zκ ≠ 0. 

Λύση 
Ας  δούµε το πρόβληµα για δύο µιγαδικούς 

1z ,  2z   των οποίων οι εικόνες  1Ρ ,  2Ρ   

βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ευθείας  (ε) 
που διέρχεται από την αρχή  Ο(0, 0). 
Το άθροισµά τους  1z  + 2z  έχει διανυσµατική  

ακτίνα  ΟΡ
����

 = 2ΟΜ
�����

,  όπου  Μ  το µέσο  
του τµήµατος  1Ρ 2Ρ ,  οπότε το πέρας  Ρ  

βρίσκεται στο ίδιο ηµιεπίπεδο. 
Άρα  1z  + 2z ≠0,  αφού  Ρ≠ Ο 

 
Με τον ίδιο τρόπο συµπεραίνουµε ότι  1z  + 2z + 3z ≠ 0   και   …………… 

                                                               1z  + 2z + 3z +  .  .  .  +zκ ≠ 0. 

 
 
6. 
Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης   (1 – z)ν = zν   είναι σηµεία 

της ευθείας   x = 1
2

. 

Λύση 

(1 – z)ν = zν    ⇒     ( )1 z
ν

−  = zν   

                                1 z
ν

−  = z
ν
  

                                1 z−  = z   

                                
2

1 z−  = 
2

z   

                                 (1 – z)(1 –z ) = zz  
                                1 –z  – z + zz  = zz  
                                 z + z  = 1       (1) 

Έστω  z = x +yi.       (1)   ⇒    2x = 1   ⇒    x = 1
2

. 
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7. 
 Αν το τριώνυµο   α 2x + βx + γ   µε πραγµατικούς συντελεστές και  α ≠ 0  δεν έχει 
πραγµατικές ρίζες, να αποδείξετε ότι :   
α)    Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς  κ  και  λ  ισχύει  

                         (α 2κ + βκ + γ)( α 2λ + βλ + γ) > 0.   
 
β)    Για οποιουσδήποτε συζυγείς µιγαδικούς  1z   και  2z  διαφορετικούς από τις ρίζες 

       του τριωνύµου  ισχύει επίσης 

                         (α 2
1z + β 1z  + γ)( α 2

2z + β 2z  + γ) > 0.   

Λύση 
Θέτουµε   f(x) = α 2x + βx + γ    
α) 
Αφού το τριώνυµο δεν έχει πραγµατικές ρίζες,  είναι  ∆ < 0,   
άρα    f(x)  οµόσηµο του   α   για κάθε  x∈ℝ ,    
άρα    f(κ),   f(λ)  οµόσηµοι, 
άρα    f(κ)⋅f(λ) > 0 
 
β) 
(α 2

1z + β 1z  + γ)( α 2
2z + β 2z  + γ) = (α 2

1z + β 1z  + γ)(α 2
1z + β 1z  +γ) 

                                                    = (α 2
1z + β 1z  + γ)(α 2

1z + β 1z  +γ)  

                                                    = (α 2
1z + β 1z  + γ)( 2

1 1z zα +β + γ ) 

                                                    = 
22

1 1z zα +β + γ  > 0 

 
 
   
 
       
 
 
 


