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3.5 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  338 - 340 
 
A΄  Oµάδας 

1. 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα  

       i)     
2 2

0
(3x 2x 1) dx− +∫                              ii)   

e

1 3

x +1
 d

x
x∫     

       iii)  
π

2

0
(συνx 2 ηµx) dx−∫                            iν)   

2
2

1

1
x dx

x
 + 
 ∫  

Λύση 

i)  

2 2

0
(3x 2x 1) dx− +∫  =  3 2 2

0[x  x  + x]−   =  (23−22 + 2)−  (0−0 + 0)  =  8 −4 + 2  =  6 

ii)  

e

1 3

x +1
 d

x
x∫   =  

e

1 3 3

x 1
+  dx

x x

 
  
 
∫  

                     =  
3

e
2

1

x
 + x  dx

x x

− 
  
 
∫  

                      = 
3

e
2

1

1
 + x  dx 

x

− 
 
 
∫ =  

e
3 1
2

1

xln x
3 1
2

− + 
 

+ 
 − + 
 

 

                                                      =  

e1
2

1

ln x 2x
− 

− 
  

 

                                                      =  
1
2ln e 2e
− 

− 
 
 

  (ln1 2) − −  

                                                     =  
1

1 2 2
e

− ⋅ +   =  =
2

3
e

−  
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iii)  
π

2

0
(συνx 2 ηµx) dx−∫ = [ ]20x 2 x

π

ηµ + συν   

                                  = ( )2
2 2
π πηµ + συν  (ηµ0 2συν0)− +     

                                  = 1 + 0−0−2  = −1 

iν)  
2

2

1

1
x dx

x
 + 
 ∫  = 

2 2
21

1
x 2 dx

x
 + + 
 ∫  

                        = 

23

1

x 1
2x

3 x

 
+ − 

  
 

                        = 
32 1

2 2
3 2

 
+ ⋅ − 

  
– 

31 1
2 1

3 1

 
+ ⋅ − 

  
 

                        =  
8 1 1 29

4 2 1  
3 2 3 6
+ − − − + =  

 

 

2. 

Να αποδείξετε ότι    
32 1

2 21 2

x 7x x 3
dx  2 dx  = 

2x 5 x 5

+
+

+ +∫ ∫  

Λύση 

3 32 1 2 2

2 2 2 21 2 1 1

x 7x x x 7x x
 dx + 2  dx   =  dx 2  dx

x 5 x 5 x 5 x 5

+ +
−

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

                                                  = 
32

2 21

x 7x 2x
   dx 

x 5 x +5

 +
− + 

∫  

                                                  = 
32

21

x 7x 2x
 dx

x 5

+ −
+∫  

                                                  = 
32

21

x 5x
 dx

x 5

+
+∫  

                                                  = 
22

21

x(x 5)
 dx 

x 5

+
+∫  

                                                  = 
2

1
x dx∫   =  

22

1

x 4 1 3
   

2 2 2 2

 
= − = 

  
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3.  
Να αποδείξετε ότι     

β 2 2

α
2 f(x) f (́x) dx = (f(β))  (f(α))−∫  

Λύση 

β

α
2 f(x) f (́x) dx∫  = 

β

α
2 f(x) f (́x) dx∫  

                            = ( )β '2

α
 (f(x))  dx∫  

                            = ( )2f (x)
β

α

 
 

=  (f(β))2−  (f(α))2 

 
4.  
Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  διέρχεται από τα σηµεία  Α(0, 0)   και  

Β(1, 1),  να βρείτε την τιµή του ολοκληρώµατος   
1

0
f (́x) dx∫ ,   εφόσον η   f ́  είναι 

συνεχής στο  [0 , 1] . 

Λύση  

Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από τα σηµεία  Α(0, 0)  και  Β(1, 1) 

ισχύουν   f(0) = 0   και   f(1) = 1  

Επίσης     [ ]
1 1

00
f (́x) dx f (x)=∫   =   f(1)−  f(0)  = 1−  0  = 1 
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5. 

Να βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων  

i)    F(x) =
συνx 2

1
1 t  dt−∫                              ii)    F(x) = 

1

x

συνθ
  dθ

θ∫   

Λύση  

i)  

( )
'

συνx' 2

1
F (x)= 1 t dt  =−∫  21 συν x (συνx)΄− ⋅  

                                       =  2ηµ x ( ηµx)⋅ −  

                                       = −ηµx |ηµx| 
 
ii)  

F(x)  =  
1

x

συνθ
  dθ

θ∫ = −
x

1

συνθ
  dθ

θ∫     ⇒      F́ (x)  = 
'

x

1

συνθ
  dθ

θ

 − 
 ∫  

                                                                                       = −  
συν x

( x )΄
x

⋅  

                                                                                       = 
συν x 1

x 2 x
− ⋅  

                                                                                       = −
συν x

2 x
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6.  
i)    Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης    ( )2f(x) = ln x x 1+ +  

ii)   Να αποδείξετε ότι    ( )1

20

1
 dx = ln 1 2

x 1
+

+
∫  

Λύση  

i)  

f ΄(x)  = ( )
'

2ln(x x 1)+ +  =  
2

1

x x 1
⋅

+ +
( )2x x 1

′
+ +  

                                           =  ( )2

2 2

1 1
1 x 1

x x 1 2 x 1

 ′⋅ + + 
+ + + 

 

                                           =  
2 2

1 1
1 2x

x x 1 2 x 1

 
⋅ + 

+ + + 
 

                                          =  
2 2

1 x
1

x x 1 x 1

 
⋅ + 

+ + + 
 

 

                                          =  
2

2 2 2

1 x 1 x 1
 = 

x x 1 x 1 x 1

+ +
⋅

+ + + +
 

 

ii) 
1

20

1
 dx

x +1
∫    

( i )

=   
1

0
 f (́x)dx∫  =  f(1) −  f(0)  =  ln(1 2) ln1 ln(1 2+ − = + ) 

 

 

                                 Β΄ οµάδας  

1. 
Αν   

x 4 6

0
t g(t) dt = x + x∫    για κάθε x∈ℝ ,   να βρείτε το   g(1) 

Λύση 
x 4 6

0
t g(t) dt = x + x∫    ⇒      ( )

'x 4 6 '

0
t g(t) dt  = (x + x )   ∫  

                                              x·g(x) = 4x3 + 6x5  ,  x∈ℝ  

Για   x = 1  έχουµε                g (1) = 4 + 6 = 10 
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2.  
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    

x+1
συν2πt

x
f(x) = e  dt∫  ,   είναι σταθερή  

Λύση  

Πεδίο ορισµού :   fD = ℝ  

1 x+1
συν2πt συν2πt

x 1
f(x) = e dt + e dt∫ ∫  =  

x x+1
συν2πt συν2πt

1 1
e dt + e dt−∫ ∫                      

Άρα    f ́ (x)  = ( )
'x x+1

συν2πt συν2πt

1 1
e dt + e dt−∫ ∫   

                     = συν2πx συν2π(x+1) ' e  + e (x+1)−  

                     = συν2πx συν(2πx+2π) e  + e−                               

                     = συν2πx συν2πx e  + e− =  0 

 Εποµένως η  f  είναι σταθερή  στο ℝ  

 

 

3. 

Αν  
x 2

t0

t
f(x) =  dt

e

−

∫ ,      να προσδιορίσετε τα διαστήµατα µονοτονίας  και τα τοπικά 

ακρότατα της  f .   
Λύση  

Πεδίο ορισµού :   fD = ℝ  

x 2

x 2
f (́x) = 

e −

−
 ,          f ́(x) = 0    ⇔     x = 2 

 
Πρόσηµο της  f ΄ και  µονοτονία της  f   
 
 

Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (−∞ , 2]   και γνησίως αύξουσα στο  [2 , +∞) 

Παρουσιάζει ελάχιστο για   x = 2,    το    f(2) = 
0

t0

t
 dt

e∫ = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

x –∞               2               +∞   
f΄            –       0       + 
f          ց        |       ր  
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4.   
Aν  

x

0
F(x) = x f(t) dt∫ ,   να βρείτε την   F́ (x) 

Λύση 
x

0
F(x) = x f(t) dt∫     ⇒     

x

0
F(x) = x f(t) dt∫       

                                          F΄(x) = x΄
x x '

0 0
f(t) dt + x ( f(t)dt)∫ ∫  

                                                   = 
x

0
f(t)dt + x f(x)∫  

 

5. 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   
1

x
x

2 21 1

1 1
F(x) =  dt   dt

1 t t 1
+

+ +∫ ∫    είναι σταθερή 

στο  (0 , +∞)   και να βρείτε τον τύπο της .  

Λύση  

Για κάθε  x (0 ,+ )∈ ∞   έχουµε     F́ (x)  = 
2

2

1 1 1
 +  

11 x x1
x

′ 
 +  +

 

                                                               = 
2

2 2 2

1 x 1
 +  

1 x 1 x x
 − + +  

 

                                                               = 
2 2

1 1
  

1 x 1 x
−

+ +
 =  0   

Άρα    F(x) = c .    

Η δοσµένη ισότητα για   x =1   δίνει   
1 1

2 21 1

1 1
F(1) =  dt +  dt

1 t 1 t+ +∫ ∫ = 0 + 0 = 0 

Οπότε  F(x) = 0   για κάθε  x (0 , + )∈ ∞  

 

 
6. 

Να βρείτε το   
2 h 2

2h 0

1
lim  5 t  dt

h

+

→
+∫   

Λύση 

2 h 2

2h 0

1
lim  5 t  dt

h

+

→
+∫  =  

2 h 2

2

h 0

5 t dt
lim

h

+

→

+∫
 =   ( )0

0
   

                                   =  
( )2 h 2

2

'h 0

5 t dt
lim  

h

+

→

′
+∫

   

                                   =  
2

h 0

5 (2 h)
lim

1→

+ +
   =  9 3=   
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7. 
Να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα  

i)    
6

4 2

x
 dx

x 4−
∫                                 ii)   

π

2

0
[ηµ(συνx x)ηµx  ηµ(συνx x)] dx+ − +∫  

Λύση  

i)  

Ι = 
6

4 2

x
 dx

x 4−
∫    

Θέτουµε    x2−4 = u   ⇒     2x dx = du    ⇒   
1

xdx = du
2

 

Για   x = 4    ⇒     u = 24 – 4 = 12 
Για   x = 6    ⇒     u = 26 – 4 = 32 

Οπότε  το Ι γράφεται    Ι =
3232

12 12

1
 du = u

2 u
 
 ∫ =  32 12−  = 4 2 2 3−  

 
ii)  

Ι  = 
π

2

0
[ηµ(συνx x)ηµx  ηµ(συνx x)] dx+ − +∫  =  

π

2

0
[ηµ(συνx x)(ηµx 1 )] dx+ −∫  

Θέτουµε    συνx + x = u   ⇒   (−ηµx + 1)dx  =  du    ⇒     (ηµx−1)dx = −du  

Για   x = 0     ⇒     u = συν0 + 0 = 1 

Για   x =
π

2
    ⇒     u = συν

π

2
+ 

π

2
 = 

π

2
    

Οπότε    Ι = 
π π

2 2

1 1
ηµu ( du) = ηµu du− −∫ ∫ =  

π

2
1

π
[συνu]  = συν   συν1 = συν1

2
− −  
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8.i 
Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα       ( )2 2

0
 x x 1  dx− −∫                        

Λύση 

Είναι   |x−1| = x−1  αν  x ≥  1     και     |x−1|= −x + 1   αν  x ≤  1  οπότε  

Ι  = ( )2 2

0
x x 1  dx− −∫  =  ( )1 2

0
x x 1  dx− −∫  + ( )2 2

1
x x 1  dx− −∫  

                                     =  ( ) ( )1 22 2

0 1
x ( x+1  dx + x (x 1)  dx− − − −∫ ∫  

                                     =  
1 22 2

0 1
(x x 1)dx + (x x 1) dx+ − − +∫ ∫    

                                     =  
3 2 3 2

1 2
0 1

x x x x
[ x]  + [ x]

3 2 3 2
+ − − +  

                                     =  
1 1 8 4 1 1

( 1) 0 ( 2) ( 1)
3 2 3 2 3 2
+ − − + − + − − +  

                                    =  
5 4 1 5

1 2 1
6 6 6 3
− + + + − =  

 
 
8.ii 

Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα   
π

π
 f(x) dx

−∫ ,  αν  f(x) = 
x     ,     x 0

x ,     0 x

− π ≤ ≤

ηµ < ≤ π

 

Λύση 

Επειδή  
x 0
lim

−→
f(x) = 

x 0
lim

−→
x = 0 = f(0)    και    

x 0
lim

+→
f(x) = 

x 0
lim

+→
ηµx = 0 = f(0),  

η  f  είναι συνεχής στο  xο = 0,  άρα συνεχής  και στο [ −π,  π]   

Οπότε    
π

-π
 f(x) dx∫ = 

0 π

π 0
x dx + ηµx dx

−∫ ∫  

                                = 
02

π

0

x
 + [ συνx]

2
−π

 
− 

 
   

                                = 
2π

(0 ) + ( συνπ συν0)
2

− − +  

                                = 
2 2π π

1 1 = 2
2 2

− + + −  
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Παραγοντική 

8.iii 
Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα     

3 2

0
x 3x 2  dx− +∫  

Λύση 

 

Πρόσηµο του τριώνυµου   :   

Οπότε      

3 2

0
x 3x 2  dx− +∫ =

1 2 32 2 2

0 1 2
(x 3x 2) dx ( x 3x 2) dx (x 3x 2) dx− + + − + − + − +∫ ∫ ∫  

                             = 
13 2

0

x 3x
2x

3 2

 
− + 

 
+ 

23 2

1

x 3x
2x

3 2

 
− + 

 
+ 

33 2

2

x 3x
2x

3 2

 
− + 

 
 

                             = 
1 3 8 12 1 3 27 27 8 12

2 0 4 2 6 4
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2
− + − + − + − − − + − + − + − − +    

                             = 
11

6
 

 

9.i 

Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα     
e

1

2 lnx
 dx

x∫          

Λύση  

e

1

2 lnx
 dx

x∫  =  
e '

1

2

lnx (2 x ) dx⋅∫  

                  = 
2 2e e

11

1
2 x ln x 2 x  dx

x
  − ⋅  ∫  

                  = 
2e

1
2 x ln x 
  – 

e

1

2 1
2  dx

x∫  

                  = 
2e

1
2 x ln x 
  – 2

2e

1
2 x 
   

                  = 2 2 22 e  lne 2 1 ln1  4( e 1)− − −  

                  = 2e 2 lne  0 4e + 4 = 4e  4e + 4  =  4⋅ − − −  

 

 

 

 
 

        x –∞               1                 2             +∞   
2x – 3x + 2             +      0       –        0      + 
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9.ii 
Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα     

1 x

0
x e dx−∫  

Λύση  

1 x

0
xe  dx−∫  =  

1 x

0
x ( e )  dx − ′−∫  

                  =  
1x

0
xe− −   – 

1 x

0
 e  dx−−∫  

                  =  
1x

0
xe− −   – 

1x

0
e− 
   

                  = 1 1 0( 1 e 0) (e e )− −− ⋅ − − −  

                  = 
1 1 2

1  =  1
e e e

− − + −  

 
 
 
9.iii 
Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα     

1 2

0
x ln(9 + x ) dx∫  

Λύση  

Θέτουµε    9 + x2 = u    ⇒       2xdx = du    ⇒    x dx  = 
1

du
2

    

Για   x = 0     ⇒     u = 9 + 20 = 9 

Για   x = 1     ⇒     u = 9 + 21  = 10    

Οπότε     
1 2

0
x ln(9 + x ) dx∫   =  

10

9

1
 lnu du 

2∫  

                                              =  
10

9

1
lnu du

2 ∫  

                                              =  
10

9

1
u ́ lnu du

2 ∫            

                                              =  [ ]
1010

9 9

1 1 1
u ln u u  du =

2 2 u
− ⋅∫  

                                              =  [ ]
1010

9 9

1 1
u ln u du 

2 2
− ∫  

                                              =  [ ]10

9

1
u ln u

2
 - [ ]10

9

1
u

2
 

                                              =  
1 1

(10 ln10 9ln 9) (10 9)
2 2

⋅ − − −  

                                              =  
9 1

5ln10 ln 9
2 2

− −  
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9.iv 

Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωµα     
π

x2

0
e  συν2x dx∫  

Λύση  

Ι = 
π

x2

0
e  συν2x dx∫  =  

π

x '2

0
(e )συν2x dx∫   

                                =  
π

x x22
0 0

e 2x e ( 2ηµ2x) dx
π

 συν − −  ∫  

                                =  2e
π

συν2
2
π  – 0e συν0 +  

π

x2

0
2 e  ηµ2x dx∫    

                                =  2e
π

(–1) – 1  +  
π

x2

0
2 (e )  ηµ2x dx′∫  

                                =  –2e
π

– 1 +  2 x 2
0

e 2x
π

 ηµ   – 
π

x2

0
2 e (ηµ2x)  dx′∫  

                                =  –2e
π

– 1 +  2 02e 2 e 0
2

π πηµ − ηµ 
  

  – 
π

x2

0
4 e συν2x dx∫          

                                =  –2e
π

– 1 +  2[ ]0 0−  – 4 I       

                                =  –2e
π

– 1 – 4 I            

Αποδείξαµε ότι     Ι =  – 2e
π

– 1 – 4 I      ⇒      5Ι =  – 2e
π

– 1     ⇒    Ι =  1
5

2e 1
π 

− −  
 
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10. 

Αν    Ι = 22

0
x ηµ x dx

π

∫ ,     
π

22

0
J = x συν x dx∫  , να υπολογίσετε τα ολοκληρώµατα  

                                  I + J ,            I−J ,           I ,           J   
Λύση  

π π

2 22 2

0 0
I + J  =  x ηµ x dx + x συν x dx∫ ∫  =  

π

2 22

0
(x ηµ x + xσυν x)dx∫  

                                                               =  
π

2 22

0
x (ηµ x + συν x)dx∫  

                                                               =  
π

2

0
x dx∫    

                                                               =  
2 2

0

x
2

π

 
  

  =  
( )

2

2
2

π

 – 
20
2

 =  
2π

8
        (1) 

π π

2 22 2

0 0
Ι J  =  x ηµ x dx x συν x dx− −∫ ∫   =  

π

2 22

0
(x ηµ x  x συν x) dx−∫          

                                                               =  
π

2 22

0
x (ηµ x  συν x) dx−∫                      

                                                               =  
π

2

0
 x( συν2x) dx−∫  

                                                               = –
π

2

0
 x συν2x dx∫  

                                                               = –
π

2

0

2x
 x  dx

2

′ηµ 
 
 ∫  

                                                               = –
2

0

2x
x

2

π
ηµ 

  
 +  

π

2

0

2x
  dx

2

ηµ
∫  

                                                               = –
00

2 2 2 2

ηµπ ηµ π − 
 

 +  
π

2

0

1
 ηµ2x dx

2 ∫  

                                                               = – 0 – 1
4

  [ ]202x
π

συν  

                                                               = – 1
4

  [ ]0συνπ−συν    

                                                               = – 1
4

 (–1 – 1)  =  1
2

           (2)  

 

(1) + (2)    ⇒     2Ι = 
2π

8
 + 1

2
    ⇒      Ι = 

2π

16
 + 1

4
 

(1) – (2)    ⇒     2Ι = 
2π

8
 – 1

2
    ⇒      Ι = 

2π

16
 – 1

4
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11. 
Έστω µία συνάρτηση  f  µε συνεχή την  f ΄΄  και για την οποία ισχύει  

                                 
π

0
(f(x) + f ΄́ (x)) ηµx dx = 2∫ .  

Αν   f(π) =1,   µε την βοήθεια της ολοκλήρωσης  κατά παράγοντες ,   

να υπολογίσετε το f(0) 

Λύση 

                                   
π

0
(f(x) + f ΄́ (x)) ηµx dx = 2∫      ⇔    

                             
π π

0 0
f(x)ηµx dx + f ́ (́x) ηµx dx = 2∫ ∫    

                       
π π

0 0
f(x)( συνx)  ́dx + (f ́ (x))  ́ηµx dx = 2−∫ ∫  

   [−συνx f(x) π

0]  + 
π

0
f ΄(x) συνx dx∫ + 

π
π

0 0
[f (́x)ηµx]  f (́x) συνx dx = 2− ∫   

               ( συνπ f(π) συν0 f(0) ) + ( f́ (π) ηµπ f (́0) ηµ0 ) = 2− + −  

                                              1·1 + 1·f(0)+0 = 2      

                                                        f(0) = 1   
 
 
12. 
Έστω οι συναρτήσεις   f , g    µε   f ́ ΄,   ǵ ΄  συνεχείς στο  [α , β].   Αν  f(α) = g(α) = 0 

και   f ́ (β) =ǵ (β)  , να αποδείξετε ότι  

                   Ι = 
β

α
(f(x) g΄ (́x) f ΄́ (x) g(x)) dx = ǵ(β) (f(β) g(β))− −∫  

Λύση 

Ι  = 
β

α
(f(x) g΄ (́x)  f ΄́ (x) g(x)) dx−∫  

 
β β

α α
 =  f(x)ǵ (́x)dx  f ́ (́x)g(x)dx−∫ ∫       

   = 
β β

α α
f(x)(g (́x))΄dx  (f ́ (x))΄g(x))dx−∫ ∫  

   =  
β β

β β

α α
α α

[f(x) g (́x)]  f (́x)g (́x) dx  [f ́ (x) g(x)] + f ́ (x) ǵ (x)dx− −∫ ∫  

   =  (f(β)g΄(β) −  f(α)g΄(α)) – (f ́ (β)g(β) −  f ΄(α)g(α)) =  

   =  f(β)g΄(β) −  0−  f΄(β)g(β) + 0  

   =  f(β)g΄(β) −  g΄(β)g(β)= 

   = ǵ (β) (f(β) −  g(β))  

 

 


