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3.1 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  308 - 309 
 
A΄  Oµάδας 

2. 
Να βρείτε τη συνάρτηση  f,  µε πεδίο ορισµού το διάστηµα  ( 0 , +∞),  για την οποία 
ισχύει  

                      
1

f ΄(x) = 
x

    και    f(9) = 1 

Λύση 

Το σύνολο των αρχικών συναρτήσεων της    
1

f ΄(x) = 
x

  είναι  

f(x) = 2 x  + c ,   x∈(0,  +∞ )   και  οποιοδήποτε c∈ℝ      (1) 

Για  x = 9,   η   (1)   ⇒      f(9) = 2 9  + c 

                                          1 = 2⋅3 + c 

                                          c = – 5 

(1)    ⇒     f(x) = 2 x  – 5 ,   x∈(0,  +∞ )    
 
 
 
3. 
Να βρείτε την συνάρτηση f για την οποία ισχύει   f ́ ΄(x) = 3 ,   f ́ (1) = 6   και  f(0) = 4 
Λύση 

f ΄΄(x) = 3    ⇒      f ́ (x) = 3x + 1c        (1) 
                              f ΄(1) = 3⋅1 + 1c   
                              6 = 3 + 1c    ⇒    1c  = 3 

(1)   ⇒     f ́ (x) = 3x + 3    ⇒     f(x) = 3⋅ 1
2

2x  + 3x + 2c      (2) 

                                                     f(0) = 3⋅ 1
2

20  + 3⋅0 + 2c    

                                                     4 = 2c     

(2)   ⇒     f(x) = 3
2

2x  + 3x + 4 
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4. 
Να βρείτε την συνάρτηση για την οποία ισχύει   f ́ ΄(x) = 12x2 + 2    και η γραφική της 
παράσταση στο σηµείο της   Α(1, 1)  έχει κλήση  3. 
Λύση 

Από  υποθέσεις  έχουµε    f(1) = 1   και   f ́ (1) = 3  .  

f ΄΄(x) = 12x2+2     ⇒      f ́ (x) = 4x3 + 2x + c      (1) 

                                        f ΄(1) = 4⋅13 + 2⋅1 + c  

                                        3 = 6 + c   ⇒     c = –3 

Η  (1)   γίνεται     f ́ (x) = 4x3 + 2x – 3    ⇒      f(x) = x4 + x2−3x + η      (2) 

                                                                          f(1) = 14 + 12−3⋅1 + η 

                                                                          1 = –1 + η     ⇒     η = 2 
Η  (2)   γίνεται    f(x) = x4 + x2−3x + 2,    x∈ℝ  
 
 
 
5. 
O πληθυσµός     Ν(t) ,    σε εκατοµµύρια ,   µιας κοινωνίας     βακτηριδίων ,  

αυξάνεται    µε    ρυθµό        
t

201
Ν (́t) = e

20
          ανά λεπτό    .  

Να   βρείτε    την    αύξηση    του    πληθυσµού    στα   60   πρώτα     λεπτά.  
Λύση 

t

201
Ν (́t) = e

20
     ⇒     

t

20Ν(t) = e + c     

Ζητούµενη  αύξηση  του  πληθυσµού :   Ν(60) −Ν(0) = (
60 0

20 20e c) (e c)− − −   

                                                                                       =3e c 1 c − − +   
                                                                                       = 3e 1−    εκατοµµύρια 
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6. 
Μία   βιοµηχανία   έχει   διαπιστώσει   ότι   για   την    εβδοµαδιαία    παραγωγή   x  
εξαρτηµάτων   έχει   οριακό   κόστος    x2 + 5x    ( ευρώ  ανά µονάδα προϊόντος )  .  
Να   βρείτε   την   συνάρτηση   κόστους   της   εβδοµαδιαίας   παραγωγής ,  αν είναι  
γνωστό   ότι   τα   σταθερά   εβδοµαδιαία    έξοδα   της    βιοµηχανίας, όταν  δεν  
παράγει   κανένα   εξάρτηµα   είναι   100 ευρώ .   
Λύση  

Θυµίζουµε την έννοια του οριακού κόστους :  Αν   Κ(x)  είναι η συνάρτηση κόστους  

τότε η  Κ΄(x)  λέγεται οριακό κόστος για  x  µονάδες προϊόντος.  

Κ΄(x) = x2 + 5x    ⇒       Κ(x)  =
3 2 x x

5
3 2
+  + c       (1) 

                                       
3 20 0

K(0) = 5 + c
3 2
+   

                                       100 =  c  

  Η  (1)   γίνεται     K(x) = 
3 2x 5x

+ + 100
3 2

,    x ≥  0  

 
 

7. 
Μια νέα γεώτρηση εξόρυξης πετρελαίου έχει ρυθµό άντλησης που δίνεται από τον  

τύπο   23
R (́t) = 20 10t t

4
+ −  , όπου  R(t)  είναι ο αριθµός σε χιλιάδες των βαρελιών  

που αντλήθηκαν στους t πρώτους µήνες λειτουργίας της . 

Να βρείτε πόσα βαρέλια θα έχουν αντληθεί τους 8 πρώτους µήνες λειτουργίας της . 

Λύση 

23
R (́t) = 20 10t t

4
+ −     ⇒      2 31

R(t) = 20t 5t t
4

+ −  + c        (1) 

                                                 2 31
R(0) = 20 0 5 0 0

4
⋅ + ⋅ − ⋅  + c  

                                                  0 = c 

Η  (1)   γίνεται   R(t) = 20t + 5t2− 31
t

4
    .  

                          R(8) = 20·8+5·64−128 = 352  χιλιάδες βαρέλια . 
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                                 Β΄ Oµάδας 

1. 
Η θερµοκρασία Τ ενός σώµατος που περιβάλλεται από ένα ψυκτικό υγρό,  
ελαττώνεται µε ρυθµό   −καe –κt,    όπου  α,  κ  είναι θετικές σταθερές και  t   
ο χρόνος.    Η αρχική θερµοκρασία  Τ(0)  του σώµατος είναι   Το + α ,  όπου  
Το η θερµοκρασία του υγρού,  η  οποία µε κατάλληλο µηχάνηµα διατηρείται  
σταθερή . Να βρείτε τη θερµοκρασία του σώµατος την χρονική στιγµή t . 
Λύση 

∆ίνεται ότι  Τ΄(t) = −καe –κt    

Αλλά   (αe –κt )΄ = −καe –κt ,   άρα      Τ(t)  = αe –κt  + c      (1) 

                                                            Τ(0)  = αe –κ0  + c 

                                                            Το + α = αe0 + c      

                                                            c = To  

(1)   ⇒       Τ(t)  = αe –κt  + To    
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2. 
Ένας βιοµήχανος, ο οποίος επενδύει  x  χιλιάδες  ευρώ  στη βελτίωση της  
παραγωγής του εργοστασίου του, αναµένει να  έχει  κέρδος   Ρ(x)  χιλιάδες   
ευρώ από την επένδυση αυτή.  Μια ανάλυση της παραγωγής έδειξε ότι ο ρυθµός 
µεταβολής του  κέρδους Ρ(x),  που οφείλεται στην επένδυση αυτή δίνεται από τον 

τύπο 
x

2000Ρ (́x) = 5,8e
−

 .    Να βρείτε το συνολικό κέρδος που οφείλεται σε αύξηση της 
επένδυσης από 4000000  ευρώ   σε   6000000  ευρώ.  
Λύση 

Επειδή     
x

2000e
− ′ 

 
 

=  1
2000

−
x

2000e
−

     ⇒     – 2000
x

2000e
− ′ 

 
 

= 
x

2000e
−

 

                                                                      
x

20002000e
− ′ 

− 
 

= 
x

2000e
−

 

                                                                      
x

20005,8  2000e
− ′ 

− ⋅ 
 

=  5,8 
x

2000e
−

 

                                                                       Ρ(x)  = 
x

20005,8 2000 e
−

− ⋅ ⋅   + c      

                                                                       Ρ(x)  = 
x

200011600 e
−

− ⋅   + c     (1) 

Είναι  4000000  ευρώ  =  4000  χιλιάδες ευρώ 
και     6000000  ευρώ  =  6000  χιλιάδες ευρώ 

Το ζητούµενο συνολικό κέρδος  θα είναι     

Ρ(6000) −  Ρ(4000) = 
6000

2000( 11600e c)
−

− − −  (−11600
4000

2000e c) 
−

−  

                                = 3 211600e 11600e− −− +    χιλιάδες ευρώ  
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3. 
Από  την  πώληση  ενός  νέου  προϊόντος   µιας   εταιρείας   διαπιστώθηκε ότι ο  
ρυθµός  µεταβολής  του  κόστους  Κ(t)  δίνεται  από  τον τύπο    
Κ΄(t) = 800−0,6t     (σε ευρώ την ηµέρα)  ,  
ενώ ο ρυθµός   µεταβολής   της   είσπραξης   Ε(t)   στο τέλος των   t   
ηµερών   δίνεται από τον τύπο 
Ε΄(t) = 1000 + 0,3t   ( σε ευρώ την ηµέρα ) .  
Να βρείτε το συνολικό κέρδος της εταιρείας από την τρίτη έως και την έκτη ηµέρα.  
Λύση 

Έστω  Ρ(t)  η συνάρτηση του κέρδους,  όπου  t  το πλήθος των ηµερών. 

Είναι   Ρ(t) = Ε(t) −Κ(t)    ⇒    Ρ΄(t) = É  (t) −K΄(t)        

                                                  Ρ΄(t) = 1000 + 0,3t −800 + 0,6t     

                                                  Ρ΄(t)  = 200 + 0,9t         

                                                  Ρ(t)  = 200t + 
2t

0,9
2

  + c          

To ζητούµενο συνολικό κέρδος θα είναι   

Ρ(6) −  Ρ(2) = (
20,9 6

+ 200 6 c
2

⋅
⋅ − ) – (

20,9 2
+ 200 2 c

2

⋅
⋅ − ) =  814,4 ευρώ  
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4. 
Έστω   f , g   δύο  συναρτήσεις    µε    f(0) = g(0),    f(1) = g(1) +1     και     

f ΄΄(x) = ǵ ΄(x)     για   κάθε   x∈ℝ .   Να αποδείξετε ότι :  

i)    f(x) = g(x) + x ,   για  κάθε  x∈ℝ  

ii)   Αν   η   συνάρτηση   g   έχει  δύο   ρίζες   α,   β    µε   α < 0 < β,   τότε  

      η   συνάρτηση  f  έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο  (α,  β). 

Λύση 

i) 

f ΄΄(x) = ǵ ΄(x)     ⇒     f ́ (x) = ǵ (x) + c1   για κάθε  x∈ℝ   .   

                                     f(x) = g(x) + c1x + c2     για   κάθε    x∈ℝ       (1) 

                                     f (0) = g(0) + c1⋅0 + c2   

                                     0 =  c2             ( αφού  f(0) = g(0) ) 

(1)   ⇒     f(x) = g(x) + c1x    για κάθε  x∈ℝ                (2) 

                 f(1) = g(1) + c1⋅1,        αλλά   f(1) = g(1) + 1    

                 g(1) + 1 = g(1) + c1       

                 1 = c1   

(2)   ⇒     f(x) = g(x) + x   για κάθε  x∈ℝ          (3) 
 
ii)    

Επειδή  η  f  είναι δύο φορές   παραγωγίσιµη   στο ℝ ,   θα   είναι   συνεχής  

σ’ αυτό και   εποµένως   συνεχής  στο   διάστηµα   [α,  β]  . 

 Επίσης αφού τα α και β είναι ρίζες της  g   θα είναι g(α) = 0 = g(β) 

(3)   ⇒     f(α) = g(α) + α = α    και    f(β) = g(β) + β = β    

Οπότε    f(α)f(β) = αβ < 0  αφού α < 0 < β 

Με το  θεώρηµα  Bolzano  συµπεραίνουµε ότι  η  f  έχει µία τουλάχιστον ρίζα  

στο (α , β)   . 

 
 


