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2.8 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  277 – 279 
 
A΄ Οµάδας 

1.i) 
Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση  f(x) = 3 5x – 5 4x + 2   

είναι κυρτή ή κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία καµπής  

της γραφικής της παράστασης. 

Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 15 4x – 20 3x  

f ′′ (x) = 60 3x – 60 2x =  60 2x (x – 1) 

f ′′ (x) = 0    ⇔     x = 0  ή    x = 1 

f ′′ (x) > 0    ⇔     x – 1 > 0     ⇔      x  > 1 

Το πρόσηµο της  f ′′  και η κυρτότητα της  f παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x – ∞               0                  1                 +∞    
f ′′ (x)            –        0        –        0         +        
f(x) 
            

 

 

Σηµείο καµπής είναι το  Α(1, f(1)) = (1, 0),   αφού  η  f ′′   µηδενίζεται στο  1   και   

εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 
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1.ii) 

Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση  g(x) = 
2

3
3x 2

x
−  

είναι κυρτή ή κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία  
καµπής  της γραφικής της παράστασης. 

Λύση 

gD = ∗
ℝ  

g΄(x) = 
3 2 2

6

6x x (3x 2)3x
x

⋅ − −
 =  

4 4 2

6
6x 9x 6x

x
− +  =  

4 2

6
3x 6x

x
− + = 

2

4
3x 6

x
− +  

g΄΄(x)  =  
4 2 3

8

6x x ( 3x 6)4x
x

− ⋅ − − +
 =  

5 5 3

8
6x 12x 24x

x
− + −   

                                                       =  
5 3

8
6x 24x

x
−   

                                                       =  6 
3

6
x 4x

x
−  

g΄΄(x) = 0   ⇔    3x – 4x = 0    ⇔    2x – 4 = 0        ⇔      x = 2   ή     x = –2 

g΄΄(x) > 0   ⇔    3x – 4x > 0    ⇔     x( 2x – 4) >  0  ⇔     x(x – 2)(x + 2) > 0 
Το πρόσηµο της   ǵ ΄  και η κυρτότητα της  g  παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x – ∞                –2                 0                  2                 +∞     

g΄΄(x)              –         0         +      ||           –         0          + 

g (x) 
                                                   

                                                    || 

 

Σηµεία καµπής  είναι τα   Α(–2,  g(–2)),   Β(2, g(2)) ,  αφού η  ǵ ΄  µηδενίζεται σ’αυτά 

και  εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν τους. 
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2.i) 
Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση  f(x) = x 1  xe −   είναι κυρτή ή  
κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία καµπής της γραφικής της 
παράστασης. 
Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 1  xe − + x 1  xe − (1 – x)́  = 1  xe − –  x 1  xe −   

f ′′ (x)  =  ( 1  xe − )΄–  (x 1  xe − )΄ 

            =  –1  xe − – ( 1  xe − –  x 1  xe − )  

            =  –1  xe − – 1  xe −  +  x 1  xe −   =   1  xe − (x – 2) 

Το πρόσηµο της  f ′′  και η κυρτότητα της  f παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x – ∞               2                    +∞    
f ′′ (x)            –        0          +        
f(x) 
            

 

 

Σηµείο καµπής είναι το  Α(2, f(2)) = (2, 2
e

) ,  αφού  η   f ′′   µηδενίζεται στο 2  και 

εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

4 

2.ii) 
Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση  g(x) = 2x (2lnx – 5) 
είναι κυρτή ή κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία  
καµπής  της γραφικής της παράστασης. 
Λύση 

fD = (0,  +∞ ) 

g΄(x)  = 2x(2lnx – 5) + 2x 2 1
x

  

          = 4xlnx – 10x + 2x  =  4xlnx – 8x 

g΄΄(x)  =  4(lnx + 1) – 8  =  4lnx + 4 – 8 = 4lnx – 4 = 4(lnx –1) 

Το πρόσηµο της   ǵ ΄  και η κυρτότητα της  g  παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x 0                  e                +∞     
g΄΄(x)            –       0         +                  
g (x) 
                                                         

  

 
Σηµείο καµπής  είναι το  Α(e,  g(e)) = (e,  –32e ),  αφού  η   ǵ ΄   µηδενίζεται στο  e  
και  εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 
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3.iii)  

Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση  h(x) = 
2

3 2

3x 1         ,  x  0

x 3x 1  ,  x  0

− + <

− + + ≥

 

είναι κυρτή ή κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία  
καµπής  της γραφικής της παράστασης. 
Λύση 

x  0
lim

−→

( ) ( )h x h 0
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

−→

23x 1 1
x 0

− + −
−

= 
x  0
lim

−→
(–3x) = 0 

x  0
lim

+→

( ) ( )h x h 0
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

+→

3 2x 3x 1 1
x 0

− + + −
−

  

                              = 
x  0
lim

+→

3 2x 3x
x

− +  = 
x  0
lim

+→
( 2x 3x− + ) = 0 

Άρα   h́ (0) = 0,   δηλαδή  η  hC   έχει εφαπτοµένη στο σηµείο  Β(0, h (0)) = (0, 1) 

 

Είναι    h́ (x) = 
2

6x           ,  x  0

3x 6x   ,  x  0

− <

− + >

       και      h́ ΄(x) = 
6        ,  x  0

6x 6  ,   x  0

 − <

− + >

       

Το πρόσηµο της   h́ ΄  και η κυρτότητα της  h  παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x –∞                  0                   1                   +∞     

h΄΄(x)            –          |         +         0          – 

h (x)                                    

 

Σηµείο καµπής  είναι το  Α(1,  h(1)) =  (1, 3) ,  αφού  η   h́ ΄   µηδενίζεται στο  1  και  
εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 

Επίσης  σηµείο καµπής  είναι το  Β(0,  h(0)) =  (0, 1) ,  αφού  η  hC   έχει εφαπτοµένη 

στο  Β  και  η  h́ ΄ εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθεν του  0. 
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3.i) 
Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση    f(x) = 

2xe−  είναι  κυρτή ή  κοίλη  
και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία καµπής  της γραφικής της 
παράστασης. 
Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 
2xe− (– 2x )΄ = –2x

2xe−  

f ′′ (x) = –2 (x
2xe− )΄ = –2 (

2xe− + x
2xe− (– 2x )΄)  

                                 = –2
2xe− (1 + x(– 2x))  

                                 = –2
2xe− (1 – 2 2x ) = 2

2xe− (2 2x – 1) 

f ′′ (x) = 0    ⇔     2 2x – 1 = 0     ⇔     2 2x = 1    ⇔     x = 2
2

−    ή    x = 2
2

    

Το πρόσηµο της   f ′′   και η κυρτότητα της   f  παρουσιάζονται στον πίνακα 

     
    x –∞                 2

2
−                   2

2
                 +∞     

f ′′ (x)                +           0           –           0        + 

f (x)                                                

 

Σηµείο καµπής  είναι τα  σηµεία   Α( 2
2

− ,  f( 2
2

− ))  =  ( 2
2

− ,  
1
2e

− )   και   

                                                       Β( 2
2

,  f( 2
2

))  =  ( 2
2

,  
1
2e

− )    

αφού  η    f ′′   µηδενίζεται στις  θέσεις    2
2

−    και    2
2

,   και  εναλλάσσει 

πρόσηµο εκατέρωθέν τους .   
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3.ii) 

Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση    g(x) = εφx  ,   x ( )π ,  
2 2
π∈ −  είναι  

κυρτή ή  κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία καµπής  της 
γραφικής της παράστασης. 
Λύση 

g΄(x) = 
2

1
xσυν

     

g΄΄(x) = –
4

1
xσυν

( 2xσυν )΄ = –
4

1
xσυν

(–2 x ηµxσυν ) = 2
3

1
xσυν
ηµx  

g΄΄(x) = 0    ⇔    ηµx = 0    ⇔     x = 0 

Το πρόσηµο της   ǵ ΄  και η κυρτότητα της  g  παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x –
2
π               0                  

2
π   

g΄΄(x)            –       0           +           
g (x) 
                                                         

  

 

Σηµείο καµπής  είναι το  Α(0,  g(0)) = (0,  0),  αφού  η   ǵ ΄   µηδενίζεται στο  0  και  

εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 
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3.iii)  
Να βρείτε τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση    h(x) = xx    είναι κυρτή ή   

κοίλη  και να προσδιορίσετε  (αν υπάρχουν)  τα σηµεία καµπής  της γραφικής της 

παράστασης. 

Λύση 

h(x) = 
2

2

x ,    x  0

x   ,    x  0

− <


≥
 

x  0
lim

−→

( ) ( )h x h 0
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

−→

2x 0
x 0
− −

−
= 

x  0
lim

−→
(– x) = 0 

x  0
lim

+→

( ) ( )h x h 0
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

+→

2x 0
x 0
−
−

= 
x  0
lim

+→
x = 0.                     

Άρα   h́ (0) = 0,   δηλαδή  η  hC   έχει εφαπτοµένη στο σηµείο  Β(0, h (0)) = (0, 0) 

h΄(x) = 
2x,    x  0

2x  ,    x  0

− <


>
         και    h́ ΄(x) = 

2,    x  0

2  ,    x  0

− <


>
         

Το πρόσηµο της   h́ ΄  και η κυρτότητα της  h  παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x –∞                 0                   +∞    
h΄΄(x)             –                   +          
h (x)                                                   

 

Σηµείο καµπής  είναι το  Β(0,  h(0)) =  (0, 0) ,  αφού  η  hC   έχει εφαπτοµένη στο  Β 

και  η  h́ ΄ εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθεν του  0. 
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x = S(t)

t

t2
t3O t1

5.  
Στο διπλανό σχήµα δίνεται η γραφική  
παράσταση  C  της συνάρτησης θέσεως   
x = S(t)   ενός κινητού που κινείται πάνω  
σε έναν άξονα .  αν η  C  παρουσιάζει  

καµπή τις χρονικές στιγµές  1t   και  3t ,   

να βρείτε : 
i)    Πότε το κινητό κινείται κατά τη θετική φορά και πότε κατά την αρνητική φορά .  
ii)    Πότε η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται και πότε µειώνεται. 
Λύση 
i) 
Στο διάστηµα  [0,  2t ]  η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα , άρα το κινητό κινείται 

κατά την αρνητική φορά . 

Στο διάστηµα  [ 2t ,  +∞ )  η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα , άρα το κινητό 

κινείται κατά τη θετική φορά . 
ii)  
Στο διάστηµα  [0,  1t ]  η συνάρτηση  S  στρέφει τα κοίλα κάτω , άρα η συνάρτηση   

Ś (t) = υ(t)   είναι γνησίως φθίνουσα , εποµένως η ταχύτητα του κινητού µειώνεται . 
 

Στο διάστηµα  [ 1t ,  3t ]  η συνάρτηση  S  στρέφει τα κοίλα άνω , άρα η συνάρτηση   

Ś (t) = υ(t)   είναι γνησίως αύξουσα , εποµένως η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται . 
 

Στο διάστηµα  [ 3t ,  +∞ )  η συνάρτηση  S  στρέφει τα κοίλα κάτω , άρα η συνάρτηση   

Ś (t) = υ(t)   είναι γνησίως φθίνουσα , εποµένως η ταχύτητα του κινητού µειώνεται . 
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Β΄  Οµάδας 

1.  
Να βρείτε τα σηµεία καµπής  της γραφικής παράστασης της συνάρτησης    

                                             f(x) = 2
x

x 1+
 

και να αποδείξετε ότι δύο από αυτά είναι συµµετρικά ως προς το τρίτο. 
Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 
2

2 2
x 1 x 2x

(x 1)
+ − ⋅

+
 = 

2

2 2
1 x

(x 1)
−
+

 

f ′′ (x) = 
2 2 2 2 2 2

2 4

(1 x )́ (x 1) (1 x )[(x 1) ]
(x 1)

′− + − − +
+

  

           = 
2 2 2 2

2 4

2x(x 1) (1 x )2(x 1)2x
(x 1)

− + − − +
+

  

           = 
2 2

2 3

2x(x 1) (1 x )2. 2x
(x 1)

− + − −
+

  

           = 
3 3

2 3
2x 2x 4x 4x

(x 1)
− − − +

+
 = 

3

2 3
2x 6x
(x 1)

−
+

 = 
2

2 3

2x(x 3)
(x 1)

−
+

 

f ′′ (x) = 0     ⇔     x( 2x – 3) = 0     ⇔      x = 0   ή    x = 3    η    x = – 3  

Το πρόσηµο της   f ′′   και η κυρτότητα της   f  παρουσιάζονται στον πίνακα 

     
    x 

–∞                 – 3                    0                  3                   +∞     

f ′′ (x)              –           0           +        0         –         0            + 

f(x)                                                

 

f(– 3 ) = 3
3 1
−
+

 = 3
4

− ,           f(0) = 0 ,          f(3 ) = 3
3 1+

 = 3
4

 

Σηµείο καµπής  είναι το  Α(– 3 ,  3
4

− ),   αφού  η   f ′′    µηδενίζεται στο   – 3   και  

εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 

Οµοίως για τα σηµεία   Β(0,  0)  και  Γ( 3 ,  3
4

) 

Τα σηµεία  Α,  Γ  είναι συµµετρικά ως προς το  Β(0,  0),  διότι έχουν αντίθετες 
συντεταγµένες. 
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2.  
Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης    

                                f(x) = 2xe −α – 2x    
έχει για κάθε τιµή του  α∈ℝ ,  ακριβώς ένα σηµείο καµπής   

που βρίσκεται στην παραβολή   y = – 2x + 2. 
Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 2 xe −α – 2x 

f ′′ (x) = 2 xe −α – 2 

f ′′ (x) = 0   ⇔     2 xe −α – 2 = 0       

                             xe −α = 1         

                             xe −α = 0e      ⇔     x – α = 0    ⇔     x = α 

Το πρόσηµο της   f ′′   και η κυρτότητα της   f  παρουσιάζονται στον πίνακα 

    x –∞                 α                   +∞     

f ′′ (x)             –        0         +          

f(x)                                                   

 

f(α) = 2eα−α – 2α  = 2 – 2α  

Σηµείο καµπής  είναι το  Α(α ,  2 – 2α ),   αφού  η   f ′′    µηδενίζεται στο  α   
και  εναλλάσσει πρόσηµο εκατέρωθέν του . 

Οι συντεταγµένες του σηµείου  Α  επαληθεύουν  την εξίσωση  y = – 2x + 2   

(όπου y θέτουµε  2 – 2α  και όπου  x  θέτουµε  α),  άρα  το  Α  ανήκει στην  

παραβολή   y = – 2x + 2. 
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3.  
Να αποδείξετε ότι  για κάθε  α∈(–2,  2)  η συνάρτηση   

              f(x) = 4x – 2α 3x + 6 2x + 2x + 1    
είναι κυρτή σε όλο το  ℝ  
Λύση 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 4 3x – 6α 2x + 12x + 2 

f ′′ (x) = 12 2x – 12αx + 12 = 12( 2x – αx + 1) 

∆ = 2α – 4 < 0 ,  αφού   α∈(–2,  2)   

Άρα το τριώνυµο  2x – αx + 1  είναι  θετικό για κάθε  x∈ℝ . 
Εποµένως   f ′′ (x) > 0   για κάθε  x∈ℝ    ⇒     f κυρτή στο  ℝ  
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4.  
∆ίνεται η συνάρτηση   f(x) = 3x – 3 2x + 2 .   
i)      Να αποδείξετε ότι  η   f  παρουσιάζει  ένα τοπικό µέγιστο,  ένα τοπικό       
        ελάχιστο  και ένα σηµείο καµπής.   

ii)     Αν  1x ,  2x   είναι οι θέσεις των τοπικών ακρότατων  και  3x   η θέση του  

        σηµείου καµπής ,  να αποδείξετε ότι  τα σηµεία  Α( 1x , f( 1x )),     

        Β( 2x , f( 2x )),   και    Γ( 3x , f( 3x )),   είναι συνευθειακά. 

Λύση 
i) 

fD = ℝ  

f ′ (x) = 3 2x – 6x ,               f ′ (x) = 0    ⇔      x = 0   ή   x = 2   
f ′′ (x) = 6x – 6 ,                  f ′′ (x) = 0    ⇔      x = 1 

Το πρόσηµο των    f ′ ,  f ′′ , η µονοτονία ,  τα ακρότατα και  η κυρτότητα της  f  
παρουσιάζονται στον πίνακα 
 

    x –∞                 0                 1                  2                     +∞          

f ′ (x)            +         0        –                  –        0         +                

f ′′ (x)            –                   –       0          +                  + 

f(x)  

 

 

H   f  παρουσιάζει : 
Στη  θέση  1x = 0  τοπικό  µέγιστο  f(0) = 2   κορυφής   Α(0, 2) 

Στη  θέση  2x = 2  τοπικό  ελάχιστο  f(2) = 32 – 3⋅ 22 + 2 = 8 – 12 + 2 = –2   

                                                            κορυφής   Β(2, –2) 

Στη  θέση  3x = 1  σηµείο  καµπής    Γ(1,  f(1)) = Γ(1,  0),    

                                                           αφού  f(1) = 31 –3⋅ 21 + 2 = 0 

ii)  

Αρκεί να αποδείξουµε ότι    ΑΒλ  =  ΑΓλ  

                                             2 2
2 0
− −
−

 = 0 2
1 0
−
−

   που   ισχύει 
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5.  
Έστω  fµια συνάρτηση  δύο φορές παραγωγίσιµη στο  (–2,  2),  για την οποία ισχύει     

                                    2f (x) – 2f(x) + 2x – 3 = 0 
Να αποδείξετε ότι  η   f  δεν έχει σηµεία καµπής. 

Λύση 
2f (x) – 2f(x) + 2x – 3 = 0     ⇒      ( 2f (x) – 2f(x) + 2x – 3)΄ = 0 

                                                            2f(x) f ′ (x) – 2f ′ (x) + 2x = 0 

                                                            f(x) f ′ (x) –f ′ (x) + x = 0 

                                             (f(x) f ′ (x) –f ′ (x) + x)΄ = 0 

                                                           f ′ (x) f ′ (x) + f(x) f ′′ (x) –f ′′ (x) + 1 = 0    (1) 

Έστω ότι η  f έχει σηµείο καµπής  στη θέση  xο .    Τότε  f ′′ ( xο ) = 0. 

Για   x = xο   η   (1) ⇒  f ′ ( xο ) f ′ ( xο ) + f( xο ) f ′′ ( xο ) –f ′′ ( xο ) + 1 = 0 

                                                                          [f ′ ( xο ) 2] + 0 + 0 +1  = 0    

                                                                          [f ′ ( xο ) 2] + 1  = 0   που είναι άτοπο. 


