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2.6 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  256 – 258 
 
A΄  Οµάδας 

1. 
Αν για τις συναρτήσεις  f ,  g   ισχύουν : 
                f ′ (x) = g(x)    και    ǵ (x) = –f(x)   για κάθε   x∈ ℝ , 
να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    φ(x) = [f(x) 2] + [g (x) 2]    είναι σταθερή . 
Λύση 

Στο διάστηµα  ℝ   είναι    φ΄(x) =  ([f(x) 2] + [g (x) 2] )΄  
                                                   =   ([f(x) 2] )΄ + (g (x) 2] )΄  
                                                   =  2f(x) f ′ (x) + 2 g (x) ǵ(x) 
                                                   =  2f(x) g (x) + 2 g (x) [–f(x)]   
                                                   =  2f(x) g (x) – 2 g (x) f(x)  = 0 .  Άρα  φ(x) = c 

 

2.i) 
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = 3x  + 3 x – 4  
Λύση 
Στο διάστηµα  ℝ   είναι    f ′ (x) = 3 2x + 3 > 0. 
Άρα   f  γνησίως αύξουσα   στο  ℝ  

 

2.ii) 
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = 2 3x – 3 2x – 12 x  
Λύση 
Στο διάστηµα  ℝ   είναι    f ′ (x) = 6 2x – 6x – 12 = 6( 2x – x – 2) 

∆ = 1 + 8 = 9 ,         Ρίζες της  f ′ :    1 3
2
±  =  – 1   ή   2 

Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της   f   φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

    x – ∞              – 1                 2                 +∞   
f ′ (x)             +        0        –        0        + 
f(x) 

         ր               ց               ր  
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2.iii)  

Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = 2
x

x 1+
 

Λύση 

Στο διάστηµα  ℝ   είναι    f ′ (x)  =  ( 2
x

x 1+
)΄  =  

2 2

2 2

x (x 1) x(x 1)
[x 1]

′ ′+ − +
+

 

                                                                            =  
2

2 2
x 1 x 2x

[x 1]
+ − ⋅

+
 =  

2

2 2
1 x

[x 1]
−
+

 

f ′ (x) = 0     ⇔     1 – 2x  = 0      ⇔       x = – 1   ή   x = 1 

f ′ (x)  > 0    ⇔     1 – 2x  > 0      ⇔     – 1 <  x  < 1 

Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της   f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    x – ∞               – 1                 1                 +∞   
f ′ (x)             –         0         +       0        – 
f(x) 

          ց                ր             ց  
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3.i) 

Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = 
24 x   ,   x  1

x 2    ,   x  1

 − ≤


+ >
 

Λύση 

f συνεχής στο  διάστηµα  (–∞  ,  1)  και  στο  διάστηµα  (1 ,  +∞ )  σαν πολυωνυµική 

x  1
lim

−→
f(x) = 

x  1
lim

−→
(4 –  2x ) = 4 – 1 = 3 

x  1
lim

+→
f(x) = 

x  1
lim

+→
(x + 2) = 1 + 2 = 3 

f(1) = 4 – 1 = 3                                                 Άρα  συνεχής και στο  1 

Εποµένως  η  f είναι συνεχής στο  ℝ . 

Είναι    f ′ (x) = 
2x ,   x  1

1     ,   x  1

− <


>
 

•       Στο διάστηµα   (–∞  ,  1) : 

        f ′ (x) = 0    ⇔     – 2x = 0    ⇔     x = 0 

        f ′ (x) > 0    ⇔     – 2x > 0    ⇔     x < 0 

        f ′ (x) < 0    ⇔     – 2x < 0    ⇔     0 < x  < 1 

•       Στο διάστηµα   (1 ,  +∞ ) ,   είναι   f ′ (x) = 1 > 0 

Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της   f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    x – ∞                0                 1                 +∞   
f ′ (x)             –        0         +                – 
f(x) 

         ց                 ր           ց  
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3.ii) 
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = 2 x 1 −  

Λύση 

Η  f  είναι συνεχής στο  ℝ  σαν απόλυτη τιµή  συνεχούς . 

                 Πρόσηµο του τριωνύµου  2x – 1 :       
 
 
 

 

Άρα  η   f γράφεται      f(x) = 
2

2

x 1    ,  x  1  ή  x  1

1  x   ,           1  x  1

 − < − ≥


− − ≤ <
 

και                                 f ′ (x) = 
2x    ,  x  1  ή  x  1

2x  ,           1  x  1

 < − >

− − < <

 

 
Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της   f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 
 

 

4.i) 
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = x

x
e

 

Λύση 

Η  f  είναι συνεχής στο  ℝ  σαν  πηλίκο συνεχών 

f ′ (x) = ( x
x
e

)΄ = 
x x

2x
e xe

e
−  = 

x

2x

e (1 x)
e
−

 = x
1 x
e
−  

f ′ (x) = 0    ⇔    1 – x = 0     ⇔     x = 1 

f ′ (x)  >  0    ⇔    1 – x  > 0     ⇔     x  <  1 

Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της   f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 
 

 

    x –∞                –1                 1                 +∞   
f(x)              +                  –                   + 

    x –∞                – 1                 0                 1                 +∞   
f ′ (x)             –          0        +                 –                  + 
f(x) 

        ց                  ր            ց                ր  

    x –∞                  1                 +∞   
f ′ (x)             +         0        – 
f(x) 

          ր               ց                
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4.ii) 
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης    f(x) = lnx – x  
Λύση 

Η  f  είναι συνεχής στο   (0 ,  +∞ )   σα  διαφορά συνεχών 

Στο διάστηµα   (0 ,  +∞ )    είναι    f ′ (x)  =  1
x

 – 1 = 1 x
x
−  

f ′ (x) = 0      ⇔    1 – x = 0      ⇔     x = 1 
f ′ (x)  >  0    ⇔    1 – x  > 0     ⇔     x  <  1 
Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της  f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 
 
 

 

4.iii)  
Να βρείτε τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης     
                f(x) = ηµx + │ηµx│,  x∈[0,  2π] 
Λύση 

Η  f  είναι συνεχής στο   [0 ,  2π]   σαν  άθροισµα συνεχών 

και    γράφεται     f(x) = 
x x ,    0  x  

x x ,    x  2

ηµ +ηµ ≤ < π

ηµ −ηµ π ≤ ≤ π

 

                             f(x) = 
2 x ,    0  x  

0        ,    x  2

 ηµ ≤ < π


π ≤ ≤ π
 

Εξετάζουµε τη µονοτονία  της   f  µόνο στο διάστηµα  [0,  π],  αφού στο  [π,  2π]  

είναι σταθερή. 

Είναι   f ′ (x) = 2συνx 

f ′ (x) = 0       2συνx = 0        συνx = 0      x = 
2
π  

f ′ (x) > 0       2συνx > 0        συνx > 0       0 ≤  x < 
2
π  

Το πρόσηµο και οι ρίζες της   f ′ ,  όπως  και η µονοτονία  της  f  φαίνονται στον 
πίνακα 
 
 
 
 

 

 

 

    x –∞                  1                 +∞   
f ′ (x)             +         0        – 
f(x) 

          ր               ց                

    x 0                 
2
π               π   

f ′ (x)          +        0         – 
f(x) 

        ր             ց                



 6 

5. 
∆ίνονται οι συναρτήσεις   f(x) = 5x + 5x – 6   και   g(x) = 2 x + x – 3 .   
i)     Να αποδείξετε ότι οι   f,  g   είναι  γνησίως αύξουσες .   
ii)     Να βρείτε το σύνολο τιµών τους.   
iii)    Να αποδείξετε ότι οι  εξισώσεις   5x + 5x – 6 = 0    και    2 x + x – 3 = 0   έχουν  
       ακριβώς µία ρίζα  την  x = 1. 

Λύση 

fD = ℝ    και    gD = [0,  +∞ ) 

  i)    Η  f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ℝ   µε   f ′ (x) = 5 4x + 5 > 0 ,  άρα   

         γνησίως αύξουσα . 

         Η  g  είναι συνεχής στο  [0,  +∞ )  και παραγωγίσιµη στο  (0,  +∞ )  µε   

         ǵ(x) =  2 1
2 x

+ 1 > 0 ,  άρα  γνησίως αύξουσα . 

 ii)   
x
lim
→−∞

f(x) = 
x
lim
→−∞

5x  = –∞          και         
x
lim
→+∞

f(x) = 
x
lim
→+∞

5x  = +∞  

         και επειδή  f γνησίως αύξουσα και συνεχής , θα έχει σύνολο τιµών το  ℝ .   

iii)     g(0) = –3       και    
x
lim
→+∞

g (x) = +∞  

        και επειδή  g  γνησίως αύξουσα και συνεχής , θα έχει σύνολο τιµών το  [–3, +∞ ) 

iv)    Η εξίσωση   5x + 5x – 6 = 0   γράφεται   f(x) = 0 

        Αλλά   f(1) = 0 ,  άρα  ο  1  είναι  ρίζα της  f. 

        Και επειδή  f  γνησίως αύξουσα ,  η ρίζα είναι µοναδική. 

        Η εξίσωση   2 x + x – 3 = 0    γράφεται      g(x) = 0 

        Αλλά   g(1) = 0 ,  άρα  ο  1  είναι  ρίζα της  g. 

        Και επειδή  g  γνησίως αύξουσα ,  η ρίζα είναι µοναδική. 
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6.     
Να αποδείξετε ότι : 

i)     Η συνάρτηση   f(x) = xe – 1 + ln(x + 1)   είναι   γνησίως αύξουσα . 

ii)     Η εξίσωση   xe = 1 – ln(x + 1)   έχει ακριβώς µία λύση  την  x = 0. 

Λύση 

i)    fD = (–1,  +∞ ) ,  αφού πρέπει  x + 1 > 0 

       Για κάθε  x∈(–1,  +∞ )   είναι   f ′ (x) = xe + 1
x 1+

 > 0,   άρα  f γνησίως   

       αύξουσα 

ii)     Η εξίσωση   xe = 1 –  ln(x + 1)   γράφεται   xe – 1 + ln(x + 1) = 0   ⇔   f(x) = 0 

       Αλλά   f(0) = 0e – 1 + ln(0 + 1) = 1 – 1 + ln1 = 0,  άρα  το  0  είναι  ρίζα της  f. 

       Και επειδή  f  γνησίως αύξουσα ,  η ρίζα είναι µοναδική. 

 

                                  
Β΄  Οµάδας 
 
1.     
Αν για µία συνάρτηση  f που είναι ορισµένη  σ’ όλο το  ℝ   ισχύει   
        │f(x) –f(y)│≤  (x – y 2)   για όλα τα   x, y∈ ℝ ,  
να αποδείξετε ότι η  f είναι σταθερή. 
Λύση 
Για το τυχαίο  xο   και για κάθε   x≠ xο ,   η υπόθεση  γίνεται   

│f(x) –f( xο )│≤  (x – xο
2)     ⇒    │f(x) –f( 0x )│≤  x xο− 2 

                                                             
( ) ( )f x f x

x x
ο

ο

−

−
 ≤  x xο−  

                                                             
( ) ( )f x f x

x x
ο

ο

−
−

 ≤  x xο−  

                                                              – x xο−  ≤  
( ) ( )f x f x

x x
ο

ο

−
−

 ≤  x xο−  

Επειδή όµως   
x x
lim

ο→
x xο−  = 0,   µε το κριτήριο παρεµβολής  συµπεραίνουµε ότι 

x x
lim

ο→

( ) ( )f x f x
x x

ο

ο

−
−

 = 0    ⇒   f ′ ( xο ) = 0  

Και επειδή  το  xο  είναι τυχαίο,  για όλα τα  x  θα είναι   f ′ (x) = 0,   άρα  f σταθερή. 
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2.     
i)     Να αποδείξετε ότι η  συνάρτηση   f(x) = 3x – 3x + α   είναι  γνησίως φθίνουσα  
         στο  διάστηµα  [–1,  1] 
ii)      Να βρείτε το σύνολο τιµών της  f στο  διάστηµα  [–1,  1] 
iii)      Αν    –2 < α  < 2,   να αποδείξετε ότι η εξίσωση   3x – 3x + α = 0   έχει ακριβώς  
         µία λύση  στο  διάστηµα  (–1,  1). 

Λύση 

i) 

Η  f είναι  συνεχής στο  [–1,  1]  σαν πολυωνυµική.  

Για κάθε  x∈(–1,  1)  είναι   f ′ (x) = 3 2x – 3 = 3( 2x – 1) < 0,   άρα  f γνησίως 

φθίνουσα . 

ii) 

Το σύνολο τιµών της  f θα είναι το διάστηµα  f( [–1,  1] ) =  [f(1),  f(–1)] 

Αλλά   f(1) = 31 –3.1 + α = α – 2      

και   f(–1) = 3( 1)− – 3.( –1) + α  =  –1 + 3 + α = α + 2 

Άρα   f( [–1,  1] ) = [α – 2 ,   α + 2] 

iii) 

f(–1) f(1) = (α + 2)( α – 2) = 2α – 4 < 0    αφού   – 2 < α  < 2 . 

Και επειδή  f συνεχής , κατά Bolzano ,  η εξίσωση  f(x) = 0 ,  δηλαδή  η   

3x – 3x + α = 0 ,  θα έχει ρίζα στο  διάστηµα  (–1,  1). 

Και αφού  f γνησίως φθίνουσα ,  η ρίζα θα είναι µοναδική. 
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3.     
Η θέση ενός κινητού πάνω σε έναν άξονα τη χρονική στιγµή  t  δίνεται από τη 
συνάρτηση :     
                    x = S(t) = 4t – 8 3t + 18 2t – 16t + 160,     0 ≤  t ≤  5. 

Να βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού και στη συνέχεια να 
απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήµατα : 
i)     Πότε το κινητό έχει ταχύτητα µηδέν ; 
ii)     Πότε το κινητό  κινείται προς τα δεξιά και πότε προς τα αριστερά ; 
iii)   Πότε η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται και πότε µειώνεται ; 

Λύση 

υ(t) =  Ś (t)  =  4 3t – 24 2t + 36t –16  =  4(3t – 6 2t + 9t – 4) 

α(t) =  υ΄(t) =  4(3 2t – 12t + 9)  =  12(2t – 4t + 3) 

i) 
υ(t) = 0    ⇔    3t – 6 2t + 9t – 4 = 0    (µε  Σχήµα  Horner)    ⇔      

                         (t – 12) (t – 4) = 0     ⇔     t = 1    ή    t = 4 

ii) 

Θα βρούµε το πρόσηµο της   ταχύτητας  υ(t) 
 
 
 
 
Το κινητό  κινείται προς τα δεξιά  κατά το χρονικό διάστηµα  (4,  5),   
ενώ κινείται προς τα αριστερά  κατά το χρονικό διάστηµα  (0,  4) 

iii) 
Θα βρούµε το πρόσηµο της  επιτάχυνσης  α(t) 

 
 
 
 
Η ταχύτητα του κινητού αυξάνεται κατά τα χρονικά διαστήµατα  (0,  1) ,   (4,  5)  και 
µειώνεται κατά το χρονικό διάστηµα  (1,  3).   
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

  t 0               1                 4              5                                    
υ(t)         –       0        –       0       + 

  t 0               1                 3              5                                    
α(t)         +       0        –       0       + 
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4.     
Η τιµή  V  (σε ευρώ)  ενός προϊόντος ,  t  µήνες µετά την παραγωγή του , δίνεται από 

τον τύπο   V = 50 – 
2

2
25t

(t 2)+
. 

Να αποδείξετε ότι το προϊόν συνεχώς υποτιµάται χωρίς , όµως , η τιµή του να µπορεί 

να γίνει µικρότερη από το µισό της αρχικής τιµής του. 

Λύση 

Η τιµή του προϊόντος εκφράζεται από τη συνάρτηση   

V(t)  =  50 – 
2

2
25t

(t 2)+
  =  25 [2 – 

2

2
t

(t 2)+
] ,   t∈[0,  +∞ ) 

V΄(t)  =  25 [2 – 
2

2
t

(t 2)+
]΄  

         =  25 [0 – 
2 2

4

2t(t 2) t 2(t 2)
(t 2)

+ − +
+

] 

         = – 25 
4

2t(t 2)(t 2 t)
(t 2)
+ + −

+
 = – 25 

3
4t

(t 2)+
 < 0 

Άρα η συνάρτηση  V  είναι  γνησίως φθίνουσα , εποµένως το προϊόν συνεχώς  
υποτιµάται. 

Η αρχική τιµή είναι  V(0)  =  50 – 
2

2
25.0

(0 2)+
  =  50 

t
lim
→+∞

V(t) = 
t
lim
→+∞

[50 – 
2

2
25t

(t 2)+
  ]  

               = 50 –  25
t
lim
→+∞

2

2
t

(t 2)+
  

               = 50 – 25
t
lim
→+∞

2

2
t

t 4t 4+ +
  =  50 – 25

t
lim
→+∞

2

2
t
t

  =  25  = 1
2

 V(0)   
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5.     
Να αποδείξετε ότι : 

i)    Η συνάρτηση   f(x) = 
3

2
x 9x
x 1

−
−

  είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα  

      διαστήµατα  του πεδίου ορισµού της  και να βρείτε το σύνολο τιµών της  f 
      σε  καθένα από τα διαστήµατα αυτά. 

ii)    Η εξίσωση   3x – α 2x – 9x + α = 0  είναι ισοδύναµη µε την  f(x) = α  και στη  

      συνέχεια  ότι έχει τρεις πραγµατικές ρίζες για κάθε  α∈ℝ . 

Λύση 
i)     
Πρέπει   2x – 1 ≠ 0     ⇔    x ≠ – 1    και   x ≠ 1.    
Άρα  fD = (–∞ ,  –1) ∪ (–1,  1) ∪ (1,  +∞ ) 

f ′ (x) = 
3 2 3 2

2 2

(x 9x) (x 1) (x 9x)(x 1)
(x 1)

′ ′− − − − −
−

  

          = 
2 2 3

2 2

(3x 9)(x 1) (x 9x)2x
(x 1)

− − − −
−

  

          = 
4 2 2 4 2

2 2
3x 3x 9x 9 2x 18x

(x 1)
− − + − +

−
 = 

4 2

2 2
x 6x 9

(x 1)
+ +

−
 = 

2 2

2 2

(x 3)
(x 1)

+
−

 > 0 

Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήµατα  του πεδίου  
ορισµού της . 

x
lim
→−∞

f(x) = 
x
lim
→−∞

3

2
x
x

 = 
x
lim
→−∞

x = –∞  

x 1
lim

−→−
( 3x – 9x) = 3( 1)− – 9(–1) = –1 + 9 = 8 > 0     

και   
x 1
lim

−→−
( 2x – 1) = 0  µε  2x – 1 > 0           Άρα     

x 1
lim

−→−
f(x) =  +∞  

Εποµένως   f((–∞ ,  –1)) =  (–∞ ,  +∞ ) 

Οµοίως      f((–1,   1)) =  (–∞ ,  +∞ )     και    f((1,  +∞  )) =  (–∞ ,  +∞ ) 

ii)     

Για κάθε  x 1≠ ±    η εξίσωση   f(x) = α    ⇔        
3

2
x 9x
x 1

−
−

 = α    

                                                                               3x – 9x = α 2x – α       
                                                                               3x – α 2x – 9x + α = 0 

Ελέγχουµε µήπως οι αριθµοί  –1   ή   1    είναι ρίζες   της   3x – α 2x – 9x + α = 0. 

•       Για τον   –1 :    3( 1)− – α 2( 1)− – 9(–1) + α = 0 

                                  –1 – α + 9 + α = 0 
                                  8 = 0   που είναι άτοπο 
•       Για τον    1 :     31 – α 21 – 9.1 + α = 0 
                                  1 – α – 9 + α = 0 
                                  – 8 = 0   που είναι άτοπο 
Επειδή το σύνολο τιµών της  συνεχούς , σε καθένα από τα τρία διαστήµατα  
(–∞ ,  –1),   (–1,  1) ,    (1,  +∞ ) ,  συνάρτησης  f είναι  το   (–∞ ,  +∞ ),  η ευθεία   
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y = α  θα τέµνει τη  fC   σε τρία σηµεία . 

Άρα η εξίσωση  f(x) = α   θα έχει  τρεις ρίζες. 
Και επειδή η  f  είναι  γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήµατα ,  οι τρεις ρίζες 
θα είναι µοναδικές. 
 

 
6.     
Να βρείτε τις τιµές του  α∈ ∗ℝ   για τις οποίες η συνάρτηση    
f(x) = α 3x + 3 2x + x + 1  είναι  γνησίως αύξουσα στο  ℝ . 
Λύση 
Στο  ℝ  είναι   f ′ (x) = 3α 2x + 6x + 1 
∆ = 36 – 12α  = 12(3 – α) 
•       Όταν   α = 3 ,   δηλαδή  ∆ = 0 

         Το τριώνυµο   f ′ (x)    έχει διπλή ρίζα   x = – 
2
β
α

 = – 6
2(3 )α

 = – 1
α

 = – 1
3

 

        και είναι οµόσηµο του  3α = 3. 3 = 9,  δηλαδή θετικό  για κάθε  x < – 1
3

  και για  

        κάθε  x > – 1
3

. 

         Άρα η   f είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήµατα  (–∞ ,  –1
3

] ,   

         [–1
3

,  +∞ ,    άρα και στο  ℝ . 

•       Όταν   α < 3 ,   δηλαδή  ∆ > 0 
         Το τριώνυµο   f ′ (x)   έχει δύο πραγµατικές ρίζες  και εναλλάσσει πρόσηµο,   
         άρα η  f εναλλάσσει µονοτονία. 

•       Όταν   α > 3 ,   δηλαδή  ∆ < 0 
         Το τριώνυµο   f ′ (x)  είναι οµόσηµο του  3α ,  δηλαδή θετικό  για κάθε   x∈ℝ ,  
        οπότε η   f είναι γνησίως αύξουσα στο  ℝ . 

Τελικά , οι ζητούµενες τιµές του  α  είναι   α ≥  3. 
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7.     
Να αποδείξετε ότι : 
i)      Η συνάρτηση   f(x) = ηµx – xσυνx   είναι γνησίως αύξουσα στο  

        κλειστό διάστηµα  0,  
2
π 

  
 

ii)      ηµx – xσυνx > 0 ,  για κάθε  x∈ ( )0,  
2
π  

iii)     Η συνάρτηση   f(x) = 
x

x
ηµ

   είναι γνησίως φθίνουσα στο ανοικτό  

        διάστηµα ( )0,  
2
π  

Λύση 
i)       

f ′ (x) = συνx – (συνx – xηµx) = συνx – συνx + xηµx = xηµx > 0   στο  ( )0,  
2
π  

Και επειδή  f συνεχής στο  0,  
2
π 

  
,  θα είναι  γνησίως αύξουσα στο κλειστό 

διάστηµα  0,  
2
π 

  
 

ii)  

Για κάθε  x∈ ( )0,  
2
π   είναι  0 < x < 

2
π   και επειδή f γνησίως αύξουσα στο  0,  

2
π 

  
, 

θα έχουµε   f(0) < f(x)    ⇒    ηµ0 – 0συν0 <  ηµx – xσυνx    
                                                                  0 <  ηµx – xσυνx    
iii)  

Για κάθε  x∈ ( )0,  
2
π   είναι   f ′ (x) = 2

x x x
x

συν ⋅ − ηµ
  < 0    (από ii). 

Άρα  f  γνησίως φθίνουσα στο   ( )0,  
2
π  
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8.     
Να αποδείξετε ότι : 

i)      Η συνάρτηση   f(x) = 2ηµx + εφx – 3x ,  x∈ )0,  
2
π


   είναι γνησίως αύξουσα 

ii)      2ηµx + εφx ≥  3x ,     για κάθε  x∈ )0,  
2
π


 

Λύση 

i)       

f ′ (x)  =  2συνx + 2
1

xσυν
 – 3  =  

3 2

2
2 x 3 x 1

x
συν − συν +

συν
       (1) 

Αλλά     2 3συν x – 3 2συν x + 1 =  2 3συν x – 2 2συν x – 2συν x + 1  
                                                   =  2 2συν x (συν x – 1) – ( 2συν x – 1) 
                                                   =  2 2συν x (συν x – 1) – (συν x – 1)( συν x + 1) 
                                                   =  (συν x – 1) (2 2συν x – συν x – 1) 

                                                   
∗

= (συν x – 1) 2 (συν x + 1
2

)(συν x – 1) 

                                                   =  (συν x – 1 2) (2συν x + 1)  >  0   στο   ( )0,  
2
π  

∗     ∆ = 1 + 8 = 9 ,     συν x = 1 9
4

±  = 1 3
4
±  = 1   ή   – 1

2
 

(1)   ⇒   f ′ (x) > 0   στο   ( )0,  
2
π ,    και επειδή  f συνεχής στο  )0,  

2
π


,  θα είναι  

f  γνησίως αύξουσα στο  )0,  
2
π


 

ii)  

Για κάθε  x∈ ( )0,  
2
π   είναι  0 < x < 

2
π   και επειδή f γνησίως αύξουσα στο  )0,  

2
π


  

θα έχουµε   f(0) ≤ f(x)    ⇒     2ηµ0 + εφ0 – 3⋅0 ≤  2ηµx + εφx – 3x 

                                                                           0 ≤  2ηµx + εφx – 3x 

                                                                         3x ≤  2ηµx + εφx  

 


