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2.5 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  249 – 250 
 
A΄  Οµάδας 

1.i 
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = 2x – 2x + 1 ικανοποιεί τις υποθέσεις του 
θεωρήµατος  Rolle στο διάστηµα  [0 , 2] , και αν ναι  στη συνέχεια  να βρείτε όλα τα   
ξ∈(α , β)   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = 0. 
Λύση 

f    συνεχής  στο  [0 , 2] 
      παραγωγίσιµη  στο  (0 , 2)      Rolle  ⇒    υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈(α , β)      
      f(0) = 1 = f(2)                                            τέτοιο ,   ώστε  f ′ (ξ) = 0. 
 
Είναι   f ′ (x) = 2x – 2 

f ′ (ξ) = 0    ⇔     2ξ – 2 = 0      ⇔      ξ = 1 

 

 
1.ii 
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = ηµ3x  ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήµατος  Rolle στο διάστηµα  20,  
3
π 

 
, και αν ναι , στη συνέχεια  να βρείτε όλα 

τα   ξ∈(α , β)   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = 0. 

Λύση 

f     συνεχής  στο  20,  
3
π 

 
 

      παραγωγίσιµη  στο  ( )20,  
3
π       Rolle   ⇒    υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ ( )20,

3
π    

      f(0) = 0 = f( )2
3
π                                         τέτοιο,   ώστε  f ′ (ξ) = 0. 

 
Είναι   f ′ (x) = 3συν3x 
f ′ (ξ) = 0    ⇔     3συν3ξ = 0    ⇔    συν3ξ = 0   

και επειδή   0 < ξ < 2
3
π    δηλαδή   0 < 3ξ < 2π ,  θα είναι   3ξ = 

2
π    ή   3ξ = 3

2
π    

                                                                               άρα          ξ = 
6
π     ή     ξ = 

2
π  

 
 
 
 
 



 

 

2 

1.iii  
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = 1 + συν2x  ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήµατος  Rolle στο διάστηµα  [ ]0,  π , και αν ναι , στη συνέχεια  να βρείτε όλα τα   

ξ∈(α , β)   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = 0. 

Λύση 

f     συνεχής  στο  [0 , π] 
      παραγωγίσιµη  στο  (0 , π)     Rolle ⇒    υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈(α , β)      

      f(0) = 2 = f(π)                                         τέτοιο ,  ώστε  f ′ (ξ) = 0. 
 
Είναι   f ′ (x) = –2ηµ2x 
f ′ (ξ) = 0     ⇔     –2ηµ2ξ = 0     ⇔      ηµ2ξ = 0 

και επειδή   0 < ξ < π     δηλαδή   0 < 2ξ < 2π ,  θα είναι   2ξ = π    άρα  ξ = 
2
π  

 

 
1.iv 
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = x   ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήµατος  

Rolle στο διάστηµα  [–1 , 1]  και αν ναι  στη συνέχεια  να βρείτε όλα τα   ξ∈(α , β)   

για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = 0. 

Λύση 

f(x) = 
x ,  x  0

x ,  x  0

− <


≥
 

x  0
lim

−→

f(x) f(0)
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

−→

x 0
x

− −  = 
x  0
lim

−→
(–1) = –1 

x  0
lim

+→

f(x) f(0)
x 0
−
−

 = 
x  0
lim

+→

x 0
x
−  = 

x  0
lim

+→
1 = 1 

Άρα η  f δεν είναι  παραγωγίσιµη  στο  0 ,  εποµένως δεν είναι  παραγωγίσιµη και στο 

διάστηµα  [–1 , 1] ,  άρα δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος  Rolle στο 

διάστηµα  [–1 , 1] 
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2.i 
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = 2x + 2x    ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήµατος  Μέσης  Τιµής  στο διάστηµα  [0 , 4]  και αν ναι  στη συνέχεια  να βρείτε 

όλα τα   ξ∈(0 , 4)   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = ( ) ( )f fβ − α
β−α

 

Λύση 

f     συνεχής  στο  [0 , 4] 
                                                     Θ.Μ.Τ ⇒    υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈(0 , 4)    

      παραγωγίσιµη  στο  (0 , 4)                        τέτοιο ,ώστε   f ′ (ξ)  = ( ) ( )f 4 f 0
4 0
−
−

      

                                                                                                           =  24 0
4
−   =  6 

Είναι   f ′ (x) = 2x + 2 

f ′ (ξ)  = 6     ⇔     2ξ + 2 = 6     ⇔      2ξ  = 4     ⇔      ξ = 2                                                                          
 
 
 
2.ii 
Να εξετάσετε αν η συνάρτηση    f(x) = 3ηµ2x   ικανοποιεί τις υποθέσεις του 

θεωρήµατος  Μέσης  Τιµής  στο διάστηµα  0,  
2
π 

 
  και αν ναι , στη συνέχεια  να 

βρείτε όλα τα   ξ∈(0 , 
2
π )   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = 

( ) ( )f f 0
2

0
2

π −

π −
 

Λύση 

f  συνεχής  στο  0,  
2
π 

 
   και  παραγωγίσιµη  στο   ( )0,  

2
π  ,  από    Θ.Μ.Τ  ⇒    

υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ ( )0,  
2
π    τέτοιο ,  ώστε   f ′ (ξ)  = 

( ) ( )f f 0
2

0
2

π −

π −
  

                                                                                                  =  3 3 0

2

ηµπ− ηµ
π

  =  0 

Είναι   f ′ (x) = 6συν2x 
f ′ (ξ) = 0     ⇔    6συν2ξ = 0    ⇔    συν2ξ = 0        

και επειδή   0 < ξ < 
2
π  ,   δηλαδή   0 < 2ξ < π ,  παίρνουµε   2ξ =  

2
π    άρα   ξ = 

4
π  
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2.iii  

Να εξετάσετε αν η συνάρτηση     f(x) = 3

2x 2 ,  x  1

x x ,  x  1

 + ≤ −


− > −
       ικανοποιεί τις υποθέσεις 

του θεωρήµατος  Μέσης  Τιµής  στο διάστηµα  [–3 , 2]  και αν ναι  στη συνέχεια  να 

βρείτε όλα τα   ξ∈(–3 , 2)   για τα οποία ισχύει  f ′ (ξ) = ( ) ( )f 2 f 3
2 ( 3)
− −
− −

 

Λύση 

Η  f  είναι συνεχής στο διάστηµα  [–3 , –1) ,  αφού   f(x) = 2x + 2    (1) 

Η  f  είναι συνεχής στο διάστηµα  (–1 , 2] ,  αφού   f(x) = 3x – x       (2) 

x   1
lim

−→ −
f(x) = 

x   1
lim

−→ −
(2x + 2) = 2 (–1) + 2 = 0                    (3) 

x   1
lim

+→ −
f(x) = 

x   1
lim

+→ −
( 3x – x) = ( )31− – (–1) = –1 + 1 = 0    (4) 

f(–1) = 2⋅(–1) + 2 = – 2 + 2 = 0                                         (5) 

Από τις  (3) , (4) , (5)   ⇒     f συνεχής στο  –1                (6) 

Από τις  (1) , (2) , (6)   ⇒     f συνεχής στο  διάστηµα   [–3 , 2]       (7) 

 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (–3 , –1) ,      

αφού   f(x) = 2x + 2 ,   µε  f ′ (x) = 2                             (1΄) 

Η  f  είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα  (–1 , 2) ,   

αφού   f(x) = 3x – x ,   µε  f ′ (x) = 3 2x – 1                     (2΄) 

x   1
lim

−→ −

( )f(x) f 1
x ( 1)
− −
− −

 = 
x   1
lim

−→ −

2 x 2 0
x 1
+ −
+

 =  
x   1
lim

−→ −

2(x 1)
x 1
+
+

 =  
x   1
lim

−→ −
2  = 2    (3΄) 

x   1
lim

+→ −

( )f(x) f 1
x ( 1)
− −
− −

 =  
x   1
lim

+→ −

3x x 0
x 1
− −
+

 = 
x   1
lim

+→ −

2x(x 1)
x 1
−
+

  

                                 =  
x   1
lim

+→ −

x(x 1)(x 1)
x 1
− +
+

  

                                 = 
x   1
lim

+→ −
[x(x – 1)] = (–1)( –1 – 1) = 2    (4΄) 

Από τις  (3́ ) , (4́ )   f  παραγωγίσιµη στο  –1   µε   f ′ (–1) = 2     (5΄) 

Από τις  (1́ ) , (2́ ) , (5́ )   ⇒     f παραγωγίσιµη  στο  διάστηµα   (–3 , 2)     (6΄) 

 

Από τις  (7) , (6́)   ικανοποιούνται οι υποθέσεις του  Θ.Μ.Τ  άρα  υπάρχει  ξ∈(–3 , 2)   

τέτοιο , ώστε  f ′ (ξ) = ( ) ( )f 2 f 3
2 ( 3)
− −
− −

 =  
3(2 2) [2( 3) 2]

2 3
− − − +

+
 = 10

5
 = 2 
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•     Από την   (5́ )   είναι    f ′ (–1) = 2 ,  άρα ζητούµενος  ξ  είναι ο  –1 

•     Λύνουµε την εξίσωση  f ′ (x) = 2   στο διάστηµα   (–3 , –1) 

       f ′ (x) = 2    
(1΄)

⇔    2 = 2   για κάθε  x ,  άρα ζητούµενος  ξ  είναι  κάθε  ξ∈(–3 , –1) 

•     Λύνουµε την εξίσωση  f ′ (x) = 2   στο διάστηµα   (–1 , 2) 

       f ′ (x) = 2    
(2΄)

⇔     3 2x – 1 = 2          

                                     32x = 3      

                                    2x = 1     ⇔    x = 1 ,   άρα ζητούµενος  ξ  είναι ο  1 
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3. 
Αν  α < β ,  να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις   f(x) = xe   και  g(x) = lnx   
ικανοποιούν τις υποθέσεις του   Θ. Μ. Τ   στο διάστηµα   [α , β]  και στη  
συνέχεια ότι : 

               eα  <  e eβ α−
β−α

 <  eβ          και       1
β

 <  ln lnβ− α
β−α

  < 1
α

 

Για τη συνάρτηση   g(x) = lnx   υποθέτουµε επιπλέον  ότι  0 < α  < β 

Λύση 

f   συνεχής  στο  [α , β] ,  αφού είναι συνεχής στο  ℝ  
f   παραγωγίσιµη στο  (α , β)  αφού είναι παραγωγίσιµη στο  ℝ  

Από το  Θ.Μ.Τ ,  υπάρχει   ξ∈(α , β)  τέτοιο , ώστε   f ′ (ξ) = ( )f(β) f
β

α
α

−
−

 

Αλλά  f ′ (x) = xe    ⇒     f ′ (ξ) = eξ ,  οπότε      eξ  =  e eβ α−
β−α

     (1) 

α < ξ < β    ⇒      eα   <    eξ   <  eβ      
(1)

⇒  

                            eα   <   e eβ α−
β−α

  <  eβ  

 
g   συνεχής  στο  [α , β] ,  αφού είναι συνεχής στο  (0 , +∞ ) 
g   παραγωγίσιµη στο  (α , β)  αφού είναι παραγωγίσιµη στο  (0 , +∞ ) 

Από το  Θ.Μ.Τ ,  υπάρχει   ξ∈(α , β)  τέτοιο , ώστε   g′ (ξ) = ( )g( ) gβ − α
β−α

 

Αλλά  g′ (x) = 1
x

   ⇒     g′ (ξ) = 1
ξ

 ,    οπότε    1
ξ

 =  ln lnβ− α
β−α

       (2) 

0 < α < ξ < β    ⇒     1
β

 < 1
ξ

 < 1
α

    
(2)

⇒      1
β

 <  ln lnβ− α
β−α

  < 1
α
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Β΄  Οµάδας 

1. 
∆ίνεται η συνάρτηση   f(x) = 4x – 20 3x –  25 2x –  x + 1  
i)    Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   f(x) = 0   έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο  
      διάστηµα  (–1,  0)   και µία τουλάχιστον στο διάστηµα  (0,  1) 

ii)    Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   4 3x – 60 2x – 50x – 1 = 0   έχει µία τουλάχιστον  
      ρίζα στο διάστηµα  (–1,  1)   
Λύση 
i) 
f συνεχής στο  ℝ ,  αφού είναι πολυωνυµική 
f(–1) = 4( 1)− – 20 3( 1)− –  25 2( 1)− –  (–1) + 1 = 1 + 20 – 25 + 1 + 1 = –2 
f(0) = 1 
Άρα   f(–1) f(0) = –2 < 0 
Εποµένως , κατά το θεώρηµα Bolzano ,  η εξίσωση   f(x) = 0   έχει µία τουλάχιστον 
ρίζα   1ξ   στο διάστηµα  (–1,  0)  

Οµοίως ,  η εξίσωση   f(x) = 0   έχει µία τουλάχιστον ρίζα  2ξ  στο διάστηµα  (0,  1) 

ii) 
Είναι    f ′ (x) = 4 3x – 60 2x – 50x – 1 
Έτσι ,  αρκεί  να αποδείξουµε , ότι  η εξίσωση   f ′ (x) = 0  έχει µία τουλάχιστον  
ρίζα στο διάστηµα  ( 1ξ , 2ξ ). 

f   συνεχής στο διάστηµα   [ 1ξ , 2ξ ] 

f   παραγωγίσιµη στο  ( 1ξ , 2ξ )              Rolle   ⇒    η εξίσωση   f ′ (x) = 0  έχει µία  
f( 1ξ ) = f( 2ξ ) = 0                                                    τουλάχιστον ρίζα  στο   ( 1ξ , 2ξ ) 
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2. 
∆ίνεται η συνάρτηση   f(x) = (x – 1)ηµx.   Να αποδείξετε ότι : 
i)     H εξίσωση   f ′ (x) = 0  έχει  µία  τουλάχιστον  ρίζα  στο ανοικτό  διάστηµα   
       (0,  1) 
ii)     H εξίσωση    εφx = 1 – x   έχει µία  τουλάχιστον ρίζα  στο ανοικτό διάστηµα   
       (0,  1) 
Λύση 
i) 
f    συνεχής στο διάστηµα   [0, 1]  σα γινόµενο συνεχών 
f    παραγωγίσιµη στο  (0, 1)  σα γινόµενο παραγωγίσιµων          
f(0) = (0 – 1)ηµ0 = –1⋅0 = 0    και     f(1) = (1 – 1)ηµ1 =  0⋅ηµ1 = 0                                              
Rolle   ⇒    η εξίσωση   f ′ (x) = 0  έχει µία τουλάχιστον ρίζα   ξ∈ (0, 1) 

ii) 
Είναι  f ′ (x) = ηµx + (x – 1)συνx 
Για κάθε   x∈ (0, 1) ,  η εξίσωση    εφx = 1 – x    γράφεται   

x
x

ηµ
συν

 = 1 – x    

 ηµx = (1 – x)συνx 
 ηµx + (x – 1)συνx = 0  
f ′ (x) = 0 ,  η οποία , από το  (i) ,  έχει µία τουλάχιστον ρίζα   ξ∈ (0, 1) 
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3. 
i)     ∆ίνεται µια συνάρτηση  f  µε   f ′ (x)≠ 1  για κάθε  x∈ℝ .  Να αποδείξετε ότι η  
       εξίσωση   f(x) = x    έχει το πολύ µία πραγµατική ρίζα . 

ii)     Να αποδείξετε ότι η εξίσωση    ηµ x
2

 = x    αληθεύει µόνο για  x = 0 

Λύση 
i)      
Η εξίσωση    f(x) = x    γράφεται    f(x) – x = 0. 
Θέτουµε   g(x) = f(x) – x ,   x∈ℝ  
Τότε   ǵ (x) = f ′ (x) – 1 ≠ 0.    (1) 
Θα αποδείξουµε ότι  η εξίσωση   g(x) = 0   έχει το πολύ µία πραγµατική ρίζα . 
Έστω ότι έχει δύο πραγµατικές ρίζες  1x  ,  2x . 

g    συνεχής  στο  [ 1x , 2x ]. 

      παραγωγίσιµη  στο ( 1x , 2x )        Rolle  ⇒    η εξίσωση  g ́ (x) = 0  έχει ρίζα στο 
g ( 1x ) = g( 2x ) = 0                                                    διάστηµα  ( 1x , 2x ) ,  που είναι  
                                                                                           άτοπο  από την  (1) 
 
ii)      

Η εξίσωση    ηµ x
2

 = x    αληθεύει  για  x = 0 ,  αφού   ηµ 0
2

 = 0 

Θέτουµε   f(x) = ηµ x
2

 ,  x∈ℝ         Τότε   f ′ (x) = 1
2
συν x

2
 

Είναι   f ′ (x) ≠ 1,     
διότι ,  αν ήταν  f ′ (x) = 1   τότε 

                         1
2
συν x

2
 = 1  δηλαδή  συν x

2
 = 2  που είναι άτοπο . 

Εποµένως ισχύουν οι προϋποθέσεις του ερωτήµατος  (i),  άρα η εξίσωση   ηµ x
2

 = x   

έχει το πολύ µία πραγµατική ρίζα ,  που είναι η   x = 0. 
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4. 

i)     Να αποδείξετε ότι   2
x  

1 x+
 ≤  1

2
,   για κάθε  x∈ℝ  

ii)     Αν   f  είναι µία συνάρτηση παραγωγίσιµη  στο  ℝ ,  µε   f ′ (x) = 2
x

1 x+
 ,   

       να αποδείξετε ότι  για όλα τα  α , β ∈ℝ   ισχύει : 

                                      │f(β) – f(α)│ ≤  1
2
│β – α│ 

Λύση 
i)      

2
x  

1 x+
 ≤  1

2
    ⇔      2

x
1 x+

 ≤  1
2

 

                                        2x  ≤  21 x+  

                                       2x  ≤  1 + 2x  

                                       0 ≤  2x – 2 x  + 1    ⇔   0 ≤  ( x – 1 2)    που ισχύει 
ii)      

Αρκεί να αποδείξουµε ότι   ( ) ( )f fβ − α
β−α

 ≤  1
2

 

ή ότι                                     ( ) ( )f f
  

β − α
β−α

 ≤  1
2

 

 
∆ε βλάπτεται η γενικότητα θεωρώντας   α < β 
f συνεχής στο [α , β]  και  παραγωγίσιµη στο  (α , β) ,  µε  Θ.Μ.Τ   ⇒  

υπάρχει  ξ∈(α , β)  τέτοιο,  ώστε   f ′ (ξ) =  ( ) ( )f fβ − α
β−α

    ⇒  

                                                     │ f ′ (ξ)│= ( ) ( )f f
  

β − α
β−α

      (1)    

Η υπόθεση  f ′ (x) = 2
x

1 x+
   ⇒      │ f ′ (x)│= 2

x  
1 x+

 
(i)

≤  1
2

    και για  x = ξ 

                                                         │ f ′ (ξ)│≤  1
2

    
(1)

⇒  

                                                         ( ) ( )f f
  

β − α
β−α

 ≤  1
2
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5. 
Έστω µια συνάρτηση  f η οποία είναι συνεχής στο  [0,  4]  και ισχύει    
2 ≤  f ′ (x) ≤  5   για κάθε   x∈(0,  4) .  Αν   f(0) = 1  να αποδείξετε ότι   
9 ≤  f(4) ≤  21 
Λύση 
f συνεχής στο [0 , 4]  και  παραγωγίσιµη στο  (0 , 4) ,  µε  το  Θ.Μ.Τ   ⇒  

υπάρχει  ξ∈(0 , 4)  τέτοιο,  ώστε   f ′ (ξ) =  ( ) ( )f 4 f 0
4 0
−
−

  =  ( )f 4 1
4
−

      (1) 

Η υπόθεση   2 ≤  f ′ (x) ≤  5   για  x = ξ    γίνεται   2 ≤  f ′ (ξ) ≤  5     
(1)

⇒  

                                                                                 2 ≤  ( )f 4 1
4
−

 ≤  5 

                                                                                 8 ≤  f(4) – 1 ≤  20 
                                                                                 9 ≤  f(4) ≤  21 
 

6. 
Έστω µια συνάρτηση  f η οποία είναι συνεχής στο  [–1,  1]  και ισχύει    
f ′ (x) ≤  1 για κάθε   x∈(–1,  1).   Αν   f(–1) = –1  και   f(1) = 1,  να  
αποδείξετε ότι   f(0) = 0, εφαρµόζοντας το  Θ.Μ.Τ  για την  f  σε καθένα  
από τα διαστήµατα   [–1, 0]  και  [0, 1] . 
Λύση 
f συνεχής στο  [–1, 0]   και  παραγωγίσιµη στο   (–1, 0) ,   µε  το  Θ.Μ.Τ   ⇒  

υπάρχει  ξ∈(–1 , 0)  τέτοιο, ώστε f ′ (ξ) =  ( ) ( )
( )

f 0 f 1
0 1
− −
− −

   

                                                                =  ( )f 0 ( 1)
1
− −

  

                                                                = f (0) + 1    
Επειδή όµως    f ′ (x) ≤  1  για κάθε   x∈(–1,  1) ,  θα είναι και  f ′ (ξ) ≤  1 
Άρα   f(0) + 1 ≤  1     ⇒      f(0) ≤  0      (1) 
 
f συνεχής στο  [0, 1]   και  παραγωγίσιµη στο   (0, 1) ,   µε  το  Θ.Μ.Τ   ⇒  

υπάρχει  η∈(0 , 1)  τέτοιο, ώστε f ′ (η) =  ( ) ( )f 1 f 0
1 0
−
−

  =  1 –f(0)     

Επειδή όµως    f ′ (x) ≤  1  για κάθε   x∈(–1,  1) ,  θα είναι και  f ′ (η) ≤  1 
Άρα   1 –f(0) ≤  1     ⇒      f(0) ≥  0      (2) 
Από τις  (1) , (2)   ⇒    f(0) = 0 
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7. 
Να αποδείξετε µε το θεώρηµα του  Rolle  ότι  οι γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων    
                              f(x) = x2   και   g(x) = – 2x + 2x + 1  
έχουν  ακριβώς δύο κοινά σηµεία τα  Α(0, 1) ,   Β(1, 2) 
Λύση 
Είναι   fD  = gD  = ℝ  

Θεωρούµε τη συνάρτηση   h(x) =  f(x) – g(x) ,  x∈ ℝ  
                                            h(x) =  x2 – (– 2x + 2x + 1) 
                                            h(x) =  x2 + 2x – 2x – 1    

 άρα    h́ (x) = x2 ln2 + 2x – 2    και     h́ ΄(x) = x2 (ln2 2)  + 2 > 0  για κάθε  x∈ ℝ   (1) 
 

Είναι   h(0) =  02 + 20 – 2. 0 – 1  =  1 – 1 = 0    ⇒   το  Α  είναι κοινό σηµείο 
και      h(1) =   12 + 21 – 2. 1 – 1  =  2 + 1 – 2 – 1 = 0   ⇒   το  Β  είναι κοινό σηµείο 
 
Ας υποθέσουµε , τώρα , ότι οι   fC ,  gC   έχουν και τρίτο κοινό σηµείο  Γ(ρ, σ)  

και, χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα , ας υποθέσουµε ότι   ρ > των  0 και  1. 
Τότε   f(ρ) = g(ρ) = σ,   άρα    h(ρ) = 0 
Για την  h ,   ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θ. Rolle στο  διάστηµα  [0,  1] ,   
άρα  υπάρχει  1ξ ∈(0 ,  1)  τέτοιο ώστε  h́ ( 1ξ ) = 0 

Οµοίως , στο διάστηµα  [1,  ρ] ,  υπάρχει  2ξ ∈(1,  ρ)  τέτοιο ώστε  h́ ( 2ξ ) = 0 

 
Για την  h́  ,   ισχύουν οι προϋποθέσεις του  θ. Rolle στο  διάστηµα  [ 1ξ , 2ξ ] ,   

άρα  υπάρχει   ξ∈( 1ξ , 2ξ )   τέτοιο  ώστε  h́ ΄(ξ) = 0  που είναι άτοπο από την  (1) 

Άρα  οι   fC ,  gC   δε µπορούν να έχουν και τρίτο κοινό σηµείο   

 
 

 


