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2.1 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  219 – 221 
 
A΄  Oµάδας 

1.i) 
Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 2x + 1   στο  xο = 0 

Λύση 

fD = ℝ   

f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

2x 1 1
x
+ −  = 

x 0
lim
→

x = 0 

 
 
1.ii) 
Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 2

1
x

   στο  xο = 1 

Λύση 

fD = ∗
ℝ  

f΄(1) = 
x 1
lim
→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 
x 1
lim
→

2
1 1
x
x 1

−

−
  

                                          = 
x 1
lim
→

2

2
1 x

x (x 1)
−
−

  

                                         = 
x 1
lim
→

2
(1 x)(1 x)

x (x 1)
− +

−
  

                                         =
x 1
lim
→

2
(x 1)(1 x)
x (x 1)

− − +
−

  

                                         = 
x 1
lim
→

2
(1 x)
x

− +  = 2
(1 1)
1

− +  = –2 

 
 
1.iii)  
Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 2 xηµ    στο  xο = 0 

Λύση 

fD = ℝ  

Κοντά στο  xο = 0   είναι    ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
2 2x 0
x 0

ηµ −ηµ
−

 = 
2 x

x
ηµ  = x

x
ηµ  ηµx 

 

f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

x
x

ηµ  . 
0

lim
x→

 ηµx = 1⋅0 = 0 
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2.i) 
Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = x x    στο  xο = 0 

Λύση 

fD = ℝ  

Για  x ≠ 0  είναι     ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

= 
x x 0

x 0
−
−

 = x  

 

f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

x  = 0 

 
 
2.ii) 
Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = x 1−    στο  xο = 1 

Λύση 

fD = ℝ  

Για  x ≠ 1  είναι     ( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 
x 1 0

x 1
− −
−

 = 
x 1
x 1
−
−

 

 

x 1
lim

+→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 
x 1
lim

+→

x 1
x 1
−
−

 = 
x 1
lim

+→
1 = 1         (1) 

  

x 1
lim

−→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 
x 1
lim

−→

(x 1)
x 1

− −
−

 = 
x 1
lim

−→
 (–1) = –1         (2) 

 
Από τις  (1),  (2)  συµπεραίνουµε ότι η  f δεν είναι παραγωγίσιµη στο xο = 1 

 
 
2.iii)  
Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 2x 3x−    στο  xο = 1 

Λύση 

fD = ℝ  

 Πρόσηµο του τριωνύµου    2x –3x 
 
 

Κοντά στο  xο = 1   είναι    ( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 =  
2 2(x 3x) 1 3 1

x 1
− − − − ⋅

−
  

                                                                 = 
2x 3x 2
x 1

− + −
−

 

                                                                 = (x 1)(x 2)
x 1

− − −
−

 = 2 – x 

f΄(1) = 
x 1
lim
→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 
x 1
lim
→

 (2 – x) = 2 – 1 = 1 
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2.iv) 

Να βρείτε (αν υπάρχει) την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 
2x x 1 x 0

x 1 x 0

 ,     

      ,     

 + + <

+ ≥

   

στο  xο = 0 

Λύση 

x 0
lim

−→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim

−→

2x x 1 (0 1)
x

+ + − +          

                               = 
x 0
lim

−→

2x x
x
+   

                               = 
x 0
lim

−→

x(x + 1)
x
    

                               = 
x 0
lim

−→
 (x + 1) = 0 + 1 = 1      (1) 

 

x 0
lim

+→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim

+→

x 1 (0 1)
x

+ − +  = 
x 0
lim

+→

x
x

 = 
x 0
lim

+→
1 = 1      (2) 

 

Από  (1)  και  (2)   έχουµε   f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 1 

 
 
3. 
Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο  0 , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   
g(x) = xf(x)  είναι παραγωγίσιµη στο  0. 
Λύση 

f είναι συνεχής στο  0    ⇒    
x 0
lim
→

f(x) = f(0) 

Για  x ≠ 0  είναι     ( ) ( )g x g 0
x 0
−
−

 = ( ) ( )x f x 0 f 0
x
− ⋅

 = f(x) 

Άρα   
x 0
lim
→

( ) ( )g x g 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

f(x) = f(0)    ⇒    g′ (0) = f(0) 

 
 
4.i) 
Αφού µελετήσετε ως προς τη συνέχεια  στο  xο = 0  τη συνάρτηση    

                                   ( )f x = 
2

3

x 1 x 0

x x 0

 ,    

      ,     

 + <


≥
 

να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 
Λύση 

x 0
lim

−→
( )f x  = 

x 0
lim

−→
( 2x + 1) = 1      και    

x 0
lim

+→
( )f x  = 

x 0
lim

+→

3x = 0 

Άρα δεν υπάρχει το  
0

lim
x→

( )f x ,  οπότε η  f  δεν είναι συνεχής στο 0,  άρα ούτε 

παραγωγίσιµη  σ’αυτό. 
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4.ii) 
Αφού µελετήσετε ως προς τη συνέχεια  στο  xο = 1  τη συνάρτηση    

                                   ( )f x = │x – 1│+ 1 

να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. 

Λύση 

fD = ℝ  

1
lim
x→

( )f x  = 
x 1
lim
→

(│x – 1│+ 1 ) = 1     και    f(1) = │1 – 1│+ 1 = 1 

Άρα   
x 1
lim
→

( )f x  = ( )f 1  ,   οπότε  f συνεχής στο  1 

Για  x < 1   είναι      ( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = (x 1) 1 1
x 1

− − + −
−

 = –1 

                  Οπότε   
x 1
lim

−→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = –1         (1) 

Για  x > 1   είναι      ( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = x 1 1 1
x 1

− + −
−

 = 1 

                  Οπότε   
x 1
lim

+→

( ) ( )f x f 1
x 1
−
−

 = 1           (2) 

 
Από  (1) ,  (2)    συµπεραίνουµε ότι  η  f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1 
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5. 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της  fC   (αν ορίζεται) στο σηµείο   

Α( xο , f( xο ))  για κάθε µία των ασκήσεων  1  και  2 . 

Λύση 
•    Για την άσκηση   (1i) ,  αποδείχθηκε   f΄(0) = 0  και   f(0) = 1 
      Οπότε     ε :  y –f(0) = f́ (0)(x – 0)       
                           y – 1 = 0(x – 0)     ⇔     y  = 1 
 
•    Για την άσκηση   (1ii) ,  αποδείχθηκε   f΄(1) = –2  και   f(1) = 1 
      Οπότε     ε :  y –f(1) = f́ (1)(x – 1)       
                           y – 1 = –2(x – 1)           
                           y – 1  = –2x + 2     ⇔     y  = –2x + 3      
 
•    Για την άσκηση   (1iii)  ,  αποδείχθηκε   f΄(0) = 0  και   f(0) = 0 
      Οπότε     ε :  y –f(0) = f́ (0)(x – 0)       
                           y – 0 = 0 (x – 0)     ⇔       y  =  0 
 
•    Για την άσκηση   (2i) ,  αποδείχθηκε   f΄(0) = 0  και   f(0) = 0 
      Οπότε     ε :  y –f(0) = f́ (0)(x – 0)       
                           y – 0 = 0(x – 0)     ⇔       y  = 0 
 
•    Για την άσκηση   (2ii) ,  αποδείχθηκε ότι  η  f δεν είναι παραγωγίσιµη στο xο = 1  

      άρα δεν ορίζεται εφαπτοµένη της  fC   στο σηµείο (1,  f(1)) = (1, 0) 

 
•    Για την άσκηση   (2iii)  ,  αποδείχθηκε   f΄(1) = 1  και   f(1) = 2 
      Οπότε     ε :  y –f(1) = f́ (1)(x – 1)       
                           y – 2 = 1(x – 1)           
                           y – 2  = x – 1      ⇔       y  = x + 1      
 
•    Για την άσκηση  (2iv) ,  αποδείχθηκε   f΄(0) = 1 .  και   f(0) = 1 
      Οπότε     ε :  y –f(0) = f́ (0)(x – 0)       
                           y – 1 = 1(x – 0)     ⇔       y  = x + 1 
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B΄  Oµάδας 

1.  
Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  ( )f x = 2 – x  + xηµ x   στο σηµείο  xο = 0 

Λύση 

fD = ℝ  

Κοντά στο xο = 0   είναι    ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
2 x x x 2

x
− + ηµ −

  

                                                                 = 
x( 1 x)

x
− +ηµ

  

                                                                 = –1+ ηµ x  

f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

 (–1+ ηµ x ) = –1 + ηµ0 = –1 

  
 
2. 
Αν για µια συνάρτηση  f ισχύει   f(1 + h) = 2 + 3h + 32h + 3h  ,  για κάθε  h∈ℝ , να 
αποδείξετε ότι :    i)   f(1) = 2                     ii)    f΄(1) = 3 
Λύση 
i) 
Για  h = 0 ,  η υπόθεση δίνει   f(1) = 2    
ii) 

Για κάθε  h≠ 0   είναι    f(1 h) f(1)
h

+ −  = 
2 32 3h 3h h 2

h
+ + + −  = 3 + 3h + 2h  

Άρα   f΄(1) = 
h 0

f(1 h) f(1)lim
h→

+ −  = 
h 0
lim
→

(3 + 3h + 2h ) = 3 + 0 + 0 = 3 
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3. 

Αν    ( )f x = 

1 x 0
1 x

x 1 x 0

        ,     

    ,     

 < −

ηµ + ≥

 ,    να αποδείξετε ότι ορίζεται εφαπτοµένη της   fC  

στο σηµείο  Α(0, 1)  και σχηµατίζει µε τον άξονα των  x  γωνία  
4
π  

Λύση 

Για  x < 0  είναι    ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
1 1

1 x
x

−−   

                                                   = 1 (1 x)
x(1 x)
− −

−
  

                                                   = 1 1 x
x(1 x)
− +
−

  =  1
1 x−

 

 Άρα   
x 0
lim

−→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim

−→

1
1 x−

 = 1     (1) 

 

Για  x > 0  είναι    ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = x 1 1
x
 ηµ + −  = x

x
ηµ  

Άρα   
x 0
lim

+→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim

+→

x
x

ηµ  = 1      (2) 

 

Από  (1) , (2)    ⇒     f́ (0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 1 

Άρα , στο σηµείο  Α(0, 1)  ορίζεται εφαπτοµένη της  fC  µε συντελεστή διεύθυνσης  

f΄(0) = 1 = εφ
4
π  
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4. 

Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης   ( )f x = 

1 x, x 0
x

0 , x 0

      

                  

−συν ≠


=

   στο   xο = 0 

Λύση 

Για  x ≠  0  είναι    ( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 =  
1 x 0

x
x

−συν −
  

                                                     = 2
1 x

x
−συν   

                                                     = 2
(1 x)(1 x)

x (1 x)
−συν +συν

+συν
 

                                                     =
2

2
1 x)

x (1 x)
−συν
+ συν

  

                                                     = 
2

2
x

x (1 x)
ηµ
+συν

  =  ( )
2x

x
ηµ 1

1 x+ συν
 

f΄(0) = 
0

lim
x→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
0

lim
x→

( )
2x

x
ηµ .

0
lim
x→

1
1 x+ συν

 = 21  1
1 0+ συν

 = 1
1 1+

 = 1
2
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5. 
Αν   x + 1 ≤  ( )f x ≤  2x + x + 1   για κάθε  x∈ℝ ,  να αποδείξετε ότι : 
i)      ( )f 0 = 1            

ii)      1 ≥  ( ) ( )f x f 0
x
−

 ≥  x + 1   για κάθε  x < 0      και   

        1 ≤  ( ) ( )f x f 0
x
−

 ≤  x + 1   για κάθε  x > 0      

iii)    f΄(0) = 1 
Λύση 
i) 
Για  x = 0  η  υπόθεση    ⇒     1 ≤ ( )f 0  ≤  1     ⇒     ( )f 0  = 1    

ii) 
x + 1 ≤  ( )f x ≤  2x + x + 1     ⇒       x + 1 – 1  ≤  ( )f x  – ( )f 0  =  ≤  2x + x + 1 – 1  

                                                                         x ≤  ( )f x  – ( )f 0  =  ≤  2x + x      (1) 

•        Για  x < 0 ,  η  (1)    ⇒    x
x
≥  ( ) ( )f x f 0

x
−

 ≥  
2x + x

x
   

                                                   1 ≥  ( ) ( )f x f 0
x
−

 ≥  x + 1            (2) 
  

•        Για  x > 0 ,  η  (1)    ⇒    x
x
≤  ( ) ( )f x f 0

x
−

 ≤  
2x + x

x
   

                                                   1 ≤  ( ) ( )f x f 0
x
−

 ≤  x + 1            (3) 
 
iii) 
Επειδή   

0
lim

x −→
( x + 1) = 1 ,   µε κριτήριο παρεµβολής στη  (2)  θα έχουµε        

                               
0

lim
x −→

( ) ( )f x f 0
x
−

 = 1       (4) 

Οµοίως , µε κριτήριο παρεµβολής στη  (3)  θα έχουµε     

                               
0

lim
x +→

( ) ( )f x f 0
x
−

 = 1       (5) 

 

Από τις  (4) , (5)   ⇒   f΄ (0) = 
0

lim
x→

( ) ( )f x f 0
x
−

 = 1 
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6. 
Αν µια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο σηµείο  xο = 0   και για κάθε  x∈ℝ   ισχύει     

                               2ηµ x – 4x  ≤   x ( )f x  ≤  2ηµ x + 4x  

να αποδείξετε ότι : 
i)    ( )f 0 = 0                            ii)    f΄(0) = 1 

Λύση 
i) 
f συνεχής στο σηµείο  xο = 0     ⇒     

0
lim

x +→
( )f x  = ( )f 0       (1) 

Αρκεί να βρούµε το  
0

lim
x +→

( )f x  

Για  x > 0 ,  η   υπόθεση   ⇒     
2 4x x
x

ηµ −  ≤  ( )f x  ≤  
2 4x x

x
  ηµ +  

                                                   
2 x

x
ηµ  – 3x ≤  ( )f x  ≤  

2 x
x

ηµ  + 3x  

                                              x
x

ηµ  ηµx – 3x ≤  ( )f x  ≤  x
x

ηµ  ηµx + 3x     (2) 
 

Αλλά    
x 0
lim

+→
 ( x

x
ηµ  ηµx ±  3x ) = 1⋅ηµ0 ±  30  = 0. 

Με το κριτήριο παρεµβολής στη  (2)  θα έχουµε    
x 0
lim

+→
( )f x  = 0  

(1)

=  ( )f 0  

ii) 

Για   x ≠  0   η   υπόθεση    ⇒    
2 4

2
x x
x

ηµ −  ≤  ( )
2

xf x
x

 ≤  
2 4

2
x x
x
  ηµ +  

                                                    
2

2
x

x
ηµ  – 2x  ≤  ( )f x

x
 ≤  

2

2
x

x
ηµ  + 2x  

                                               ( )
2x

x
ηµ  – 2x  ≤  ( ) ( )f x f 0

x
−

 ≤  ( )
2x

x
ηµ  + 2x     (3) 

Αλλά    
x 0
lim
→

[ ( )
2x

x
ηµ ± 2x ] = 21 ±  0 = 1 

Με κριτήριο παρεµβολής στην  (3)  θα έχουµε     
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x
−

 = 1 

Άρα   f΄(0) = 1 
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7. 

Αν η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο  0  και   
x 0
lim
→

( )f x
x

 = 4 ,  να αποδείξετε ότι : 

i)    ( )f 0 = 0                            ii)    f΄(0) = 4 

Λύση 
i) 

f είναι συνεχής στο  0    ⇒      ( )f 0 = 
x 0
lim
→

( )f x  = 
x 0
lim
→

[  ( )f x
x

 x ]  

                                                            = 
x 0
lim
→

( )f x
x

 . 
x 0
lim
→

x  =  4 . 0 = 0 

ii) 

f΄(0) = 
x 0
lim
→

( ) ( )f x f 0
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

( )f x
x

 = 4 

 
 
8. 
Να αποδείξετε ότι , αν µια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιµη στο  xο , τότε 

i)     
h 0
lim
→

( ) ( )f x h f x
h

ο ο− −
 = – f ́ ( xο ) 

ii)     
h 0
lim
→

( ) ( )of x h f x h
h

ο+ − −
 = 2 f ́ ( xο ) 

Λύση 

f  παραγωγίσιµη στο  xο    ⇒     
u 0
lim
→

( ) ( )f x + u f x
u

  ο ο−
 = f΄( xο )        (1) 

i) 

h 0
lim
→

( ) ( )f x h f x
h

ο ο− −
 = –

h 0
lim
→

( ) ( )f x + ( h) f x
h

ο ο− −
−

             (όπου  − h   θέτουµε  u  

                                      = –
u 0
lim
→

( ) ( )f x + u f x
u

  ο ο−
                   οπότε  και  u →0 ) 

                                     
(1)

=  – f́ ( xο ) 

ii) 

h 0
lim
→

( ) ( )of x h f x h
h

ο+ − −
 = 

h 0
lim
→

( ) ( ) ( ) ( )0f x + h f x + f x f x h
h

ο ο ο− − −
  

                                           = 
h 0
lim
→

 [ ( ) ( )f x + h f x
h

ο ο−
−  

( ) ( )f x h f x
h

ο ο− − ] 

                                           = 
h 0
lim
→

( ) ( )f x + h f x
h

ο ο−
 −  

h 0
lim
→

( ) ( )f x h f x
h

ο ο− −
 

                                         
(1, i) 
= f΄( xο ) – (–f ́  ( xο ))  =  2 f́ ( xο ) 

 
 


