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Γενικές  ασκήσεις  σχολικού  βιβλίου σελίδας   50 – 51 
 
1. 
Αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί  κ,  λ,  µ  µε   κ + λ  + µ  ≠ 0,  τέτοια, ώστε  

                      κ + λ + µ = 0      και      κΟΑ
����

+ λΟΒ
����

+ µΟΓ
����

 = 0
�

, 
να αποδείξετε ότι τα σηµεία  Α,  Β  και  Γ  είναι συνευθειακά και αντίστροφα. 

Λύση 

Ευθύ 

κ + λ  + µ  ≠ 0   ⇒   ένας τουλάχιστον από τους  κ,  λ,  µ  είναι  ≠ 0.  Έστω  λ ≠ 0. 

 
κ + λ + µ = 0    ⇒    κ = – λ – µ  
 

κΟΑ
����

+ λΟΒ
����

+ µΟΓ
����

 = 0
�

    ⇒     (– λ – µ) ΟΑ
����

+ λΟΒ
����

+ µΟΓ
����

 = 0
�

     

                                                      – λΟΑ
����

 – µΟΑ
����

+ λΟΒ
����

+ µΟΓ
����

 = 0
�

    

                                                      λ(ΟΒ
����

 – ΟΑ
����

) + µ(ΟΓ
����

 – ΟΑ
����

) = 0
�

     

                                                      λΑΒ
����

 + µΑΓ
����

 = 0
�

    
                                                      λΑΒ

����
 = – µΑΓ

����
     

                                                      ΑΒ
����

= µ
−
λ
ΑΓ
����

        

                                                      ΑΒ
����
� ΑΓ
����

    ⇒     Α,  Β  και  Γ  είναι συνευθειακά 
 
Αντίστροφο 
Α,  Β  και  Γ  συνευθειακά     ⇒      ΑΒ

����
� ΑΓ
����

   ⇒    ΑΒ
����

 = ρΑΓ
����

            

                                                          ΟΒ
����

 – ΟΑ
����

= ρ(ΟΓ
����

 – ΟΑ
����

)           

                                                          ΟΒ
����

 – ΟΑ
����

= ρΟΓ
����

 – ρΟΑ
����

       

                                                          ΟΒ
����

 – ΟΑ
����

 –  ρΟΓ
����

 + ρΟΑ
����

 = 0
�

      

                                                         (ρ – 1) ΟΑ
����

 + 1ΟΒ
����

+ (– ρ)ΟΓ
����

 = 0
�

    (1) 
 
Θέτουµε  ρ – 1 = κ,   1 = λ,   – ρ = µ.      
Τότε   κ + λ + µ = ρ – 1 + 1 – ρ = 0    και 

(1)     ⇒      κΟΑ
����

+ λΟΒ
����

+ µΟΓ
����

 = 0
�
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2. 
Αν για το σηµείο  Μ  του επιπέδου ενός τριγώνου  ΑΒΓ  ισχύουν οι σχέσεις  
ΑΜ
�����

 = λΑΒ
����

+ µΑΓ
����

  και  ΒΜ
�����

= λΑΓ
����

+ µΒΑ
����

,  να αποδείξετε ότι το  Μ  είναι το 
µέσο της πλευράς  ΒΓ. 
Λύση 
Θεωρούµε σηµείο αναφοράς το  Α   και  ΑΒ

����
= β
�

,  ΑΓ
����

= γ
�

,   ΑΜ
�����

= ω
�

 

ΑΜ
�����

 = λΑΒ
����

+ µΑΓ
����

    ⇒       ω
�

= λβ
�

+ µ γ
�

       (1) 

ΒΜ
�����

= λΑΓ
����

+ µΒΑ
����

    ⇒       

ΑΜ
�����

– ΑΒ
����

 = λ γ
�

 + µ(–β
�

)    ⇒    ω
�

– β
�

 = λ γ
�

 –  µβ
�

    ⇒  

                                                     ω
�

= β
�

 + λ γ
�

 –  µβ
�

       (2)    
 

(1),  (2)   ⇒     λβ
�

+ µ γ
�

 = β
�

 + λ γ
�

 –  µβ
�

        

                        λβ
�

+ µ γ
�

 –  β
�

 –  λ γ
�

 + µβ
�

 = 0
�

     

                        (λ – 1 + µ) β
�

 + (µ – λ) γ
�

 = 0
�

   και επειδή τα  β
�

,  γ
�

  είναι µη  
                                                                          συγγραµµικά    θα είναι 
                        λ – 1 + µ = 0   και    µ – λ = 0    
                        λ + µ = 1         και    µ = λ           

                        2λ = 1      ⇒      λ = 1
2

 = µ 

 

Η ισότητα     ΑΜ
�����

 = λΑΒ
����

+ µΑΓ
����

     ⇒         

                      ΑΜ
�����

 = 1
2
ΑΒ
����

+ 1
2
ΑΓ
����

  ⇒        

                      ΑΜ
�����

 = 1
2

(ΑΒ
����

+ ΑΓ
����

 )     ⇒      Μ   µέσο της πλευράς  ΒΓ. 

 
 
3. 
Έστω  Ο  και  Α δύο σταθερά σηµεία του επιπέδου µε  OA

����
= 3.  Ποια γραµµή 

γράφουν τα σηµεία  Μ  του επιπέδου για τα οποία είναι  OΜ
�����

⋅( OΜ
�����

 – 2OA
����

) = 7; 
Λύση 

Θεωρούµε σηµείο αναφοράς το  Α. 

OΜ
�����

⋅ (OΜ
�����

 – 2OA
����

) = 7       ⇔    (AΜ
�����

– AO
����

)( AΜ
�����

 – AO
����

 + 2AO
����

) = 7      

                                                      (AΜ
�����

– AO
����

)( AΜ
�����

+AO
����

) = 7      

                                                      
2

AΜ
�����

– 
2

AO
����

= 7           

                                                      (ΑΜ 2) – 23  = 7           

                                                      (ΑΜ 2) = 16      ⇔        (ΑΜ) = 4. 

Άρα το   Μ  γράφει κύκλο   (Α, 4). 
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4. 
∆ίνονται δύο µη µηδενικά διανύσµατα   α

�
 και  β

�
.  

Αν υπάρχει  λ∈ℝ   τέτοιος, ώστε  α + λβ
��

 = 1,  

να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του παραλληλογράµµου   

ΟΑΓΒ  µε  OA
����

 = α
�

  και  OΒ
����

 = β
�

  είναι µικρότερο  

ή ίσο του  β
�

. 

Λύση 

α + λβ
��

 = 1   ⇒    
2

α +λβ
��

 = 1            

                              ( )
2

α +λβ
��

= 1           

                              2
α
�

+ 2λ(α
�
⋅β
�

) + 2
λ

2
β
�

 = 1     

                             
2

β
�

2
λ +2 (α

�
⋅β
�

)λ + 
2

α
�

– 1 = 0       (1)   
 
Επειδή υπάρχει ο  λ,  η εξίσωση  (1)  έχει ρίζες,   άρα 

∆ ≥  0     ⇒     4(α
�
⋅β
�

2) – 4
2

β
�

(
2

α
�

– 1) ≥  0              

                        (α
�
β
�
συν Ο̂

2) – 
2

β
�

(
2

α
�

– 1) ≥  0    

                       
2

α
� 2

β
�
συ

2
ν Ο̂  – 

2
β
�

(
2

α
�

– 1) ≥  0      

                       
2

α
�
συ

2
ν Ο̂  – (

2
α
�

– 1) ≥  0      

                       
2

α
�
συ

2
ν Ο̂  – 

2
α
�

+ 1 ≥  0       

                       1 ≥  
2

α
�

– 
2

α
�
συ

2
ν Ο̂      

                       1 ≥  
2

α
�

(1 – συ 2
ν Ο̂ )      

                       1 ≥  
2

α
�

 η 2
µ Ο̂     ⇒     ( α

�
 ηµ Ο̂ 2)  ≤  1    ⇒    ˆα ηµΟ

�
 ≤  1   

 

(ΟΑΓΒ) = α
�

 (ΒΚ) = α
�

 β
�

 ηµ Ο̂  = β
�

ˆα ηµΟ
�

 ≤ β
�
⋅1 = β

�
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5. 
Έστω  Ο  το περίκεντρο τριγώνου  ΑΒΓ  (δηλαδή το σηµείο για το οποίο ισχύει   

ΟΑ = ΟΒ = ΟΓ),  και έστω  α
�

,  β
�

  και  γ
�

  τα διανύσµατα θέσεως των κορυφών  Α,  
Β  και  Γ  αντιστοίχως µε σηµείο αναφοράς το Ο. 

(i)     Να δείξετε ότι το σηµείο  Η  µε διάνυσµα θέσεως  ΟΗ
����

= α
�

 +β
�

 + γ
�

  είναι το  
        ορθόκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ. 
(ii)     Να βρείτε  το διάνυσµα θέσεως του βαρύκεντρου του τριγώνου  ΑΒΓ  µε  
        σηµείο αναφοράς το Ο. 
(iii)   Να αποδείξετε ότι  το περίκεντρο  Ο,  το βαρύκεντρο  G  και το ορθόκεντρο  Η  
        ενός τριγώνου  ΑΒΓ  είναι συνευθειακά σηµεία και ότι το  G  διαιρεί το τµήµα 

        ΟΗ  σε λόγο  1
2

. 

Λύση 
                                                         (i) 
                                                         ΑΗ

����
⋅ ΒΓ
����

 = (ΟΗ
����

– ΟΑ
����

)⋅(ΟΓ
����

– ΟΒ
����

) 

                                                                         = (α
�

 +β
�

 +γ
�

– α
�

)⋅( γ
�

– β
�

) 

                                                                         = (β
�

 +γ
�

)⋅( γ
�

 – β
�

) 

                                                                         = 2
γ
�

–  2
β
�

 = 
2

γ
�

–  
2

β
�

= 0    ⇒  

                                                                             AH⊥BΓ 

                                                         Οµοίως  ΒH⊥ΑΓ 
                                                         Άρα  Η  ορθόκεντρο   
 
(ii) 
Έστω  Μ  το µέσο της  ΒΓ 

GΟ
����

 = ΟΑ
����

+ AG
����

  = α
�

 + 2
3

MΑ
�����

  

                              = α
�

 + 2
3
⋅( MΟ
�����

– ΟΑ
����

)  

                              = α
�

 + 2
3

MΟ
�����

 – 2
3
α
�

 

                             = 1
3
α
�

 + 2
3
⋅ 1

2
(ΟΒ
����

+ΟΓ
����

)  

                            = 1
3
α
�

 + 1
3

(β
�

 + γ
�

)    =    1
3

(α
�

 +β
�

 + γ
�

) 

 
(iii) 

ΟΗ
����

= α
�

 +β
�

 +γ
�

   και  GΟ
����

 = 1
3

(α
�

 +β
�

 +γ
�

)    ⇒     ΟΗ
����

 = 3 GΟ
����

     

Άρα    Ο,  G,  Η    συνευθειακά  και  ΟΗ = 3OG    ⇒  

                                                           GΗ = 2GO     ⇒    GO 1
GH 2

=  
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6. 
∆ίνεται παραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  και  κύκλος   
κέντρου  Ο  που διέρχεται από την κορυφή  Α   
και τέµνει τις ευθείες  ΑΒ,  ΑΓ  και  Α∆  στα   
Β΄,  Γ΄ και  ∆΄  αντιστοίχως.  Να αποδείξετε ότι    
ΑΒ
����

⋅ ′ΑΒ
�����

 + Α∆
����

⋅ ′Α∆
����

 = ΑΓ
����

⋅  ′ΑΓ
�����

. 

Λύση 

Φέρνουµε τη διάµετρο  ΑΟΚ  και τις  
ΚΒ΄,  ΚΓ΄,  Κ∆΄. 
Τότε  B̂′= 90ο = ˆ  ′Γ = ˆ ′∆  
 

ΑΒ
����

⋅ ′ΑΒ
�����

= ΑΒ
����

⋅ προ
ΑΒ
β���� ΑΚ
����

 = ΑΒ
����

⋅ ΑΚ
����

,   οµοίως 

Α∆
����

⋅ ′Α∆
����

= Α∆
����

⋅ προ
Α∆
β���� ΑΚ
����

 =  Α∆
����

⋅ ΑΚ
����

    και 

ΑΓ
����

⋅ ′ΑΓ
����

= ΑΓ
����

⋅προ
ΑΓ
β���� ΑΚ
����

 =  ΑΓ
����

⋅ ΑΚ
����

   

ΑΒ
����

⋅ ′ΑΒ
�����

 + Α∆
����

⋅ ′Α∆
����

 = ΑΒ
����

⋅ ΑΚ
����

+ Α∆
����

⋅ ΑΚ
����

 
                                    = (ΑΒ

����
 +Α∆
����

)⋅ ΑΚ
����

 
                                    = ΑΓ

����
⋅ ΑΚ
����

 
                                    = ΑΓ

����
⋅  ′ΑΓ
�����

 
 
 
 
7. 
Έστω ένα τρίγωνο  ΑΒΓ,  G  το κέντρο βάρους του και  ∆,  Ε  τα σηµεία που 

ορίζονται από τις ισότητες   Β∆
����

 = 1
3
ΑΓ
����

   και    ΓΕ
����

 = 1
3
ΑΒ
����

.    

Αν  Ι  είναι το µέσο του  ∆Ε,  να αποδείξετε ότι το  G  είναι το µέσο του  ΑΙ. 

Λύση 
                                                        Αρκεί να αποδείξουµε ότι    ΑΙ

���
= 2 GΑ
����

     
 

                                                         ΑΙ
���

 = 1
2

( Α∆
����

 + ΑΕ
����

)  

                                                                = 1
2

( ΑΒ
����

 +Β∆
����

 +  ΑΓ
����

+ΓΕ
����

) 

                                                                = 1
2

 (ΑΒ
����

+ 1
3
ΑΓ
����

 + ΑΓ
����

 + 1
3
ΑΒ
����

) 

                                                                = 1
2
⋅ 4

3
 (ΑΒ
����

+ΑΓ
����

)  =  2
3

 (ΑΒ
����

+ΑΓ
����

)    (1)                                     

  

2 GΑ
����

 = 2⋅ 2
3
ΑΜ
�����

 = 4
3
⋅ 1

2
(ΑΒ
����

+ΑΓ
����

)  =  2
3

(ΑΒ
����

+ΑΓ
����

)     (2) 

Από τις  (1),  (2)    ⇒    ΑΙ
���

= 2 GΑ
����
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y

x

Μ

Λ

Ο

Ε(α, α)

Θ(α, -α-β)

Ζ

Η

Κ

Α(α, 0)Γ(-β, 0)

Β(0, β)

∆

8. 
Στο διπλανό σχήµα  τα  ΟΑΕ∆,  ΟΒΖΓ   
και  ΑΓΗΘ  είναι τετράγωνα και τα   
Κ,  Λ,  Μ  είναι τα κέντρα τους.  Αφού  
βρείτε τις συντεταγµένες των  Κ,  Λ  και   
Μ,  να αποδείξετε ότι    

ΑΛ
����

= ΚΜ
�����

   και   ΑΛ
����

⊥ ΚΜ
�����

. 

Λύση 

Οι  συντεταγµένες των άλλων κορυφών  

φαίνονται στο σχήµα. 

Κ  µέσο του  ΟΕ   ⇒     Κ(
2
α ,

2
α ) 

Λ  µέσο του  ΒΓ   ⇒     Λ(–
2
β , 

2
β ) 

Μ  µέσο του  ΘΓ  ⇒     Μ(
2

α −β ,
2

−α −β ) 

 

ΑΛ
����

 = (–
2
β – α,  

2
β – 0) =  (– 2

2
β+ α ,  

2
β ) =  1

2
(–β–2α,  β) 

ΚΜ
�����

 = (
2

α −β –
2
α ,  

2
−α −β – 

2
α )  =  (–

2
β ,  2

2
− α −β )  = 1

2
(–β,  –2α – β) 

 

ΑΛ
����

= ΚΜ
�����

    ⇔    
2

ΑΛ
����

= 
2

ΚΜ
�����

    ⇔   

                                 1
4

[(–β–2α 2) + 2
β ] = 1

4
[(–β 2)  +(–2α – β 2) ]    που ισχύει 

ΑΛ
����

⋅ ΚΜ
�����

 = 1
4

[(–β–2α)( –β) + β(–2α – β)] = 1
4

[(β+2α)β – β(2α + β)] = 0 

Άρα   ΑΛ
����

⊥ ΚΜ
�����

. 
 
 


