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1.4 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  39 – 40 
 
A΄ Oµάδας 

1. 
Ποια είναι η θέση στο καρτεσιανό επίπεδο των σηµείων  Μ(x, y)  για τα οποία ισχύει 
(i)    x  = 2               (ii)    x  < 2           (iii)    y  > 2                 (iv)   x  = y  

Λύση 
 
(i) 
x  = 2     ⇔      x = – 2    ή    x = 2 

Η θέση των σηµείων είναι οι ευθείες  ε,  η.  
 
 
 
(ii) 
x  < 2    ⇔     – 2 < x < 2 

 
 
 
 
 
(iii)    
y  > 2    ⇔     y < – 2    ή    y > 2 

 
 
 
 
 
(iv)    
x  = y     ⇔   y = x   ή   y = – x  

Η θέση των σηµείων είναι οι διχοτόµοι  δ, δ΄. 
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2. 
Να βρείτε τις αποστάσεις των παρακάτω σηµείων από τους άξονες  x x′  και  y y′ : 
Α( –1, 2),    Β(3, 4),   Γ(–5, –6),   ∆(α – 1, β + 2),   Μ(x, y). 

Λύση 
                                                         Για το τυχαίο σηµείο  Μ(x, y)  ισχύει 
                                                         d(M, x x′ ) = y    και    d(M, y y′ ) = x     

 
 
 
 
 
d(Α, x x′ ) = 2  = 2    και    d(Α, y y′ ) = 1− = 1 

d(Β, x x′ ) = 4  = 4    και    d(Β, y y′ ) = 3 = 3 

d(Γ, x x′ ) = 6−  = 6    και    d(Γ, y y′ ) = 5−  = 5 

d(∆, x x′ ) = 2β+      και    d(∆, y y′ ) = 1α −  

 
 
 
3. 
∆ίνεται το διάνυσµα  α

�
= ( 2 4,λ −  2 3 2λ − λ + ),  λ∈ℝ .   Για ποια τιµή του  λ  είναι : 

(i)   α
�

 = 0
�

;                    (ii)   α
�
≠ 0
�

    και   α
�
� x x′  

Λύση 

(i)    
α
�

 = 0
�

    ⇔        2 4λ − = 0     και   2 3 2λ − λ +  = 0   ⇔   
                            (λ = 2   ή    λ = – 2)    και    (λ = 2    ή    λ = 1)     ⇔       λ = 2     
 
  (ii)    
α
�

 ≠  0
�

  και  α
�
� x x′    ⇔    

2 4λ − ≠ 0     και     2 3 2λ − λ + = 0     ⇔  
(λ ≠  2   και    λ ≠  – 2)  και  (λ = 2    ή    λ = 1)   ⇔    λ = 1  
 
 
4. 
∆ίνονται τα διανύσµατα   

α
�

 = ( 2 3 2λ − λ + ,  2 2 3 2λ − λ − )    και    β
�

 = ( 2 5 6λ − λ + ,  – 3 2 7 2λ + λ −  ).  Να 

βρείτε  το  λ∈ℝ    ώστε να είναι   α
�

 = β
�

. 
Λύση 
α
�

 = β
�

    ⇔    2 3 2λ − λ +  = 2 5 6λ − λ +   και    2 2 3 2λ − λ −  = – 3 2 7 2λ + λ −    ⇔  

                        2λ = 4    και     5 2
λ –10λ = 0     ⇔  

                        λ = 2      και    2
λ –2λ = 0      ⇔    

                        λ = 2      και     (λ = 2   ή    λ = 0)     ⇔      λ = 2  
 



 

 

3 

5. 
Να βρείτε τον πραγµατικό αριθµό  x,  ώστε τα διανύσµατα    α

�
 = (x, 1)   και 

β
�

 = (4, x)  να είναι οµόρροπα. 
 Λύση 
α
�

,  β
�

   οµόρροπα      ⇔     α
�

= λβ
�

     µε     λ ≥  0       

                                              (x, 1) = λ (4, x)       µε  λ ≥  0      

                                              x = 4λ    και   1 = λx      µε  λ ≥  0      

                                              x = 4λ    και   1 = λ⋅4λ       µε  λ ≥  0      

                                              x = 4λ    και   2
λ  = 1

4
      µε  λ ≥  0         

                                              x = 4λ    και   λ = 1
2

              

                                              x = 4⋅ 1
2

 = 2 

 
 
6. 
Αν   u

�
= (3, 4),  ποιο διάνυσµα είναι συγγραµµικό µε το  u

�
  και έχει διπλάσιο µέτρο  

από το  u
�

; 
Λύση 
Έστω   w

�
  το ζητούµενο διάνυσµα. 

w
�
� u
�

  ⇒     w
�

= λ u
�

     (1)     ⇒     w
�

= uλ
�

    ⇒     w
�

= λ u
�

     (2)   
Αλλά    w

�
= 2 u
�

 

(2)   ⇒     2 u
�

 = λ u
�

     ⇒     λ  = 2    ⇒    λ = 2   ή    λ = –2  

(1)   ⇒      w
�

= 2(3, 4 ) = (6, 8)    ή     w
�

= –2(3, 4 ) = (–6,  –8)    
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7.   
Στο διπλανό σύστηµα συντεταγµένων είναι  ΟΑ

����
= i
�

  και  BΟ
����

= j
�

.  Να εκφράσετε ως 

συνάρτηση των  i
�

  και  j
�

 : 
α)   Τα διανύσµατα θέσεως των σηµείων  Γ,  ∆,  Ε,  Ζ,  Κ  και  Η.. 

β)   Τα διανύσµατα  Γ∆
����

,  ΚΑ
����

,  Η∆
����

,  Κ∆
����

,  ΗΘ
����

,  ΖΑ
����

  και ΚΖ
����

. 
 
Λύση 

α)    ΟΓ
����

= 1
2

i
�

,    Ο∆
����

= i
�

+ j
�

,             

        ΟΕ
����

= 1
2

i
�

+ 1
2

j
�

,      ΟΖ
����

 = 2 j
�

,       

        ΟΚ
����

= 2 i
�

+ 1
2

j
�

,      ΟΗ
����

= 2 i
�

+ j
�

. 

 

β)     Γ∆
����

 = Ο∆
����

–ΟΓ
����

   

               = i
�

+ j
�

 – 1
2

i
�

 = 1
2

i
�

+ j
�

     

        ΚΑ
����

=  ΟΑ
����

–ΟΚ
����

= i
�

– (2i
�

+ 1
2

j
�

)  

                                   = i
�

– 2i
�

– 1
2

j
�

 =  – i
�

– 1
2

j
�

   

        Η∆
����

=  Ο∆
����

–ΟΗ
����

 = i
�

+ j
�

– (2 i
�

+ j
�

) = i
�

+ j
�

– 2 i
�

– j
�

 = – i
�

 

        Κ∆
����

=  Ο∆
����

–ΟΚ
����

 = i
�

+ j
�

– (2i
�

+ 1
2

j
�

) = i
�

+ j
�

– 2i
�

– 1
2

j
�

 = – i
�

+ 1
2

j
�

 

        ΗΘ
����

= ΟΘ
����

–ΟΗ
����

 = 3
2

i
�

+ j
�

– (2 i
�

+ j
�

) = 3
2

i
�

+ j
�

– 2 i
�

– j
�

 = – 1
2

i
�

 

        ΖΑ
����

= ΟΑ
����

 – ΟΖ
����

= i
�

– 2 j
�

 

        ΚΖ
����

= ΟΖ
����

– ΟΚ
����

= 2 j
�

– (2i
�

+ 1
2

j
�

) =  2 j
�

– 2i
�

– 1
2

j
�

 = – 2i
�

+ 3
2

j
�
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8. 
∆ίνονται τα σηµεία  Α(–1, 6)  και  Β(–9, –2).  Να βρείτε   
(i)   Το σηµείο του άξονα  x x′   που ισαπέχει από τα  Α  και  Β. 
(ii)   Το σηµείο του άξονα  y y′   που ισαπέχει από τα  Α  και  Β. 
Λύση 
(i)    
Έστω  Μ(x, 0)  το ζητούµενο σηµείο. 

(ΜΑ) = (ΜΒ)    ⇔    ( )
2

MA = ( )
2

MB    

                                   ( ) ( )
2 2

x 1 0 6+ + − = ( ) ( )
2 2

x 9 0 2+ + +    

                                   2x + 2x +1 + 36 = 2x + 18x + 81+ 4      
                                   16x = – 48           
                                   x = –3.          Άρα     Μ(–3, 0) 
 
(ii)    
Έστω  Μ(0, y)  το ζητούµενο σηµείο. 

 (ΜΑ) = (ΜΒ)    ⇔    ( )
2

MA = ( )
2

MB    

                                    ( ) ( )
2 2

0 1 y 6+ + − = ( ) ( )
2 2

0 9 y 2+ + +    

                                    1+2y – 12y + 36 = 81 + 2y + 4y +4      

                                    16y = – 48         
                                    y = –3.       Άρα     Μ(0, –3). 
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Β΄ Oµάδας 

1.   
Αν τα σηµεία   Κ ( )3 5,

2 2
,   Λ ( )73,

2
,   Μ ( )54,

2
,   Ν ( )3,1   και   Ξ ( )3 1,

2 2
  είναι τα 

µέσα των πλευρών  ΑΒ,  ΒΓ,  Γ∆,  ∆Ε  και  ΕΑ,  αντιστοίχως, του πενταγώνου  

ΑΒΓ∆Ε,  να βρεθούν οι συντεταγµένες των κορυφών του πενταγώνου. 

Λύση 
Έστω    Α ( )1 1x , y ,   Β ( )2 2x , y ,   Γ ( )3 3x , y ,   ∆ ( )4 4x , y    και   Ε ( )5 5x , y    οι κορυφές 

του πενταγώνου. 

Για τις τετµηµένες θα έχουµε    1 2x x+ = 2⋅ 3
2

 = 3 

                                                   2 3x x+ = 2⋅3 =  6 

                                                   3 4x x+ = 2⋅4 =  8 

                                                   4 5x x+ = 2⋅3 =  6 

                                                   5 1x x+ = 2⋅ 3
2

 = 3 

Προσθέτουµε κατά µέλη:           1 22x 2x+ + 3 42x 2x+ + 2 5x = 26   ⇒  

                                                    ( 1 2x x+ ) + ( 3 4x x+ ) + 5x = 13     ⇒  

                                                          3       +      8       + 5x = 13       ⇒    5x = 2 

5 1x x+ = 3    ⇒     2 + 1x = 3     ⇒     1x = 1  

1 2x x+ = 3    ⇒     1 + 2x = 3    ⇒     2x = 2 

2 3x x+ = 6    ⇒     2 + 3x = 6    ⇒     3x = 4 

3 4x x+ = 8    ⇒     4 + 4x = 8    ⇒     4x = 4 

 
Οµοίως, για τις τεταγµένες βρίσκουµε  1y = 1,   2y = 4,    3y = 3,   4y = 2   και  5y = 0. 

 
 
 
2.   
Σ ε ένα σύστηµα συντεταγµένων οι τετµηµένες δύο σηµείων  Α  και  Β  είναι οι ρίζες 

της εξίσωσης   2x – ( 2
λ – 4λ + 3)x –17 = 0.   Nα βρείτε την τιµή του  λ∈ℝ ,  ώστε το 

µέσο του τµήµατος  ΑΒ  να έχει τετµηµένη  4. 
Λύση 

Επειδή   γ = –17 < 0,   η εξίσωση έχει ρίζες, έστω  1x ,  2x . 

Έστω  Μ το µέσο του  ΑΒ.   Τότε   1x + 2x  =  2 Mx    ⇔  

                                                         
2 4 3

1
λ − λ +  = 8         

                                                          2
λ – 4λ + 3 = 8         

                                                          2
λ – 4λ – 5 = 0    ⇔      λ = 5   ή   –1 
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3.   
∆ίνονται τα σηµεία  1Μ ( 1κ , 1λ ),   2Μ ( 2κ , 2λ ),   3Μ ( 3κ , 3λ )  και   4Μ ( 4κ , 4λ ).   

Να αποδείξετε ότι,  αν τα σηµεία αυτά είναι τα µέσα των διαδοχικών πλευρών ενός 
τετραπλεύρου, τότε ισχύει  1κ + 3κ = 2κ + 4κ   και    1λ + 3λ = 2λ + 4λ . 

Λύση 
Έστω    Α ( )1 1x , y ,   Β ( )2 2x , y ,   Γ ( )3 3x , y ,   ∆ ( )4 4x , y   οι κορυφές του τετραπλεύρου 

                                                      
                                                     Για τις τετµηµένες θα έχουµε    
                                                     2 1κ = 1x + 2x        (1) 
                                                     2 2κ = 2x + 3x        (2) 
                                                     2 3κ = 3x + 4x        (3) 
                                                     2 4κ = 4x + 1x        (4) 
 
                                                    (1) + (3)   ⇒     2 1κ + 2 3κ  = 1x + 2x + 3x + 4x  

                                                    (2) + (4)   ⇒     2 2κ + 2 4κ  = 2x + 3x + 4x + 1x  

                                            Άρα   2 1κ + 2 3κ  = 2 2κ + 2 4κ   ⇒    1κ + 3κ  = 2κ + 4κ    

 
                                           Οµοίως για τις τεταγµένες 
 
 
 
4.   
Για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς  1α ,  2α ,  1β ,  2β ,  x,  y  να αποδείξετε 

ότι   ( ) ( )
2 2

1 1x y−α + −β  + ( ) ( )
2 2

2 2x y−α + −β ≥  ( ) ( )
2 2

2 1 2 1α −α + β −β  

Λύση 
Θεωρούµε τα σηµεία   Α ( )1 1,α β ,   Β ( )2 2,α β   και  Γ(x, y) 

Από την τριγωνική ανισότητα έχουµε   (ΑΓ) + (ΒΓ) ≥  (ΑΒ)    ⇒  
 

       ( ) ( )
2 2

1 1x y−α + −β  + ( ) ( )
2 2

2 2x y−α + −β ≥  ( ) ( )
2 2

2 1 2 1α −α + β −β  
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5.   
∆ίνονται δύο µη  συγγραµµικά  διανύσµατα  α

�
  και  β

�
  ενός επιπέδου.  Να 

αποδείξετε ότι οποιοδήποτε διάνυσµα  r
�

  του επιπέδου αυτού µπορεί να  

εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των  α
�

  και  β
�

  κατά µοναδικό τρόπο. 
Λύση 
Έστω   OΡ

����
= r
�

,   OA
����

= α
�

   και   OB
����

= β
�

.                                   Β 

Φέρουµε  ΡΚ�ΟΑ   τότε   KΡ
����

= λα
�

,   OK
����

= µβ
�

                     β
�

 

και   OΡ
����

 = OK
����

+ KΡ
����

   ⇒   r
�

= µβ
�

 + λα
�

     (1)               Κ      r
�

           Ρ 
                                                                                         Ο                                   Α          

Έστω ότι είναι και   r
�

= µ΄β
�

 + λ΄α
�

    (2)                                      α�  
 

(1),  (2)    ⇒      µβ
�

 + λα
�

 =  µ΄β
�

 + λ΄α
�

     

                          µβ
�

 – µ΄β
�

  = λ΄α
�

– λα
�

      

                          (µ – µ΄)β
�

 = (λ΄ – λ)α
�

     (3)   
 

Αν ήταν   µ – µ΄≠ 0,   η  (3)    ⇒    β
�

 = ′λ −λ
′µ −µ
α
�

   ⇒     

                                                        β
�

,  α
�

   συγγραµµικά, που είναι άτοπο. 
Άρα  µ – µ΄ = 0    ⇒      µ΄= µ. 

Η   (3)    ⇒    0
�

= (λ΄ – λ)α
�

   ⇒     λ΄ – λ = 0   ή    α
�

 = 0
�

. 

Αν ήταν   α
�

 = 0
�

,   τότε  α
�

, β
�

   συγγραµµικά, που είναι άτοπο. 
Άρα  λ΄ – λ = 0    ⇒    λ΄ = λ 
  


