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4.3 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  149 – 150  
 
A΄ Οµάδας 

1. 
Να βρείτε το πλήθος των θετικών ακεραίων που δεν υπερβαίνουν τον  1000  και 
διαιρούνται µε : 
(i)   τον  5        (ii)   τον  25      (iii)    τον  125     (iv)   τον  625 
Λύση 
(i)    
Έστω αριθµός  α  τέτοιος ώστε   0 < α  ≤  1000    (1)    και    
                                                     5 α    δηλαδή  α  = 5κ 

(1)   ⇒     0 < 5κ  ≤  1000    ⇒      
                0 < κ  ≤   200     ⇒    κ = 1, 2,   .  . ., 200       (200  το πλήθος τιµές του  κ) 
Από την  α = 5κ,  για κάθε τιµή του  κ  έχουµε µία τιµή για τον  α ,  άρα 
έχουµε  200  το πλήθος τιµές του  α  
 
(ii)   
Έστω αριθµός  α  τέτοιος ώστε   0 < α  ≤  1000    (1)    και    
                                                     25α    δηλαδή  α  = 25κ 

(1)   ⇒     0 < 25κ  ≤  1000    ⇒      
                 0 < κ  ≤   40     ⇒    κ = 1, 2,   .  . ., 40          (40  το πλήθος τιµές του  κ) 
Από την  α = 25κ,  για κάθε τιµή του  κ  έχουµε µία τιµή για τον  α ,  άρα 
έχουµε  40  το πλήθος τιµές του  α . 
 
(iii)   
Έστω αριθµός  α  τέτοιος ώστε   0 < α  ≤  1000    (1)    και    
                                                     125α    δηλαδή  α  = 125κ 

(1)   ⇒     0 < 125κ  ≤  1000    ⇒      
                0 < κ  ≤   8     ⇒    κ = 1, 2,   .  . ., 8         (8  το πλήθος τιµές του  κ) 
Από την  α = 125κ,  για κάθε τιµή του  κ  έχουµε µία τιµή για τον  α ,  άρα 
έχουµε  8  το πλήθος τιµές του  α . 
 
(iv)   
Έστω αριθµός  α  τέτοιος ώστε   0 < α  ≤  1000    (1)    και    
                                                     625α    δηλαδή  α  = 625κ 

(1)   ⇒     0 < 625κ  ≤  1000    ⇒      

                0 < κ  ≤   1000
625

 = 1,..     ⇒    κ = 1        (µία  το πλήθος τιµή του  κ) 

Από την  α = 125κ,  θα έχουµε  µία τιµή και για τον  α . 
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2. 
Αν  α β   και   γ δ ,  να αποδείξετε ότι   αγ βδ  

Λύση 
α β

γ δ

      ⇒     
β=κα

δ=λγ

     ⇒     βδ = (κλ)(αγ)     ⇒     αγ βδ  

 
 
 
3. 
Αν   11 2α +   και  11 35−β ,  να αποδείξετε ότι   11α +β  

Λύση 
11 2

1135

 α+


−β
     ⇒      2 11

35 11

α+ = κ


−β= λ
     ⇒      11 2

35 11

α= κ−

β= − λ

    ⇒  

 
                               11 11 33α +β = κ − λ +   ⇒   11( 3)α +β = κ −λ +   ⇒    11α +β  

 
 
 
4. 
Αν η διαφορά δύο ακεραίων είναι άρτιος αριθµός, να αποδείξετε ότι η διαφορά των 
τετραγώνων τους είναι πολλαπλάσιο του  4. 
Λύση 
Έστω   2α −β = µ    τότε    2α = µ +β  

2 2α −β = 2 2(2 )µ +β −β = 4 2µ + 4 2µβ+β 2−β = 4( 2µ +µβ ) = πολ 4 
 
 
 
5. 
Αν   m α    και    m > 1,   να αποδείξετε ότι    m  δε διαιρεί τον  1α + . 

Λύση 
Αν  ο   m  διαιρούσε τον  1α + ,  επειδή  διαιρεί και τον  α ,  θα διαιρούσε και τη 
διαφορά τους  δηλαδή τον  1,  που είναι άτοπο. 
 
 
 
6. 
Να αποδείξετε ότι    2 ( α – β)(β – γ)(γ – α)  για όλους τους ακέραιους  α,  β,  γ. 

Λύση 
•      Όταν  δύο τουλάχιστον από τους  α,  β,  γ   είναι άρτιοι. 
        Τότε  µία τουλάχιστον διαφορά τους είναι άρτιος, άρα και το γινόµενο των  
        διαφορών τους. 
•      Όταν  δύο τουλάχιστον από τους  α,  β,  γ   είναι περιττοί. 
        Τότε  µία τουλάχιστον διαφορά τους είναι άρτιος, άρα και το γινόµενο των  
        διαφορών τους. 
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Β΄ Οµάδας 

1. 
Έστω  α  ένας περιττός ακέραιος.  Να αποδείξετε ότι   

(i)    Το τετράγωνο του  α  είναι της µορφής 2α = 4λ +1,   λ∈ℤ  

(ii)    32 ( 2α +3)( 2α +7) 

Λύση 
(i) 
Έστω    α= 2µ +1.   Τότε   2α = 4 2µ + 4µ +1 = 4( 2µ +µ) +1 = 4λ +1. 
(ii) 
( 2α +3)( 2α +7) = (4λ + 1 + 3)( 4λ +1.+7) 
                         = (4λ + 4)(4λ + 8) 
                         = 4(λ + 1) 4(λ + 2) 

                         = 16(λ + 1)(λ + 2)  
∗
=   16⋅2ρ = 32ρ 

∗   Το γινόµενο δύο ή περισσότερων διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος. 
 
 
 
2. 
Να αποδείξετε ότι ο  4  δε διαιρεί τον  2α + 2,  για κάθε   α∈ℤ . 
Λύση 
•    Όταν  α  = 2µ.     Τότε  2α + 2 = 4 2µ + 2     αφήνει υπόλοιπο  2. 
•    Όταν  α  = 2µ +1.      

      Τότε   2α + 2 = 4 2µ + 4µ +1 + 2 = 4( 2µ + µ) + 3    αφήνει υπόλοιπο  3 
 
 
 
3. 
Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι, που να είναι και οι δύο 
τετράγωνα ακεραίων. 
Λύση 
Έστω ότι υπάρχουν οι α , α+1  τέτοιοι ώστε  2x = α   και  2y = α+1,  όπου  x, y∈ℤ  

Τότε   2y = 2x + 1    ⇒     2y – 2x = 1         

                                           (y – x)(y + x) = 1     

                                           y – x = 1     και    y + x = 1 
 
(+) :   2y = 2     ⇒     y = 1 
(–) :    2x = 0    ⇒     x = 0    άτοπο 
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4. 
Αν   β α   και   α, β ∗∈ℕ ,  να αποδείξετε ότι  (2β – 1) 2α  – 1) 

Λύση 
β α    ⇒     α= λβ 

2α – 1 =  2λβ– 1 

          = ( )2 1
λβ λ−   

          =  (2β – 1) ( ) ( )1 2
2 2  .  .  . 2

λ− λ−β β β 
+ + +  

 = (2β – 1)⋅ν,   όπου  ν∈ℤ  

 
 
5. 
Να αποδείξετε ότι   
(i)    Το γινόµενο τριών διαδοχικών ακεραίων διαιρείται µε το  6. 
(ii)    6 α (α+1)(2α+1)   για κάθε   α∈ℤ . 

(iii)   6 ( 3α +3 2α – 4α )    για κάθε   α∈ℤ . 

Λύση 
(i) 
Έστω  α– 1,  α ,   α+ 1  οι τρεις διαδοχικοί ακέραιοι 
Είναι   α= 6µ + υ   µε   υ = 0,  1,  2,  .  .  .   , 5 
•    Όταν  υ = 0,   οπότε  α= 6µ 
      (α– 1)α (α+ 1) =  (α– 1) 6µ (α+ 1) = 6(    ρ   ),   όπου  ρ∈ℤ  
•    Όταν  υ = 1,   οπότε  α= 6µ + 1 
      (α– 1)α (α+ 1) =  (6µ )(6µ + 1)(6µ + 2) = 6(   κ   ),   όπου  κ∈ℤ  
•    Όταν  υ = 2,   οπότε  α= 6µ + 2 
      (α– 1)α (α+ 1) =  (6µ + 1)(6µ + 2)(6µ + 3) 
                                 = (6µ + 1) 2(3µ + 1) 3(2µ + 1) = 6(   λ   ),   όπου  λ∈ℤ  
Οµοίως για τις υπόλοιπες περιπτώσεις. 
 
(ii) 
α (α+1)(2α+1) =  α (α+1)( α+ α+ 2 – 1) 
                            =  α (α+1)[(α  – 1) + (α+ 2)] 
                            =  α (α+1)(α  – 1)  +  α (α+1) (α+ 2) 

                           
(i)
=   πολ 6  +  πολ 6   = πολ 6 

 
(iii) 
Από   (i)   είναι   (α– 1)α (α+ 1) = πολ 6   ⇒       

                           α ( 2α – 1) = πολ 6   

                          3α – α  = πολ 6   
3α +3 2α – 4α  =  3α +3 2α – 3α  – α  

                       = ( 3α –α ) + 3α (α  – 1) 

                      
∗
=  πολ 6 + 3⋅2µ = πολ 6 + πολ 6 = πολ 6 

∗   Το γινόµενο δύο διαδοχικών ακεραίων είναι άρτιος. 
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6.i) 
Να αποδείξετε ότι    3 ( 3ν + 2ν )     για κάθε   ν∈ℕ  

Λύση 

Θα αποδείξουµε ότι   3ν + 2ν  = πολ3     για κάθε   ν∈ℕ  

Ελέγχουµε αν  ισχύει για  ν = 0:     30 + 2 ⋅0 = 0 = 3⋅0 =  πολ3 
 

Υποθέτουµε ότι ισχύει για κάποιο  ν  θετικό ακέραιο :  3ν + 2ν  =  πολ3     (1) 
 
Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για τον  ν + 1,  δηλαδή ότι     

3( 1)ν + + 2(ν  + 1) = πολ3 

Είναι   3( 1)ν + + 2(ν  + 1) = 3ν + 3 2ν + 3ν  + 1 + 2ν  + 2 

                                          = (3ν + 2ν ) + (3 2ν + 3ν+ 3) 

                                         
(1)
=  πολ3 + 3 (   κ   ) 

                                          =  πολ3 + πολ3  = πολ3  
 
 
6.ii) 
Να αποδείξετε ότι    5 ( 3⋅27ν + 2⋅2ν )     για κάθε   ν∈ℕ  

Λύση 
Θα αποδείξουµε ότι   3⋅27ν + 2⋅2ν  = πολ5     για κάθε   ν∈ℕ  
 
Ελέγχουµε αν  ισχύει για  ν = 0:     3⋅270 + 2⋅ 02  =  3⋅ 1 + 2⋅1 = 5 = πολ5 
 

Υποθέτουµε ότι ισχύει για κάποιο  ν  θετικό ακέραιο :  3⋅27ν + 2⋅ 2ν  = πολ5     (1) 
 
Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για τον  ν + 1,  δηλαδή ότι     

3⋅ 127ν+ + 2⋅ 12ν+  = πολ5      
 

Είναι    3⋅ 127ν+ + 2⋅ 12ν+  = 3⋅27⋅27ν + 2⋅2⋅2ν  

                                         = 3⋅27ν (25 + 2) + 4⋅2ν  

                                         = 3⋅27ν ⋅25 + 6⋅27ν + 4⋅2ν  

                                         = 5 ( λ ) + 2(3⋅27ν + 2⋅2ν ) 

                                        
(1)
= 5 ( λ ) + 2⋅πολ5  = πολ5 
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6.iii)  
Να αποδείξετε ότι    14 ( 4 2 2 13 5ν+ ν++ )     για κάθε   ν∈ℕ  

Λύση 

Θα αποδείξουµε ότι    4 2 2 13 5ν+ ν++  = πολ14     για κάθε   ν∈ℕ  
 

Ελέγχουµε αν  ισχύει για  ν = 0:     4 0 2 2 0 13 5⋅ + ⋅ ++ = 9 + 5 = 14 = πολ14 
                                          

Υποθέτουµε ότι ισχύει για κάποιο  ν  θετικό ακέραιο :  4 2 2 13 5ν+ ν++  = πολ14    (1) 
  
Θα αποδείξουµε ότι ισχύει και για τον  ν + 1,  δηλαδή ότι     

                         4( 1) 2 2( 1) 13 5ν+ + ν+ ++  = πολ14  
 

Είναι     4( 1) 2 2( 1) 13 5ν+ + ν+ ++  = 4 4 2 2 2 13 5ν+ + ν+ ++   

                                                  = 43 4 23 ν+ + 25 2 15 ν+     

                                                  =  81⋅ 4 23 ν+ + 25⋅ 2 15 ν+      

                                                  =  (25 + 56) 4 23 ν+ + 25⋅ 2 15 ν+  

                                                  =  25⋅ 4 23 ν+ + 56⋅ 4 23 ν+  + 25⋅ 2 15 ν+  

                                                  =  25( 4 23 ν+ + 2 15 ν+ ) + 14 ⋅4⋅ 4 23 ν+     

                                                 
(1)
=    25 ⋅πολ14 +  πολ14   =   πολ14  

 
 
 
7. 
Έστω  α,  β,  κ,  λ ∈ℤ   µε  κ≠ λ.   Αν   (κ – λ) ( )κα + λβ , να αποδείξετε ότι  

(κ – λ) ( )λα + κβ . 

Λύση 
(κ – λ) ( )κα + λβ    ⇒    κα+ λβ  = πολ(κ – λ) 

 
Είναι  λα+κβ  =  λα+κβ  +κα– κα+ λβ – λβ  
                         =  (κα+λβ) + (λα  – κα ) + (κβ – λβ) 
                         =  πολ(κ – λ) – α (κ – λ) + β (κ – λ) 
                         =  πολ(κ – λ) + (κ – λ) (β –α ) 
                         =  πολ(κ – λ)  +  πολ(κ – λ)  =  πολ(κ – λ)   ⇒    (κ – λ) ( )λα + κβ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
                           


