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4.2 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  145 
 
A΄ Οµάδας 

1. 
Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του  α  µε τον  β  σε 
καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 
(i)    α = 83     και     β = 11                                 (ii)    α = – 83     και     β = 11 
(iii)  α = 83     και     β = –11                               (iv)   α = – 83     και     β = –11 
Λύση 
(i) 
Είναι    83 = 11⋅7 + 6      άρα    Π = 7    και  υ = 6 
 
(ii) 
Είναι    83 = 11⋅7 + 6     ⇒       – 83 =  –11⋅ 7 – 6  
                                                           =  11⋅ ( –7) – 11 + 11 – 6  
                                                           =  11(–7 – 1) + 5 
                                                           =  11⋅ (–8) + 5         άρα    Π = –8    και  υ = 5 
 
(iii)  
Είναι    83 = 11⋅7 + 6     ⇒         83 = –11⋅ (–7 ) + 6        άρα    Π = –7    και  υ = 6 
 
(iv) 
Είναι    83 = 11⋅7 + 6     ⇒         – 83 = –11⋅7 – 11 + 11 – 6  
                                                             = –11(7 + 1) + 5 
                                                             = –11⋅8 + 5          άρα    Π = 8    και  υ = 5 
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2. 
Να αποδείξετε ότι : 
(i)   Το τετράγωνο ενός ακεραίου  α  παίρνει τη µορφή : 
      2

α = 3κ,   κ∈ℤ      ή     2
α = 3κ + 1,   κ∈ℤ   

(ii)  Κάθε ακέραιος  α  της µορφής   α = 6κ + 5,   κ∈ℤ   µπορεί να πάρει τη µορφή   
       α = 3λ + 2,   λ∈ℤ .   Ισχύει το αντίστροφο; 
Λύση 
(i) 
Ο  ακέραιος  α  διαιρούµενος µε τον  3  θα είναι   α =3µ   ή   α = 3µ + 1   ή  α = 3µ + 2 

•     Όταν    α =3µ   τότε    2
α = (3µ 2) = 9 2

µ = 3⋅3 2
µ  =  3κ     (όπου  3 2

µ = κ) 
    

•     Όταν    α =3µ + 1     τότε    2
α = (3µ + 1 2)  

                                                        = 9 2
µ + 6µ + 1  

                                                        = 3(3 2
µ + 2µ) + 1 = 3κ + 1   (όπου  3 2

µ + 2µ = κ) 

•     Όταν    α =3µ + 2     τότε    2
α = (3µ + 2 2)  

                                                        = 9 2
µ + 12µ + 4 

                                                        = 9 2
µ + 12µ + 3 + 1 

                                                        = 3(3 2
µ + 4µ + 1) +1  

                                                        = 3κ + 1                (όπου  3 2
µ + 4µ +1 = κ) 

 
(ii) 
α = 6κ + 5 = 6κ + 3 + 2 = 3(2κ + 1) + 2 = 3λ + 2     (όπου  2κ + 1 = λ) 
Αν ίσχυε το αντίστροφο, τότε θα ήταν      3λ + 2 = 6κ + 5 
                                                                   3λ = 6κ + 3 
                                                                   λ = 2κ +1   που µπορεί να είναι άτοπο. 
 
 
 
3. 
Αν  α  είναι ένας περιττός ακέραιος, να αποδείξετε ότι 

2 2 2( 2) ( 4) 1
12

α + α + + α + +
 ∈ℤ  

Λύση 
Έστω  α  = 2µ + 1,   τότε     

2 2 2( 2) ( 4) 1
12

α + α + + α + +
 =  

= 1
12

[(2µ + 1 2) + (2µ + 3 2) +(2µ+5 2) + 1] 

= 1
12

(4 2
µ + 4µ + 1 + 4 2

µ + 12µ + 9 + 4 2
µ + 20µ + 25 + 1) 

= 1
12

(12 2
µ + 36µ +36) = 2

µ +3µ + 3 ∈ℤ  
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4. 
Μπορεί ο αριθµός  25  να γραφεί ως άθροισµα  10  προσθετέων, καθένας από τους 
οποίους να είναι όσος µε  1  ή  3  ή  5; 
Λύση 
Έστω ότι γράφεται χρησιµοποιώντας  λ  φορές το  1,  µ  φορές το 3  και  ν  φορές το 5 
Τότε    25 = λ⋅1 + µ⋅3 + ν⋅5     (1)     και     λ + µ + ν = 10    ⇒    λ = 10 – µ – ν . 
 
(1)    ⇒    25 =  10 – µ – ν + 3µ + 5ν 
                 15 = 2µ + 4ν 
                 15 = 2(µ + 2ν)   άτοπο αφού ο  15 είναι περιττός και ο   2(µ + 2ν)   άρτιος. 
 
 
 

Β΄ Οµάδας 

1. 
Για ποιες τιµές του θετικού ακεραίου  β  το πηλίκο της διαίρεσης του  660  µε τον  β  
είναι ίσο µε  17;   Ποιο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής σε καθεµιά περίπτωση; 
Λύση 
Θα έχουµε     660 = 17β + υ,    µε  0 ≤  υ < β    ⇒  
                       660 – 17β = υ,    µε  0 ≤  υ < β    ⇒  
                                                        0 ≤  660 – 17β < β    ⇒  
 
0 ≤  660 – 17β     και    660 – 17β < β   ⇒  
17β ≤  660           και    660 < 18β        ⇒     

β ≤  660
17

            και     β > 660
18

      ⇒  

β ≤  38,…            και     β > 36,…   ⇒  
β ≤  38                 και     β ≥  37     ⇒       β = 37   ή   38 
 
Από την ισότητα   υ = 660 – 17β,  βρίσκουµε το υπόλοιπο σε καθεµιά περίπτωση. 
•      υ = 660 – 17⋅37 = 31 
•      υ = 660 – 17⋅38 = 14 
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2. 
Αν  α, β,  γ  είναι περιττοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι η εξίσωση   α 2x + βx + γ = 0  
δεν έχει ακέραιες λύσεις. 

Έχει ακέραιες λύσεις η εξίσωση   2x + 19973 x +2001 = 0 ; 
Λύση 
Αποδεικνύουµε ότι το τετράγωνο άρτιου είναι άρτιος  και 
                                το τετράγωνο περιττού είναι περιττός 

α = 2κ            ⇒     2
α = 4 2

κ = 2(2 2
κ ) = 2ν 

α = 2κ + 1      ⇒     2
α = 4 2

κ + 4κ + 1 = 2(2 2
κ + 2κ) + 1 = 2µ +1 

 
•      Έστω ότι η εξίσωση έχει ρίζα  x  άρτιο. 

        Τότε  2x  άρτιος  ⇒     

        α 2x  άρτιος   ⇒     

        α 2x + βx  άρτιος   ⇒     

        α 2x + βx + γ  περιττός    ⇒   0   περιττός,  που είναι άτοπο 
 
•      Έστω ότι η εξίσωση έχει ρίζα  x  περιττό.  
        Τότε  2x  περιττός    

        α 2x  περιττός  ⇒   

        α 2x + βx  άρτιος   ⇒     

        α 2x + βx + γ  περιττός    ⇒   0   περιττός,  που είναι άτοπο 
 
Αποδεικνύουµε ότι το γινόµενο περιττών είναι περιττός. 
α⋅β  = (2κ + 1)(2µ + 1) = 4κµ +2κ +2µ + 1 = 2(2κµ + κ + µ) + 1 = 2λ + 1        
α β γ  = (αβ) γ    κ.λ.π  για οσουσδήποτε παράγοντες   

19973 = 3⋅3⋅3 .  .  . ⋅ 3 = περιττός 

Η εξίσωση   2x + 19973 x + 2001 = 0    είναι της µορφής   α 2x + βx + γ = 0  µε  α, β, γ 
περιττούς, άρα δεν έχει ακέραιες λύσεις. 
 
 
 
3. 
Αν  α,  β  είναι δύο περιττοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι  

(i)   
2 2

8
α −β

 ∈ℤ             και               (ii)   
4 4 2

16
α +β −

 ∈ℤ     

 Λύση 
Από την εφαρµογή  (2)  είναι  2

α = 8λ + 1   και   2
β = 8µ + 1 

(i)    

2
α – 2

β  = 8(λ – µ)      ⇒       
2 2

8
α −β

 = λ – µ ∈ℤ  

(ii)    
4

α + 4
β – 2 =  (8λ + 1 2) + (8µ + 1 2) – 2  

                   =  642
λ + 16λ + 1  +  64 2

µ + 16µ + 1 – 2   =  16(    κ    )   
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4. 
Για ποιες τιµές του ακεραίου  κ  ο αριθµός   3 4

5
κ +   είναι ακέραιος ; 

Λύση 
Από την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης έχουµε 
κ = 5λ + υ    µε     υ = 0,  1,   2,    3,    4                 

3 4
5
κ +  = 

3(5 ) 4
5

λ + υ +
 = 15 3 4

5
λ + υ+  = 3λ + 3 4

5
υ+    µε    υ = 0,  1,   2,    3,    4 

•   Για  υ = 0   θα είναι   3 4
5
κ +  = 3λ + 4

5
 ∈ ℤ  

•   Για  υ = 1   θα είναι   3 4
5
κ +  = 3λ + 3 4

5
+  = 3λ + 7

5
 ∈ ℤ  

•   Για  υ = 2   θα είναι   3 4
5
κ +  = 3λ + 3 2 4

5
⋅ +  = 3λ + 2 ∈ ℤ  

•   Για  υ = 3   θα είναι   3 4
5
κ +  = 3λ + 3 3 4

5
⋅ +  = 3λ + 13

5
 ∈ ℤ  

•   Για  υ = 4   θα είναι   3 4
5
κ +  = 3λ + 3 4 4

5
⋅ +  = 3λ + 16

5
 ∈ ℤ  

Εποµένως   κ = 5λ + 2,   λ∈ ℤ  
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5. 
Να αποδείξετε ότι : 

(i)    Το τετράγωνο ενός άρτιου είναι της µορφής   2
α = 4λ,  λ∈ ℤ ,   ενώ το    

        τετράγωνο ενός  περιττού είναι της µορφής   2
α = 4λ + 1,  λ∈ ℤ . 

(ii)   Αν  α,  β  είναι περιττοί ακέραιοι, τότε η εξίσωση   2x = 2
α + 2

β   δεν έχει  
        ακέραιες ρίζες. 
(iii)  Κανένας από τους όρους της αριθµητικής προόδου  6,  10,  14,  18,  22, . . .   
        δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθµού. 
Λύση 
(i) 
α = 2κ            ⇒     2

α = 4 2
κ  = 4λ  , όπου κ2 = λ  

α = 2κ + 1      ⇒     2
α = 4 2

κ + 4κ + 1 = 4( 2
κ + κ) + 1 = 4λ +1 , όπου κ2 + κ = λ  

 
(ii)    
Από (i)  είναι   2

α = 4λ + 1   και    2
β = 4µ + 1,    άρα   2

α + 2
β = 4(λ + µ) + 2. 

Έστω ότι η εξίσωση έχει ακέραια ρίζα  x.   Τότε  2x = 4κ   ή    4κ + 1 

•     Όταν   2x = 4κ,   η εξίσωση   ⇒    4κ = 4(λ + µ) + 2    
                                                              4(κ – λ – µ) = 2 

                                                              κ – λ – µ = 1
2

   άτοπο 

•     Όταν   2x = 4κ + 1,   η εξίσωση   ⇒    4κ + 1 = 4(λ + µ) + 2    
                                                                     4(κ – λ – µ) = 1 

                                                                     κ – λ – µ = 1
4

   άτοπο 

(iii) 

ν
α = 1α + (ν – 1)ω = 6 + (ν – 1)4 = 6 + 4ν – 4 = 4ν + 2. 

Έστω ότι υπάρχει ακέραιος  x  τέτοιος, ώστε   2x  = 
ν

α = 4ν + 2.    (1) 
•     Όταν   2x = 4κ,   η  (1)   ⇒   4κ = 4ν + 2 
                                                      4(κ – ν) = 2 

                                                      κ – ν = 1
2

   άτοπο 

•     Όταν   2x = 4κ + 1,   ,   η  (1)   ⇒   4κ + 1= 4ν + 2 
                                                      4(κ – ν) = 1 

                                                      κ – ν = 1
4

   άτοπο 

 
 
 
 
 
                                                            
 
  


