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3.4 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  122 – 124 
 
A΄ Οµάδας 

1. 
Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 
(i)    Όταν έχει εστίες τα σηµεία   Ε΄(– 13, 0),   Ε(13, 0)   και κορυφές τα σηµεία    
        Α(5, 0)   και   Α΄(– 5, 0). 

(ii)    Όταν έχει εστίες τα σηµεία   Ε΄(0, – 10),   Ε(0, 10)   και εκκεντρότητα  5
3

 

(iii)   Όταν έχει εστίες τα σηµεία   Ε΄(– 5 , 0),   Ε( 5 , 0)   και διέρχεται από το 
       σηµείο   Μ(2 2 , 1) 

(iv)  Όταν έχει ασύµπτωτες τις ευθείες   y = 4
3

x   και    y = – 4
3

x   και  διέρχεται από  

       το σηµείο   Μ(3 2 , 4) 
 
Λύση 
(i) 

Είναι  γ = 13   και  α = 5,  οπότε  2β = 213 – 25 = 169 – 25 = 144,    C : 
2x

25
– 

2y
144

= 1 

(ii) 

Είναι  γ = 10    και   ε = 5
3

,  οπότε  
γ
α

= 5
3

   ⇒    10
α

 = 5
3

  ⇒   α =.6 

2β = 210 – 26 = 100 – 366 = 64,        C :  
2y

36
– 

2x
64

 = 1 

(iii) 

Έστω   C :  
2

2
x
α

–  
2

2

y

β
= 1    ⇔    2β 2x –  2α 2y = 2α 2β     

                                                        ( 2γ – 2α ) 2x –  2α 2y = 2α ( 2γ – 2α )       

                                                        (5 – 2α ) 2x –  2α 2y = 2α (5 –  2α )  
  

Μ(2 2 , 1) ∈ C      ⇔       (5 – 2α ) 2(2 2 ) –  2α 21 = 2α (5 –  2α )     

                                            (5 – 2α )8 –  2α = 2α (5 –  2α )         

                                            40 –  82α –  2α = 5 2α –  4α     

                                           4α –  14 2α + 40 = 0 

∆ = 196 – 160 = 36            2α = 14 6
2
±  = 10    ή    4 

•     Για    2α = 10 > 5 = 2γ    δεν υπάρχει υπερβολή. 

•     Για    2α = 4    έχουµε    2β = 2γ – 2α  = 5 – 4 = 1,    άρα   C :  
2x

4
– 

2y
1

= 1    
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(iv) 

•      Έστω     C :  
2

2
x
α

–  
2

2

y

β
= 1     ⇔    2β 2x –  2α 2y = 2α 2β    

       
β
α

 = 4
3

    ⇒     β = 4
3
α ,    οπότε    C :  16

9
2α 2x –  2α 2y = 2α 16

9
2α     

                                                                         16 2α 2x –  9 2α 2y = 16 4α     

                                                                         162x –  9 2y = 16 2α  
                                                                          

        Μ(3 2 , 4) ∈ C      ⇔    16 2(3 2 ) –  9 24 = 16 2α    

                                               16⋅18 –  9⋅16 = 16 2α      

                                                18 – 9 = 2α     ⇔     2α = 9     ⇔    α  = 3 

        β = 4
3
α     ⇒      β = 4 

        Άρα    C :  
2

2
x
3

–  
2

2

y

4
= 1  

   

•      Έστω     C :  
2

2

y

α
–  

2

2
x
β

= 1     ⇔    2β 2y –  2α 2x = 2α 2β    

       α
β

 = 4
3

    ⇒    α  = 4
3
β,    οπότε    C :  2β 2y –  16

9
2β 2x = 16

9
2β 2β     

                                                                         92β 2y –  16 2β 2x = 16 4β     

                                                                         92y –  16 2x = 16 2β   

        Μ(3 2 , 4) ∈ C      ⇔      9 ⋅ 24 –  16 2(3 2 ) = 16 2β     

                                                   9 ⋅ 16 – 16 . 18 = 162β       

                                                   9 – 18 = 2β      ⇔     2β = – 2 < 0  άτοπο. 
Άρα δεν υπάρχει τέτοια υπερβολή. 
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2. 
Να βρείτε τις εστίες, την εκκεντρότητα και τις ασύµπτωτες της υπερβολής : 
(i)     9 2x  – 16 2y  = 144 

(ii)    2x – 2y  = 4 

(iii)    144 2x – 25 2y  = 3600 
Λύση 
(i) 

9 2x  – 16 2y  = 144    ⇔      
29x

144
 – 

216y
144

 = 1     ⇔        

                                            
2x

16
 –  

2y
9

 = 1          ⇔    
2

2
x
4

 – 
2

2

y

3
 = 1      

α= 4,    β = 3,    ⇒     2β = 2γ – 2α   ⇒    9 = 2γ – 16    ⇒     2γ = 25     ⇒     γ = 5 
Εστίες :                Ε΄(–5, 0),     Ε(5, 0) 

Εκκεντρότητα :    ε = 
γ
α

= 5
4

 

Ασύµπτωτες :      y = 
β
α

 x,       y = –
β
α

 x     ⇔     y = 3
4

 x,       y = –3
4

 x  

(ii) 

2x – 2y  = 4     ⇔     
2x

4
 –  

2y
4

 = 1     ⇔     
2

2
x
2

 – 
2

2

y

2
 = 1 

α= 2,    β = 2,    ⇒     2β = 2γ – 2α   ⇒     

                                     4 = 2γ – 4    ⇒     

                                    2γ = 8     ⇒     γ = 2 2  

Εστίες :                Ε΄(–2 2 ,  0),     Ε(2 2 ,  0) 

Εκκεντρότητα :    ε = 
γ
α

= 2 2
2

 = 2  

Ασύµπτωτες :      y = 
β
α

 x,       y = –
β
α

 x     ⇔     y = 2
2

 x,       y = –2
2

 x   ⇔  

                                                                                 y = x,             y = –x 
 
(iii) 

144 2x – 25 2y  = 3600     ⇔      
2144x

3600
 – 

225y
3600

 = 1   ⇔   

                                                  
2x

25
 –  

2y
144

 = 1           ⇔    
2

2
x
5

 – 
2

2

y

12
 = 1  

α= 5,    β = 12,    ⇒     2β = 2γ – 2α   ⇒     

                                       144 = 2γ – 25    ⇒     

                                    2γ = 169     ⇒     γ = 13 

Εστίες :    Ε΄(–13,  0),     Ε(13,  0)                   Εκκεντρότητα :    ε = 
γ
α

= 13
5

 

Ασύµπτωτες :      y = 
β
α

 x,       y = –
β
α

 x     ⇔     y = 12
5

 x,       y = –12
5

 x    
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3. 

Να βρείτε την εκκεντρότητα της υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1,  της οποίας η 

ασύµπτωτη   y =
β
α

 x   σχηµατίζει µε τον άξονα  x x′   γωνία  30ο . 

Λύση 
Ο συντελεστής διεύθυνσης της ασύµπτωτης θα είναι    
β
α

 = εφ30ο  = 3
3

    ⇒      β = α 3
3

   ⇒      2β = 1
3

2α     ⇒  

2γ – 2α = 1
3

2α          ⇒     2γ = 4
3

2α      ⇒       γ = 2
3
α    ⇒     

                                                                             
γ
α

= 2
3

     ⇒       ε = 2 3
3

 

 
 
4. 

Αν η εφαπτοµένη της υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1   στην κορυφή  Α(α, 0)  τέµνει την 

ασύµπτωτη   y =
β
α

 x   στο σηµείο  Γ,  να αποδείξετε ότι  (ΟΕ) = (ΟΓ). 

Λύση 

Η εφαπτοµένη της υπερβολής στο   Α(α, 0)   έχει εξίσωση   x = α. 

Η   y =
β
α

 x   για   x = α  δίνει   y = β.    Άρα  Γ(α, β) 

(ΟΕ) = (ΟΓ)     ⇔     (ΟΕ 2)  = (ΟΓ 2)     

                                    2γ =  2α + 2β       

                                    2γ – 2α = 2β     που ισχύει. 
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y

x

ζ

ε

M3

M2

M1

Ο

5. 

Έστω η υπερβολής   C :  
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1,   ε   η εφαπτοµένη της σε ένα σηµείο της   

1Μ ( 1x , 1y )  και  ζ   η κάθετη της  ε   στο   1Μ .   Αν  η   ε  διέρχεται από το σηµείο   

2M (0, – β)  και η  ζ  διέρχεται από το σηµείο  3M (2α 2 ,  0),  να αποδείξετε ότι η 

εκκεντρότητα της υπερβολής είναι ίση µε  2 . 
Λύση 

                                                                       C :  
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1    ⇔     

                                                                              2β 2x – 2α 2y = 2α 2β   
 

                                                                       ε :    2β 1x x – 2α 1y y = 2α 2β  

 
                                                                        2M (0, – β) ∈ ε     ⇒  

                                                                        2β 1x ⋅0 – 2α 1y (– β) = 2α 2β   ⇒  

                                                                        1y  =  β 
 

ζ ⊥  ε     ⇒      ζλ ⋅ ελ = – 1    ⇒    ζλ ⋅
2

1
2

1

x

y

β

α
 = – 1    ⇒  

                                                       ζλ = –  
2

1
2

1

y

x

α

β
 = – 

2

2
1x

α β

β
 = – 

2

1x
α
β

 

ζ :    y –  1y = ζλ (x – 1x )     ⇔     y – β = – 
2

1x
α
β

( x – 1x ) 

3M (2α 2 ,  0) ∈ζ     ⇒     0 – β = – 
2

1x
α
β

(2α 2 – 1x )     

                                           2β 1x  = 2 3α 2 –  2α 1x      

                                           2β 1x + 2α 1x  = 2 3α 2     

                                           (2β + 2α ) 1x  = 2 3α 2     ⇒     1x = 
3

2 2

2 2α
β +α

 = 
3

2

2 2α
γ

 

1Μ ∈ στην υπερβολή    ⇒     2β 2
1x – 2α 2

1y = 2α 2β     

                                                2β  
6

4
4 2α
γ

 –  2α 2β  = 2α 2β   

                                               
6

4
8α
γ

 –  2α  = 2α          

                                               
6

4
8α
γ

 = 2 2α    ⇒      4 4α = 4γ    ⇒    

                                                
4

γ 
 α 

= 4      ⇒      4ε  = ( )42     ⇒      ε =  2   
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6. 
Να αποδείξετε ότι κάθε ευθεία που είναι παράλληλη προς µια από τις ασύµπτωτες της 

υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1  τέµνει την υπερβολή σε ένα µόνο σηµείο.  Ποιο είναι το 

σηµείο τοµής της ευθείας   2x – y = 1  και της υπερβολής   4 2x – 2y = 1; 
Λύση 

Μια ασύµπτωτη είναι    y =
β
α

 x . 

Μια παράλληλος της  είναι   y =
β
α

 x + µ     (1) 

Η υπερβολή γράφεται   2β 2x – 2α 2y = 2α 2β     (2) 
 
Σύστηµα  των  (1),  (2)  για να έχουµε τα κοινά σηµεία τους. 

(2)    ⇒   2β 2x – 2α
2

x
β +µ α 

= 2α 2β      

                2β 2x – 2α
2

2 2

2
x 2 x

 β β
+ µ +µ αα 

= 2α 2β   

                2β 2x –  2β 2x –  2αβµx –  2α 2µ  = 2α 2β      

                 2αβµx = –  2α 2µ –  2α 2β      ⇒   

                 x = – 
2 2( )

2
α µ +β

βµ
    µοναδική λύση, άρα µοναδικό σηµείο τοµής. 

 

Σύστηµα  των  εξισώσεων   2x – y = 1   (3)     και    4 2x – 2y = 1    (4)                             
(3)     ⇔     y = 2x – 1  

(4)     ⇔     4 2x – (2x – 1 2) = 1     

                   4 2x – (4 2x –  4x + 1) = 1      
                   4 2x – 4 2x + 4x – 1 = 1    

                   4x = 2     ⇒       x = 1
2

 

Άρα   y = 2. 1
2

 – 1    ⇒     y = 0.            Σηµείο τοµής το  Κ ( )1 ,  0
2
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7. 
Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της υπερβολής   2x –  4 2y = 12   οι οποίες: 
(i)    είναι παράλληλες προς την ευθεία  y = x + 1 

(ii)    είναι κάθετες στην ευθεία    y = – 4
3

x 

(iii)  διέρχονται από το σηµείο  Μ(3, 0) 
Λύση 
(i) 
Έστω   ε :   1x x –  4 1y y = 12   ζητούµενη εφαπτοµένη παράλληλη στην ευθεία   
y = x + 1,  όπου   1Μ ( 1x , 1y )  το σηµείο επαφής   ⇒  

ελ = 1    ⇒   1

1

x

4y
 = 1     ⇒    1x  = 4 1y  

1Μ ∈ στην υπερβολή     ⇔    2
1x –  4 2

1y = 12                

                                                 (41y 2)  –  4 2
1y = 12        

                                                 1621y –  4 2
1y  = 12          

                                                 1221y  = 12      

                                                2
1y = 1      ⇔     1y = 1    ή    1y  = –1 

•      Για   1y = 1,    η    1x  = 4 1y   ⇒     1x  = 4,    άρα   ε :    4x – 4 y = 12   ⇔  

                                                                                               x – y = 3 
•      Για   1y = –1,    η    1x  = 4 1y   ⇒     1x  = – 4,    άρα   ε :    – 4x + 4 y = 12   ⇔  

                                                                                                    – x + y = 3 

(ii) 
Έστω   ε :   1x x – 4 1y y = 12   ζητούµενη εφαπτοµένη κάθετη στην ευθεία   

y = – 4
3

x,   όπου   1Μ ( 1x , 1y )  το σηµείο επαφής   ⇒  

ελ (– 4
3

) = –1    ⇒   1

1

x

4y
(– 4

3
)  = –1     ⇒    4 1x  = 4 1y 3      ⇒   1x  = 1y 3  

1Μ ∈ στην υπερβολή     ⇔    2
1x – 4 2

1y = 12         

                                                 (1y 3 2) – 4 2
1y = 12         

                                                 321y –  4 2
1y  = 12    ⇔   – 2

1y = 12   αδύνατη. 

Άρα δεν υπάρχει εφαπτοµένη κάθετη στη ευθεία   y = – 4
3

x 

(iii) 
Έστω   ε :   1x x – 4 1y y = 12   ζητούµενη εφαπτοµένη, που να διέρχεται από το 
σηµείο  Μ(3, 0),  όπου   1Μ ( 1x , 1y )  το σηµείο επαφής. 
 
Μ(3, 0) ∈ ε    ⇔     1x ⋅3 – 4 1y ⋅ 0 = 12     ⇔    1x  =  4    

1Μ ∈ στην υπερβολή     ⇔    2
1x – 4 2

1y = 12         

                                                24 –  4 2
1y = 12     

                                                 16 – 4 2
1y = 12       
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y

x

Ε1

Ο

Ε

                                                  421y  = 4     ⇔      2
1y  = 1    ⇔    1y  = 1     ή   1y = –1 

Άρα   ε :   4x – 4y = 12    ή     4x + 4y = 12    ⇔  
                 x – y = 3          ή     x + y = 3     

 
 

Β΄ Οµάδας 

1. 

Αν  1E   είναι η προβολή της εστίας  Ε  της υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1   πάνω στην 

ασύµπτωτη   y =
β
α

 x,   να αποδείξετε ότι  

(i)    (O 1E ) = α ,                   (ii)     (E 1E ) = β 

Λύση 
                                                            (i)                                                                                                                     

                                                            E 1E  ⊥  στην ασύµπτωτη   ⇒    
1EEλ = – α

β
. 

                                                             E 1E  :     y – 0 = – α
β

(x – γ)    ⇔  

                                                                           βy = –αx + α γ     ⇔  

                                                                          αx + βy –α γ = 0 
 

(O 1E ) = d(0,  E 1E ) = 
2 2

0 0α⋅ +β⋅ −αγ

α +β
 = 

2

αγ

γ
 = 
αγ
γ

 = α  

(ii) 

Ασύµπτωτη  ζ :   y =
β
α

 x     ⇔     βx –αy = 0 

(E 1E ) = d(E,  ζ) =  
2 2

0β⋅ γ −α ⋅

β + α
 = 

2

βγ

γ
 = 
βγ
γ

 = β 
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ζ

ε΄ ε

y

x

Μ1

Ε

Γ
Ο

Α΄
Α

Γ΄

2. 

Έστω  ε  και  ε΄  οι εφαπτόµενες της υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1   στις κορυφές της   

Α  και  Α΄.   Αν  Γ  και  Γ΄  είναι τα σηµεία στα οποία µια τρίτη εφαπτοµένη της 
υπερβολής τέµνει τις   ε  και  ε΄,  αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι  

(i)   (ΑΓ)(Α΄Γ΄) = 2β   και  
(ii)   ο κύκλος µε διάµετρο  ΓΓ΄  διέρχεται από τις εστίες της υπερβολής. 
Λύση 
                                                                     ζ :   2β 1x x – 2α 1y y = 2α 2β   

                                                                     Συντεταγµένες του  Γ : 
                                                                     Για  x = α,  η  ζ  δίνει   
                                                                     2β 1x α  – 2α 1y y = 2α 2β  ⇒        

                                                                     2β 1x  – α 1y y = α 2β      ⇒  

                                                                     α 1y y = 2β 1x  –α 2β  ⇒   y = 
2

1

1

(x )

y

β −α
α

 

                                               Άρα    Γ( α ,  
2

1

1

(x )

y

β −α
α

)  

                                                                  Οµοίως βρίσκουµε   Γ΄(–α ,  
2

1

1

(x )

y

β +α
α

)  

(i) 

(ΑΓ) (Α΄Γ΄) = 2β   ⇔   │
2

1

1

(x )

y

β −α
α

││
2

1

1

(x )

y

β +α
α

│ = 2β      

                                       2β │ 2
1x – 2α │= 2α 2

1y                     1x  ≤  – α   ή    1x ≥  α 

                                       2β ( 2
1x – 2α ) = 2α 2

1y                                 1x  ≥  α 

                                       2β 2
1x – 2β 2α  = 2α 2

1y                               21x  ≥  2α  

                                       2β 2
1x  – 2α 2

1y =  2β 2α  

                                        ισχύει αφού   1M ∈ στην υπερβολή 
(ii)   
Ο κύκλος µε διάµετρο  το  ΓΓ΄ διέρχεται από την εστία  Ε(γ, 0) της έλλειψης   ⇔   

Γ΄ Ε̂Γ  = 90ο    ⇔     ΕΓ
����

 ⊥  ′ΕΓ
����

    ⇔     ΕΓ
����
⋅ ′ΕΓ
����

  = 0    ⇔  

(α– γ)( –α– γ) + (
2

1

1

(x )

y

β −α
α

 – 0)  (  
2

1

1

(x )

y

β +α
α

– 0)  = 0 

2γ – 2α + 
4 2 2

1
2 2

1

(x )

y

β −α

α
 = 0 

2β + 
4 2 2

1
2 2

1

(x )

y

β −α

α
 = 0 

–1 + 
2 2 2

1
2 2

1

(x )

y

β −α

α
 = 0 
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y

x

Μ4

Μ3

Μ2

Μ1

Ο

– 2α 2
1y + 2β 2

1x – 2β 2α  = 0 
2β 2

1x  –  2α 2
1y =  2β 2α   που ισχύει αφού   1M ∈ στην έλλειψη 

 
 
3. 
Έστω   1M ( 1x , 1y ),   2M ( 2x , 2y )    δύο σηµεία του δεξιού κλάδου της υπερβολής   

2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1.  Αν η ευθεία   1M 2M   τέµνει τις ασύµπτωτες στα σηµεία    

3M ( 3x , 3y )   και  4M ( 4x , 4y ),  να αποδείξετε ότι    ( 1M 3M ) = ( 2M 4M ) 

Λύση 
                                                       •      Όταν   1M 2M � y y′  

                                                               Λόγω συµµετρίας της υπερβολής και των  
                                                               ασυµπτώτων ως προς τον άξονα  x x′ ,  θα  
                                                               είναι   ( 1M 3M ) = ( 2M 4M ). 

 

                                                        •     Όταν   1M 2M � y y′  

                                                               Αρκεί να αποδείξουµε ότι τα τµήµατα  
                                                               1M 2M ,   3M 4M   έχουν το ίδιο µέσο. 
 
Έστω   y = λx + µ    η ευθεία  1M . 2M . 

Οι συντεταγµένες των  1M ,  2M   είναι οι λύσεις του συστήµατος   των  

 y = λx + µ   (1)   και   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1    ⇔   2β 2x – 2α 2y = 2α 2β    (2) 

(2)     ⇒    2β 2x – 2α (λx + µ 2) = 2α 2β  

                  2β 2x – 2α ( 2λ 2x + 2λxµ + 2µ ) = 2α 2β  

                  2β 2x – 2α 2λ 2x –  2λµ 2α x – 2α 2µ – 2α 2β  = 0 

                  ( 2β – 2α 2λ ) 2x –  2λµ 2α x – ( 2α 2µ + 2α 2β ) = 0     έχει ρίζες  1x ,  2x . 

Έστω   Κ  το µέσο του τµήµατος  1M 2M .  Τότε 

Kx = 1 2x x

2

+
 = – 

2

2 2 2

2

2( )

− λµα

β −α λ
 = 

2

2 2 2

λµα

β −α λ
   (3) 

Οι συντεταγµένες του  3M  είναι η λύση του συστήµατος των   

y = λx + µ   (1),         y = 
β
α

x   ⇔    αy = βx    (4) 

(4)    ⇒   α ( λx + µ) = βx         
                α λx +α  µ = βx         
                α  µ = βx – α λx     

                αµ = (β – α λ)x    ⇒    3x  = 
αµ
β−αλ

 

Οµοίως                                          4x = – 
αµ
β+αλ

 

Έστω   Λ  το µέσο του τµήµατος  3M 4M .  Τότε 
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xΛ= 1
2

( 3x + 4x ) = 1
2
( αµ
β−αλ

– 
αµ

β+αλ
)  = 1

2
αµ ( 1

β−αλ
– 1
β+αλ

)   

     = 1
2
αµ

2 2 2

β+αλ −β+αλ

β −α λ
 =  1

2
αµ

2 2 2
2αλ

β −α λ
 = 

2

2 2 2

λµα

β −α λ
    (5) 

(3),  (5)  ⇒     Kx = xΛ     (6) 
 
Επειδή τα σηµεία  1M ,  2M ,  3M ,  4M ,  Κ,  Λ ανήκουν στην ευθεία   y = λx + µ,   

θα είναι 

1y = λ 1x  + µ,     2y = λ 2x  + µ,     3y = λ 3x  + µ,      4y = λ 4x  + µ, 

yΚ = λ xΚ  + µ,    yΛ = λ xΛ  + µ 

 

yΛ = 1
2

( 3y + 4y ) = 1
2

( λ 3x  + µ + λ 4x  + µ) = 1
2

[λ( 3x + 4x ) + 2µ]  

     = 1
2

[λ(2xΛ ) + 2µ] = λ xΛ  + µ = λ xΚ  + µ = yΚ   δηλαδή   yΛ = yΛ   (7) 

Από τις  (6),  (7)   ⇒      Κ≡  Λ. 
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y

x

Μ1
Ο

Λ

K

4. 

Από ένα σηµείο  1M ( 1x , 1y )  της υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1   φέρνουµε  παράλληλες 

προς τις ασύµπτωτες.  Να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του σχηµατιζόµενου 
παραλληλόγραµµου είναι σταθερό. 
Λύση 
                                                            Έστω   1M ΚΟΛ  το παραλληλόγραµµο. 

                                                            1M Κ�  στην ασύµπτωτη  y = –
β
α

x ⇒  

                                                            
1Μ Κλ = –

β
α

. 

                                                            Εξίσωση της  1M Κ :  y – 1y = –
β
α

(x – 1x )   (1)     

                                                            Εξίσωση της   OK :     y = 
β
α

x     (2)     

Σύστηµα των  (1),  (2)  για να βρούµε τις συντεταγµένες του  Κ. 

Βάσει της  (2),  η  (1)  γράφεται   
β
α

x – 1y = – 
β
α

(x – 1x )     

                                                       βx –α 1y  = – βx + β 1x  

                                                      2 βx = α 1y  + β 1x       Άρα    xΚ = 1
2β

(α 1y  + β 1x ) 

(2)   ⇒   yΚ = 
β
α

xΚ = 
β
α

1
2β

(α 1y  + β 1x ) = 1
2α

(α 1y  + β 1x )  

 

( 1M ΚΟΛ) = 2(KO 1M ) = │det(ΟΚ
����

, 1ΟΜ
������

│=   

                                      = │
1 1 1 1

1 1

1 1( y x )      ( y x )
2 2α

x                        y

α +β α +β
β

│  

                                      = │ 1
2β

(α 1y  + β 1x ) 1y  – 1
2α

(α 1y  + β 1x ) 1x │ 

                                      = 1
2
│(α 1y  + β 1x )( 1y

β
– 1x

α
)│ 

                                      = │ 1
2

 (α 1y  + β 1x ) 1 1y xα −β
αβ

│ 

                                      = │ 1
2αβ

( 2 2 2 2
1 1y xα −β )│  

∗
=     

                                      =│ 1
2αβ

(– 2 2α β )│= │– 1
2
αβ│= 1

2
αβ   σταθερό. 

∗     Είναι   2 2 2 2
1 1y xα −β  = – 1    δηλαδή     2 2

1xβ – 2 2
1yα  = 1,  αφού το 1M   ανήκει  

       στην υπερβολή      
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5. 
Να αποδείξετε ότι το συνηµίτονο µιας από τις γωνίες των ασυµπτώτων της 

υπερβολής   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1   δίνεται από τον τύπο  συνφ = 

2

2
2− ε
ε

. 

Λύση 

Θεωρούµε το διάνυσµα  u
�

= (α, β)�  στην ασύµπτωτο   y = 
β
α

x   και    

                  το διάνυσµα  v
�

= (α, –β)�  στην ασύµπτωτο   y = –
β
α

x . 

συν( v , u
∧� �

) =  u v
u v
⋅
� �

� �    =  
2 2 2 2

αα −ββ

α +β α +β
 =  

                    
2 2

2 2

α −β

α +β
   =    

2 2 2

2

( )α − γ −α

γ
 =  

                    
2 2 2

2

α − γ +α

γ
   =   

2 2

2

2α − γ

γ
   
∗
=     

                  
2 2

2

2 ( )

( )

α − αε

αε
    =   

2 2 2

2 2
2α −α ε
α ε

= 

                     
2 2

2 2

(2 )α −ε

α ε
   =   

2

2
2− ε
ε

                      ∗   Είναι  
γ
α

 = ε   ⇒  γ = αε  
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y

xΑ΄2 Α΄1

C2

C1

Α2(ρα,0)

A1(α,0)

Ο

6. 

Έστω οι υπερβολές   1C :   
2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 1    και     2C :   

2

2
x
α

– 
2

2

y

β
= 2ρ ,  ρ  > 1. 

Αν   1
′Α ,  1Α    και   2

′Α ,  2Α    είναι οι κορυφές των  1C  και  2C ,  αντιστοίχως, να 
αποδείξετε ότι, από το  2Α  δεν άγονται εφαπτόµενες στη  1C ,  ενώ από το  1Α  

άγονται εφαπτόµενες στη  2C . 

Λύση 
                                                                       Έστω ότι, από το  2Α  άγεται εφαπτοµένη 

                                                                       ε :  2β 1x x – 2α 1y y = 2α 2β    στη  1C . 

 

                                                                      2Α ∈ ε    ⇒    2β 1x ρα – 2α 1y .0 = 2α 2β    

                                                                                              ρ 1x = α     

                                                                                              1xρ = α  (1) 

Αλλά   1x > α   ⇒    ρ 1x > ρα    ⇒     1xρ > ρα    
(1)
⇒     α > ρα    ⇒    1 > ρ   άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχει τέτοια εφαπτοµένη. 
 

Έστω  ζ :  2β 2x x – 2α 2y y = 2ρ 2α 2β    εφαπτοµένη της  2C   που άγεται από το  1Α ,  

όπου   ( 2x , 2y )  το σηµείο επαφής. 

1Α  ∈ ζ   ⇒     2β 2x α – 2α 2y ⋅0 = 2ρ 2α 2β    ⇒      2x = 2ρ α. 

Αλλά    2β 2
2x  – 2α 2

2y  = 2ρ 2α 2β       ⇒  

             2β ( )22ρ α – 2α 2
2y  = 2ρ 2α 2β  

             2β 4 2ρ α – 2α 2
2y  = 2ρ 2α 2β  

             2β 4ρ – 2
2y  = 2ρ 2β  

             2β 4ρ – 2ρ 2β = 2
2y  

             2
2y  = 2ρ 2β ( 2ρ – 1)            Άρα   2y  = ± ρβ 2 1ρ −  

∆ηλαδή, υπάρχει σηµείο επαφής   ( 2x , 2y ),  άρα υπάρχει εφαπτοµένη. 
 
             
 
 
 


