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Γενικές  ασκήσεις  σελίδας  76 – 77 
 
1. 
Να βρείτε την εξίσωση ευθείας, η οποία διέρχεται από το σηµείο  Μ(1, 0)  και  
τέµνει τις ευθείες   y = x + 2   και  y = x   στα σηµεία  Α  και  Β  αντιστοίχως,  
έτσι, ώστε  (ΑΒ) = 2. 
Λύση 
Η ζητούµενη ευθεία  ε,  αφού διέρχεται από το σηµείο  Μ(1, 0)  θα έχει εξίσωση     
x = 1    ή    y – 0  = λ(x – 1),  λ∈ℝ    ⇔    y = λx – λ  
 
•     Όταν   ε :   x = 1     

Συντεταγµένες του  Α :  
y x 2
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Συντεταγµένες του  Β :  
y x

x 1
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(ΑΒ) = ( ) ( )2 2
1 1 3 1− + −  = 2 

Άρα η ευθεία  x = 1   είναι λύση του προβλήµατος. 
 
•     Όταν   ε :   y = λx – λ 

Συντεταγµένες του  Α :  
y x 2

y x
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λ         λ

−
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Για  λ = 1,  το σύστηµα είναι αδύνατο. 

Για  λ≠ 1   έχουµε  Α( xD
D

, yD

D
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1
λ +
λ −

,  3
1
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Συντεταγµένες του  Β :  
y x

y x









=

=λ −λ
   ⇔     

x y 0

x y









− =

λ − =λ
 

D = 
1       1

λ      1

−

−
 = λ – 1,       xD = 

0       1

λ       1

−

−
 = λ ,      yD  = 

1         0

λ         λ
 = λ  

Για  λ = 1,  το σύστηµα είναι αδύνατο. 

Για  λ≠ 1   έχουµε  Β( xD
D

, yD

D
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(ΑΒ) = 2      ⇔      (ΑΒ 2) = 4          

                              ( )
2

2
1 1

λ λ +−
λ − λ −

+ ( )
2

3
1 1

λ λ−
λ − λ −

= 4      

                              ( )
2

2
1λ −

+ ( )
2

2
1

− λ
λ −

= 4       



 

 

2 

                              
( )

2

2
4 4

1

+ λ
λ −

 = 4      

                             1 + 2λ  = ( )2
1λ −      

                             1 + 2λ = 2λ – 2λ + 1      ⇔     λ = 0 

Άρα  η ζητούµενη ευθεία  είναι   y = 0⋅x – 0,  δηλαδή η  y = 0 
 
 
 
2. 
Να αποδείξετε ότι οι ευθείες   λx + (λ – 1)y = 2λ   και   (λ + 1)x + λy = 2λ + 1  

τέµνονται για όλες τις τιµές του  λ∈ℝ .   Ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος των 

σηµείων τοµής τους; 

Λύση 

D = 
λ       λ 1

λ+1      λ

−
 = 2λ -( 2λ -1) = 2λ – 2λ +1 = 1 ≠ 0. 

Άρα το σύστηµα έχει µοναδική λύση για κάθε  λ∈ℝ ,   άρα οι ευθείες τέµνονται. 

xD = 
2λ       λ 1

2λ+1      λ

−
 = 2 2λ – 2 2λ +2λ – λ + 1 = λ + 1 

 

yD = 
λ            2λ

λ+1     2λ+1
 = 2 2λ + λ – 2 2λ – 2λ = – λ 

 
Έστω  Μ(x, y)  τυχαίο σηµείο τοµής τους.   Τότε 
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3. 
Αν οι τρεις ευθείες   x yκ κα +β  = 1,  µε   κ = 1, 2, 3,  διέρχονται από το ίδιο σηµείο, 

να αποδείξετε ότι τα σηµεία   ( κα , κβ ),  κ = 1, 2, 3   είναι συνευθειακά.  

Λύση 
Έστω  Σ  το σηµείο από το οποίο διέρχονται οι τρεις ευθείες  1ε ,  2ε ,  3ε . 

Σύστηµα των  ευθειών  1ε ,  2ε  :    1 1

2 2

x y 1

x y 1










α +β =

α +β =
 

D  = 1 1

2 2

α        β

α       β
 = 1 2 2 1α β −α β ,      

xD = 1

2

1       β

1       β
 = 2β – 1β ,         yD  = 1

2

α        1

α       1
 = 1α – 2α   

Άρα     Σ
yx

DD
,   

D D

 
  
 

 

Σ∈ 3ε      3α
xD

D
 + 3β

yD

D
 = 1       3α xD + 3β yD  = D         

3α ( 2β – 1β ) + 3β ( 1α – 2α ) = 1 2 2 1α β −α β  

3α 2β – 3α 1β  + 3β 1α – 3β 2α – 1 2 2 1α β +α β  = 0        (1) 
 
Θεωρούµε τα σηµεία   1Α ( 1α ,  1β ),     2Α ( 2α ,  2β ),    3Α ( 3α ,  3β ) 

1 2Α Α
������

 = ( 2α – 1α ,  2β – 1β ),             1 3Α Α
������

 = ( 3α – 1α ,  3β – 1β ) 

 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι    

1 2Α Α
������

 �  1 3Α Α
������

        ή 

2 1 2 1

3 1 3 1

α α        β β

α α       β β

− −

− −
 = 0       ή 

( 2α – 1α )( 3β – 1β ) – ( 3α – 1α )( 2β – 1β ) = 0      ή 

2α 3β – 2α 1β  – 1α 3β  + 1α 1β  – 3α 2β  + 3α 1β  + 1α 2β  – 1α 1β  = 0     ή 

2α 3β – 2α 1β  – 1α 3β  – 3α 2β  + 3α 1β  + 1α 2β   = 0    που ισχύει από την  (1) 
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4. 
Να βρείτε την ευθεία η οποία συνδέει το σηµείο  Α(α, β)  µε το σηµείο τοµής των 

ευθειών   
yx +

α β
 = 1   και   

yx +
β α

 = 1,   όπου  α,  β ≠ 0   και  α ≠ ± β. 

Λύση 
Λύνουµε το σύστηµα των δύο ευθειών, για να βρούµε το σηµείο τοµής τους  Κ. 

x y

x y









β +α =αβ

α +β =αβ
 

D  = 
β       α

α      β
 = 2β – 2α = (β – α)(β + α)          

xD = 
αβ       α

αβ      β
 = α 2β – 2α β = αβ(β – α) 

yD = 
 β      αβ

α      αβ
 = α 2β – 2α β = αβ(β – α)                     Άρα   Κ(

αβ
α +β

,  
αβ
α +β

) 

 

ΑΚλ  = 

αβ
−β

α +β
αβ

−α
α +β

 =  

2

2

αβ−αβ−β
α +β

αβ−α −αβ
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 = 
2

2

β
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Ευθεία  ΑΚ :    y – β = 
2

2

β

α
(x – α)      ⇔       2α y – 2α β = 2β x – 2β α     

                                                                          2β x – 2α y + 2α β – 2β α = 0 
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5. 

Αν οι ευθείες  
yx +

α β
 = 1   και   

yx +
Α Β

 = 1   είναι παράλληλες  µε  Α > α  και   

β > 0,  να δείξετε ότι  η απόσταση µεταξύ των ευθειών είναι  
2 2

( )β Α−α

α +β
 

Λύση 
Οι ευθείες γίνονται   βx + αy – αβ = 0   και   Bx + Ay – AB = 0. 
Για  x = 0,  η δεύτερη δίνει   Αy – ΑΒ = 0   ⇒     y = Β. 
Άρα ένα σηµείο της είναι το  Κ(0, Β) 
 
Επειδή οι ευθείες είναι παράλληλες, θα έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης   ⇒  
β

−
α

 =  Β−
Α

    ⇒     βΑ = αΒ 

Η απόστασή τους ισούται µε την απόσταση του  Κ  από την πρώτη ευθεία 

d =  
2 2

0β⋅ +αΒ−αβ

β +α
 =  

2 2

βΑ−αβ

β +α
 =  

2 2

( )β Α−α

β +α
 =  

2 2

β Α−α

β +α
 = 

2 2

( )β Α−α

α +β
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6. 
Να δείξετε ότι : 

 i)   Η εξίσωση   2x – 4xy + 2y  = 0   δύο ευθείες. 
ii)    Καθεµιά σχηµατίζει µε την   x – y = 0   γωνία  30ο. 
Λύση 
i) 

2x – 4xy + 2y  = 0    ⇔  2y – 4xy + 2x  = 0     τριώνυµο ως προς  y. 

∆ = 16 2x – 4 2x  = 12 2x              y  = 
24x 12x

2
±  =  4x 2x 3

2
±  = 2x ±  x 3  

Άρα  y = (2 + 3 )x   ευθεία  θ     ή       y = (2 – 3 )x   ευθεία  σ 
 
ii) 
Έστω  ε   η ευθεία    x – y = 0. 
Είναι  ελ = 1.              Θεωρούµε το διάνυσµα  ε

�
= (1, 1)� ε 

          θλ  = 2 + 3 .   Θεωρούµε το διάνυσµα  θ
�

= (1,  2 + 3 )� θ 

 

συν( ,
∧
ε θ
��

) = 
2 2 2 2

1.1 1.(2 3 )

1 1 1 (2 3 )

+ +

+ + +
 = 3 3

2 1 4 4 3 3

+

+ + +
 = 

3 ( 3 1)

2 8 4 3

+

+
   (1) 

Αλλά    8 + 4 3  = 2(4 + 2 3 ) = 2 (3 + 1 + 2 3 ) =  

                               2( )( )2 23 2 3 1+ +   =  2( )2
3 1+  

(1)  ⇒   συν( ,
∧
ε θ
��

) = 
3 ( 3 1)

2 2 ( 3 1)

+

+
 = 3

2
   ⇒     ( ,

∧
ε θ
��

) = 30ο   ⇒   ( ,
∧
ε θ ) = 30ο  

 
Οµοίως για τη γωνία των  ε,  σ. 
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7. 
Να βρείτε τη συνθήκη, ώστε : 
i)   Η ευθεία   αx + βy +γ = 0   να ορίζει µε τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο. 
ii)    Ο άξονας  x x′   να διχοτοµεί τη γωνία των ευθειών µε εξισώσεις  
       1ε  :   1 1x yα +β = 0   και    2ε  :   2 2x yα +β = 0    

Λύση 
i) 
Περιορισµός :   Για να ορίζεται τρίγωνο, θα πρέπει  α,  β και  γ≠  0. 

Η ευθεία τέµνει τους άξονες στα σηµεία   Κ(
γ

−
α

,  0)   και  Λ(0,  
γ

−
β

) 

(ΟΚ) = (ΟΛ)    ⇔    
γ

−
α

 = 
γ

−
β

     ⇔     α = β        ⇔   α = ±β  

 
ii)    
                                                          Θα πρέπει     1λ =  – 2λ       ⇔     

                                                                               1

1

α
−
β

 = 2

2

α
β

     ⇔  

                                                                               1 2 2 1α β +α β  = 0 
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8. 
Στο διπλανό σχήµα το  ΑΒΓ∆  είναι  
τετράγωνο, ενώ τα  ΕΑΒ  και  ΖΒΓ   
είναι ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς  α = 2. 
i)   Να βρείτε τις συντεταγµένες των   
Ε  και  Ζ, 
ii)   Να αποδείξετε ότι τα σηµεία  ∆,  Ε   
και  Ζ  είναι συνευθειακά. 
Λύση 
(i) 
Φέρουµε  ΕΚ,   ΖΜ ⊥  Αx  και  ΖΛ ⊥ ΓΒ. 
Το  Κ  θα είναι µέσο του  ΑΒ και το  Λ  θα είναι µέσο του  ΒΓ. 
Άρα  Κ(1, 0)  και  Λ(1, 1). 
Από την Ευκλείδεια Γεωµετρία, για το ύψος ισοπλεύρου τριγώνου, γνωρίζουµε ότι    

υ = 3
2

α ,  εποµένως   ΕΚ = ΖΛ = ΒΜ =  2 3
2

 = 3 . 

Άρα  Ε(1, 3 )   και  Ζ(2 + 3 , 1) 
 
(ii) 
∆,  Ε,  Ζ   συνευθειακά     ⇔    ∆Ελ = ∆Ζλ         

                                                   3 2
1 0
−
−

 = 1 2
2 3 0

−
+ −

     

                                                  3 2
1
−  = 1

2 3
−
+

        

                                                   ( 3 – 2)(2 + 3 ) = –1    ⇔    3 – 4 = –1    που ισχύει 
 
 


