
 

 

1 

1

Γ

Α
T

O
Β

1
2

1

2
1

2

∆

Γ

Α Β

Ε

Γενικές ασκήσεις  8ου  Κεφαλαίου σελίδας   179 
 
1.    
Έστω δοσµένος κύκλος  (Ο,R)  και σηµείο  Α  στο εξωτερικό του κύκλου.   
Από το  Α  φέρουµε την εφαπτοµένη  ΑΤ  και την τέµνουσα  ΑΒΓ.   

Να αποδειχθεί ότι  
ΑΒ

ΑΓ
 = 

2

2

ΤΒ

ΤΓ
. 

Λύση 
                                                           Α̂  κοινή  και  1

ˆ ˆΤ = Γ          ⇒     

                                                            τρ.ΑΒΤ  όµοιο τρ.ΑΤΓ      ⇒    

                                                           
ΤΒ

ΤΓ
 = 

ΤΑ

ΑΓ
 = 

ΑΒ

ΤΑ
      (1)   ⇒       

                                                           
2

2

ΤΒ

ΤΓ
 =  

2

2

ΤΑ

ΑΓ
   ⇒   

2

2

ΤΒ

ΤΓ
 = 

ΤΑ

ΑΓ
 
ΤΑ

ΑΓ
   

(1)
⇒  

                                                           
2

2

ΤΒ

ΤΓ
 = 

ΤΑ

ΑΓ
 
ΑΒ

ΤΑ
  ⇒   

2

2

ΤΒ

ΤΓ
 = 

ΑΒ

ΑΓ
 

 
 
 
2.     
Από σηµείο  Α  φέρουµε τις εφαπτόµενες  ΑΒ  και  ΑΓ  κύκλου  (Ο,R)  και τυχαία 

τέµνουσα  Α∆Ε.  Να αποδειχθεί ότι  Β∆ . ΓΕ = ΒΕ . Γ∆. 

Λύση 

                                                               Αρκεί να αποδείξουµε ότι   
Β∆

ΒΕ
 = 

Γ∆

ΓΕ
 

                                                               1Α̂  κοινή και  1Β̂ = 1Ε̂             ⇒    

                                                                τρ.Α∆Β  όµοιο του τρ.ΑΒΕ   ⇒  

                                                               
Β∆

ΒΕ
 = 

Α∆

ΑΒ
 = 

ΑΒ

ΑΕ
     (1)                                    

2Α̂  κοινή και  2Ê = 2Γ̂      ⇒     τρ.Α∆Γ  όµοιο του τρ.ΑΓΕ     

                                                   
Γ∆

ΓΕ
 = 

Α∆

ΑΓ
 = 

ΑΓ

ΑΕ
        (2)  

Επειδή, όµως  ΑΒ = ΑΓ,  από τις  (1), (2)   ⇒    
Β∆

ΒΕ
 = 

Γ∆

ΓΕ
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3.     
Αν  Ε,  Ζ  είναι οι προβολές των κορυφών  Β,  Γ  ενός τριγώνου  ΑΒΓ   

(µε  β ≠ γ )  στη διχοτόµο του  Α∆,  να αποδείξετε ότι τα  Ε,  Ζ  είναι συζυγή 

αρµονικά των  Α,  ∆. 

Λύση 

                                                     Θα αποδείξουµε ότι   
ΑΕ

ΑΖ
 = 

∆Ε

∆Ζ
 

                                                      τρ.ΑΕΒ όµοιο του τρ.ΑΖΓ   ⇒    
ΑΕ

ΑΖ
 = 

ΒΕ

ΓΖ
                                                      

                                                      τρ.∆ΕΒ όµοιο του τρ.∆ΖΓ    ⇒    
∆Ε

∆Ζ
 = 

ΒΕ

ΓΖ
  

                                                                                               Άρα      
ΑΕ

ΑΖ
 = 

∆Ε

∆Ζ
 

 
 
 
4.     
Σε κάθε παραλληλόγραµµο  ΑΒΓ∆  να αποδειχθεί ότι οι αποστάσεις τυχαίου σηµείου 

της διαγωνίου  ΑΓ  από τις πλευρές  ΑΒ  και  Α∆  είναι αντιστρόφως ανάλογες προς 

τις πλευρές αυτές. 

Λύση 

                                                                 Θα αποδείξουµε ότι   
ΚΖ

ΚΗ
 = 

Α∆

ΑΒ
 

                                                                 Φέρουµε  ΓΘ⊥ΑΒ  και  ΓΙ⊥Α∆ 

                                                                 KZ�ΓΘ  ⇒   
KZ

ΓΘ
 = 

ΑΚ

ΑΓ
  ⇒ΚΖ = ΓΘ 

ΑΚ

ΑΓ
 

                                                                 ΚΗ�ΓΙ   ⇒   
KΗ

ΓΙ
 = 

ΑΚ

ΑΓ
  ⇒ΚΗ = ΓΙ 

ΑΚ

ΑΓ
 

∆ιαιρούµε κατά µέλη και έχουµε     
ΚΖ

ΚΗ
 = 

ΓΘ

ΓΙ
       (1) 

Τρ.ΓΘΒ  όµοιο του τρ.ΓΙ∆   ⇒                    
ΓΘ

ΓΙ
 = 

ΓΒ

Γ∆
 = 

Α∆

ΑΒ
         (2)    

Από τις  (1),  (2)    ⇒    
ΚΖ

ΚΗ
 = 

Α∆

ΑΒ
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5.     
Αν  Μ  τυχαίο σηµείο κύκλου  (Ο,R),  να αποδείξετε ότι: 

i)    η απόσταση  d  του  Μ  από χορδή  ΑΒ  του κύκλου είναι   d = 
.

2R

ΜΑΜΒ
, 

ii)   η απόσταση  d́  του  Μ  από την εφαπτοµένη σε τυχαίο σηµείο  Α  του κύκλου 

είναι  d́  = 
2A

2R

Μ
, 

iii)  αν  d,  1d ,  2d   οι αποστάσεις του  Μ  από µία χορδή  Γ∆  του κύκλου και από τις 

εφαπτόµενες στα  Γ,  ∆  αντίστοιχα, τότε  2d = 1d . 2d . 

Λύση 
 
i) 
                                                   ∆ηµιουργούµε το τµήµα  2R  φέροντας τη διάµετρο  
                                                   ΜΛ.  Τότε  ˆMBΛ = 1∟. 
 

                                                   Αρκεί να αποδείξουµε ότι  
ΜΚ

ΜΑ
 = 

ΜΒ

ΜΛ
,   

                                                   ή  ότι  τρ.ΜΚΑ  όµοιο του τρ.ΜΒΛ. 

                                                   Αυτό ισχύει, αφού είναι ορθογώνια και έχουν  ˆ ˆΑ = Λ  
                                                   (εγγεγραµµένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο). 
 
ii) 
                                                   ∆ηµιουργούµε το τµήµα  2R  φέροντας τη διάµετρο 
                                                   ΜΛ.  Τότε  ˆMBΛ = 1∟. 

                                                   Αρκεί να αποδείξουµε ότι  
ΜΚ

ΜΑ
 = 

ΜΑ

ΜΛ
,   

                                                   ή  ότι  τρ.ΜΚΑ  όµοιο του τρ.ΜAΛ. 
 

                                                   Αυτό ισχύει, αφού είναι ορθογώνια και έχουν  1
ˆ ˆΑ = Λ  

                                                   (εγγεγραµµένη – υπό χορδής και εφαπτοµένης) 
 
iii) 

                                                              i) ⇒   d = 
.

2R

ΜΓΜ∆
  ⇒  2d  = 

2 2

2

.

4R

ΜΓ Μ∆
   (1) 

                                                     ii) ⇒     1d  =  
2

2R

ΜΓ
    και     2d  =  

2

2R

Μ∆
 

                                                              Άρα     1d 2d  =  
2 2

2

.

4R

ΜΓ Μ∆
      (2)  

  

                                                              (1)  και  (2)  ⇒    2d = 1d . 2d . 
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6.     
Θεώρηµα Πτολεµαίου:  Σε κάθε εγγράψιµο τετράπλευρο το άθροισµα των 

γινοµένων των απέναντι πλευρών είναι ίσο µε το γινόµενο των διαγωνίων. 

Λύση 
                                                             Θεωρούµε σηµείο  Κ  της  ∆Β, ώστε  1Â = 2Â . 

                                                             Επειδή είναι και  1 1
ˆ ˆ∆ = Γ ,  θα έχουµε 

                                                             τρ.ΚΑ∆  όµοιο του τρ.ΒΑΓ  ⇒   
Α∆ Κ∆

=
ΑΓ ΒΓ

 ⇒  

                                                                             Α∆ .ΒΓ = ΑΓ. Κ∆       (1) 
 
                                                    1Â = 2Â   ⇒   1Â + 3Α̂ = 2Â + 3Α̂ . 

                                                    Επειδή είναι και   2 1
ˆ ˆΓ = Β ,  θα έχουµε   

                                                             τρ.Α∆Γ  όµοιο του τρ.ΑΚΒ ⇒  
ΑΒ

ΑΓ
 = 

ΚΒ

∆Γ
 ⇒  

                                                                             ΑΒ .∆Γ = ΑΓ . ΚΒ       (2) 
 
(1) + (2)   ⇒     Α∆ .ΒΓ + ΑΒ .∆Γ = ΑΓ. Κ∆ + ΑΓ . ΚΒ     ⇒  

                          Α∆ .ΒΓ + ΑΒ .∆Γ = ΑΓ ( Κ∆ + ΚΒ )        ⇒  

                          Α∆ .ΒΓ + ΑΒ .∆Γ = ΑΓ . Β∆ 
                                                     
                                                              
                              


