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6.1 – 6.4 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου  σελίδας   129 – 130 
 
Ερωτήσεις  Κατανόησης  

1.  
Πότε µία γωνία λέγεται εγγεγραµµένη;  
Απάντηση 
Όταν η κορυφή της είναι σηµείο του κύκλου και οι πλευρές της είναι τέµνουσες του 
κύκλου  
 

 
2. 
Αν φ και ω είναι αντίστοιχα η εγγεγραµµένη και η επίκεντρη γωνία που βαίνουν στο 

ίδιο τόξο τότε  

α. φ =ω,             β. φ = 2ω,                       ω = 2φ,                 δ. φ = 90ο +ω 

ε. τίποτα από τα προηγούµενα 

Κυκλώστε την σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την απάντηση σας  
Απάντηση 

Είναι   
ˆˆ
2

ω
φ =   ⇔  ω̂  = 2φ̂  

 

3.  
Συµπληρώστε το κενό στην επόµενη πρόταση : 

΄΄ Η γωνία χορδής και εφαπτοµένης ισούται µε την εγγεγραµµένη που βαίνει στο τόξο 

   της χορδής΄΄  

 

 
4. 
Ποιος είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου τα οποία βλέπουν ένα 
γνωστό ευθύγραµµο τµήµα υπό γωνία  φ < 1└   ή    φ = 1└. 
Απάντηση 
Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου από τα οποία φαίνεται δοθέν 
ευθύγραµµο τµήµα υπό γωνία  φ1└  είναι  δύο τόξα κύκλων χορδής   ΑΒ χωρίς τα 
άκρα   Α , Β,  συµµετρικά ως προς την ευθεία  ΑΒ  καθένα από τα οποία δέχεται  
γωνία ίση µε την  φ.  

Αν   φ =1└ ,  τότε ο γεωµετρικός τόπος είναι ο κύκλος διαµέτρου ΑΒ χωρίς τα  
Α και Β.   
 

 
 

γ. 
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Ασκήσεις  Εµπέδωσης 
1.     
Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα να βρείτε τα  x,  y. 

Λύση 
                                                          2x + 3x + 4x = 360ο    ⇒  
                                                                           9x = 360ο    ⇒  
                                                                             x = 40ο  

                                                          y = 
�

2

ΒΓ
 = 

4x

2
 = 2x = 2. 40ο  = 80ο  

 
 
                                                          x = 50ο     εγγεγραµµένες που βαίνουν  

                                                                           στο ίδιο τόξο  �A∆  

                                                          1Â = 35ο  εγγεγραµµένες που βαίνουν  

                                                                           στο ίδιο τόξο  �Γ∆  
                                                          Στο τρίγωνο  ΑΓ∆  έχουµε 

                                                          y = 180ο – x – 1Â  = 180ο – 50ο – 35ο = 95ο   

 
 
 
2.     
Αν στο παρακάτω σχήµα είναι  Α̂ = 40ο,  να βρείτε το µέτρο του τόξου  �ΒΕ . 

Λύση 
                                                                        Από εφαρµογή γνωρίζουµε ότι 

                                                                                ̂Α  = 
� �

2

Γ∆ −ΒΕ
         ⇒  

                                                                                 40ο = 
�0140

2

−ΒΕ
     ⇒  

                                                                                 80ο =  140ο –  �ΒΕ      ⇒  

                                                                                 �ΒΕ  = 140ο – 80ο     ⇒  

                                                                                 �ΒΕ  = 60ο  
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3.     
Αν στα παρακάτω σχήµατα οι ευθείες  ε  και  ε΄  είναι εφαπτόµενες, να βρεθούν 

τα  x  και  y. 

Λύση 
                                                           ∆ίνεται   Α̂ = 40ο   και   ΑΒ = ΑΓ 

                                                           Είναι   x = Α̂ = 40ο   (εγγεγραµµένη – υπό 

                                                                                               χορδής και εφαπτοµένης) 

                                                           Είναι   Α̂ = 
�

2

ΒΓ
  ⇒     40ο = 

�

2

ΒΓ
   ⇒   �ΒΓ= 80ο  

                                                           ΑΒ = ΑΓ   ⇒    � �ΑΒ = ΑΓ  = y 

Αλλά    � �ΑΒ+ΑΓ+ �ΒΓ  = 360ο   ⇒    2y + 80ο = 360ο    ⇒   2y = 280ο   ⇒   y = 140ο  
 

                                                                 ∆ίνεται   Α̂= 60ο   και  1Γ̂ = 50ο  

                                                                 Φέρουµε τις  Β∆,  ΒΓ. 

                                                                 Είναι   1Β̂ = 1Γ̂ = 50ο   ⇒   �Γ∆  = 100ο  

                                                                 Αλλά   x + y + �Γ∆  = 360ο    ⇒  
                                                                             x + y + 100ο = 360ο   ⇒  
                                                                             x + y = 260ο              (1) 

                                                                 Είναι   Α̂  = 
y x

2

−
  ⇒     60ο =  

y x

2

−
 ⇒  

                                                                             y – x = 120ο                (2) 

Λύνουµε το σύστηµα  των  (1),  (2)  και βρίσκουµε   x = 70ο,    y = 190ο  
 
 
 
4.     
Αν στο παρακάτω σχήµα είναι  Α̂= 25ο ,  να βρείτε τα µέτρα των τόξων   
�EB   και    �Γ∆ . 
Λύση 

                                                                   ∆ίνεται   Α̂= 25ο   και    1K̂ = 70ο  

                                                                   Είναι   Α̂=  
y x

2

−
   ⇒   25ο =  

y x

2

−
  ⇒  

                                                                                y – x = 50ο        (1) 

                                                                    Είναι   1K̂ =  
y x

2

+
  ⇒   70ο = 

y x

2

+
  ⇒  

                                                                                y + x = 140ο       (2) 

Λύνουµε το σύστηµα  των  (1),  (2)  και βρίσκουµε   x = 45ο,    y = 95ο  
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5.     
Αν στο παρακάτω σχήµα είναι  �BM =�MΓ   και  Α̂= 70ο,  να υπολογίσετε τις γωνίες 

των τριγώνων  ΟΒΓ  και  ΜΒΓ. 

Λύση 

                                                         Είναι   Α̂= 
�

2

ΒΜΓ
 =  �BM = �MΓ   (εγγεγραµµένη)     

                                                         Άρα     70ο =  �BM = �MΓ  

                                                         Οµοίως   2Β̂ = 
�

2

ΜΓ
 = 35ο   και   2Γ̂ = 35ο  

                                                         Στο  τρ.ΜΒΓ  έχουµε  Μ̂ = 180ο – 2Β̂ – 2Γ̂  

                                                                                                 = 180ο – 35ο – 35ο   
                                                                                                 = 110ο  
                                                       

Ακόµη   Ο̂  = 2Α̂  = 2⋅70ο = 140ο  

Στο ισοσκελές  τρ.ΟΒΓ  έχουµε  1Β̂ + 1Γ̂ = 180ο – Ο̂    ⇒  

                                                      2 1Β̂  = 180ο – 140ο    

                                                      2 1Β̂ = 40ο     ⇒     1Β̂ = 20ο  

 
 
6.     
Στο παρακάτω σχήµα, ποια σχέση είναι σωστή; 
       i)    x – y – z = 0 
       ii)    x – 2y + z = 0 
       iii)   x – y + z = 0 
       iv)  x + y = 2z 
       v)   καµία από τις παραπάνω. 
Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας 

Λύση 

                                                                             x = z   (βαίνουν στο  �ΒΕ )  
                                                                              
                                                                             y = z + z = 2z  (εξωτερική του   
                                                                                                       τρ. Β∆Α) 
                                                                             Ελέγχουµε κάθε µία από τις  
                                                                             απαντήσεις . 
                                                                             Είναι σωστή η  iii     
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7.     
Το καλύτερο κάθισµα σε έναν κινηµατογράφο είναι το κάθισµα  “A”.  Nα βρείτε  

ποια άλλα καθίσµατα έχουν την ίδια οπτική γωνία µε το θεατή που κάθεται στο 

κάθισµα  “A”. 

 Λύση 
 
                                                Τα ζητούµενα καθίσµατα βρίσκονται πάνω σε τόξο  

                                                κύκλου που έχει χορδή τη σκηνή και δέχεται γωνία 

                                                ίση µε την  Â .   
 
 

 
 
Αποδεικτικές  Ασκήσεις    
1.     
Να αποδείξετε ότι η εφαπτοµένη στο µέσο ενός  από τα τόξα µε χορδή  ΑΒ  κύκλου  

(Κ)  είναι παράλληλη στη χορδή  ΑΒ  και αντίστροφα. 

Λύση 
                                                           Ευθύ 

                                                           Έστω  ε  η εφαπτοµένη στο µέσο  Μ  του  �ΑΒ  

                                                           � �ΜΑ =ΜΒ   ⇒   1Α̂ = 1Β̂  

                                                           αλλά                            1Β̂ = 1Μ̂  

                                                           άρα                      1Α̂ =  1Μ̂    ⇒    ΑΒ� ε 
 
                                                           Αντίστροφο 
                                                           Έστω  ε  η εφαπτοµένη σε σηµείο  Μ  µε  ε �ΑΒ 

ε || ΑΒ  ⇒   1Α̂ =  1Μ̂ ,    αλλά   1Β̂ = 1Μ̂ .     Άρα  1Α̂ = 1Β̂   ⇒   � �ΜΒ =ΜΑ . 

Άρα  Μ  µέσο του  �ΑΒ . 
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2.     
∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία  Α  και  Β.  Αν  Γ  και  ∆  είναι τα  

αντιδιαµετρικά σηµεία του  Α  στους δύο κύκλους, να αποδείξετε ότι  

η ευθεία  Γ∆  διέρχεται από το  Β. 

Λύση 
                                                                   Φέρουµε τις  ΒΓ,  Β∆,  ΒΑ 

                                                                   1Β̂ = 90ο   (βαίνει σε ηµικύκλιο) 

                                                                   2Β̂ = 90ο      οµοίως 

                                                                   1Β̂ + 2Β̂ = 180ο  ⇒    ΓΒ∆  ευθεία. 

 
 
3.     
∆ύο κάθετες χορδές  ΑΒ,  Γ∆  κύκλου  (Κ)  τέµνονται στο σηµείο  Ρ.   Να αποδείξετε 

ότι η διάµεσος  ΡΜ  του τριγώνου  ΡΒΓ  είναι κάθετη στην  Α∆. 

Λύση 
                                                             Η  ΡΜ  τέµνει την  Α∆  σε σηµείο  Σ.  

                                                             Αρκεί να αποδείξουµε ότι  Α̂  + 1Ρ̂  = 90ο  

                                                                                                    ή   Α̂  + 2Ρ̂ = 90ο  

 
                                                             ΡΜ  διάµεσος του ορθ. τριγώνου  ΡΒΓ  ⇒  

                                                             ΡΜ = 
2

ΓΒ
= ΜΒ   ⇒    2Ρ̂ = Β̂ ,  οπότε  

                                                             αρκεί να αποδείξουµε ότι    Α̂ + Β̂ = 90ο . 
 

Είναι   Α̂ + Β̂ =  
�

2

∆Β
 + 
�

2

ΑΓ
 = 
� �

2

∆Β+ ΑΓ
 =  Ρ̂   (από εφαρµογή)  = 90ο. 
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4.    
Ο καπετάνιος ενός ιστιοπλοϊκού πλοίου  Ι  είδε τρεις σηµαδούρες για υφάλους στα 

σηµεία  Α,  Β,  Γ.  Με µια πυξίδα διόπτευσης µέτρησε ότι  ˆAIB = 100ο,   

ˆBIΓ = 125ο,  ˆΓΙΑ = 135ο.  Εντόπισε τα σηµεία  Α,  Β,  Γ  στο χάρτη και προσδιόρισε 

την ακριβή θέση του ιστιοπλοϊκού.  Πώς τα κατάφερε; 

Λύση 
                                                         Επειδή  ˆAIB = 100ο,  το ιστιοπλοϊκό θα ανήκει  
                                                         σε τόξο κύκλου 1Τ   µε χορδή  ΑΒ  που δέχεται  
                                                         γωνία  100ο. 
 
                                                         Επειδή  ÎΒ Γ = 125ο,  το ιστιοπλοϊκό θα ανήκει  
                                                         σε τόξο κύκλου 2Τ   µε χορδή  ΒΓ  που δέχεται  
                                                         γωνία  125ο. 
Το σηµείο τοµής των τόξων  1Τ   και   2Τ   είναι η θέση του ιστιοπλοϊκού. 
 
 
 
Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
∆ύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά (ή εσωτερικά) στο σηµείο  Α  και δύο ευθείες   

ε,  ε΄ που διέρχονται από το  Α  τέµνουν τον ένα κύκλο στα σηµεία  Β,  Β΄ και τον 

άλλο στα  Γ,  Γ΄  αντίστοιχα.  Να αποδείξτε ότι  ΒΒ΄|| ΓΓ΄. 

Λύση 
                                                                       
                                                                      Φέρουµε την κοινή εφαπτοµένη των  
                                                                      κύκλων στο σηµείο επαφής  Α. 

                                                                      Είναι  2 1
ˆ ˆˆ ˆΒ = Α = Α = Γ   (εγγεγραµµένη –  

                                                                                                υπό χορδής εφαπτοµένης) 
                                                                      Και επειδή οι γωνίες  Β̂ ,  Γ̂   είναι εντός 
                                                                      εναλλάξ, θα έχουµε   ΒΒ΄|| ΓΓ΄. 
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2.     
∆ύο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά στο Α.  Μία χορδή  ΒΓ  του µεγαλύτερου κύκλου 

εφάπτεται στο µικρότερο στο σηµείο  ∆.   Να αποδείξτε ότι η  Α∆  διχοτοµεί 

τη γωνία  ˆΒΑΓ . 

Λύση 
                                                                   Ονοµάζουµε  Ε  το σηµείο τοµής της  ΑΒ  
                                                                   µε το µικρό κύκλο. 
                                                                   Φέρουµε την  Ε∆  και την κοινή  
                                                                   εφαπτοµένη  xAx΄. 
                                                                   Εντοπίζουµε ισότητες γωνιών  
                                                                   (εγγεγραµµένη – χορδής  εφαπτοµένης). 

                                                                   3Â = 1∆̂                         (1) 
                                                           Β̂ = 1Α̂                          (2) 
                                                                   1Ε̂ = ˆ x∆Α  = 2Α̂ + 1Α̂    (3) 

1Ε̂  είναι εξωτερική του τριγώνου  Ε∆Β,  άρα   1Ε̂ = Β̂ + 1∆̂              
(3)
⇒     

                                                                            2Α̂ + 1Α̂ = Β̂ + 1∆̂     
(2)
⇒  

                                                                                     2Α̂ = 1∆̂            
(1)
⇒  

                                                                                     2Α̂ = 3Â  

 
 
3.     
∆ίνεται κύκλος  (Κ), η εφαπτοµένη  ε  σε ένα σηµείο του  Α  και ένα σηµείο  Ρ  της  ε.  

Από το  Ρ  φέρουµε µία ευθεία που τέµνει τον κύκλο στα  Β  και  Γ.  Αν η διχοτόµος 

της γωνίας  ˆΒΑΓ   τέµνει τη χορδή  ΒΓ  στο  ∆, να αποδείξτε ότι  Ρ∆ = ΡΑ. 

Λύση  

                                                                       Αρκεί να αποδείξουµε ότι το τρίγωνο   
                                                                       Ρ∆Α  είναι ισοσκελές, ή ότι   

                                                                       1∆̂ = 2Α̂ + 1Α̂   

                                                                       1∆̂  είναι εξωτερική του τρ ∆ΑΓ  άρα  

                                                                       1∆̂ = Γ̂  + 3Â  =  Γ̂  + 2Α̂   

                                                                        Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουµε ότι                                                        

                                                                       ̂Γ  + 2Α̂  =  2Α̂ + 1Α̂   ή   Γ̂ = 1Α̂ ,  το 
                                                                       οποίο συµβαίνει, αφού έχουµε  
                                                                       εγγεγραµµένη – χορδής  εφαπτοµένης. 
 
       


