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ǂ�� ǐ�] �ǆǀǎǂǊ�ǑǒǂǄǍǂǕǊǋǝǓ�ǋǂǊ�ǐ�Z �ǗǂǎǕǂǔǕǊǋǝǓ��
ǃ�� ǐ�Z �ǆǀǎǂǊ�ǐ�ǔǖǇǖǄƿǓ�Ǖǐǖ�] ��
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] ] ]
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L� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�ǐ�ǄǆǚǍǆǕǒǊǋǝǓ�ǕǝǑǐǓ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ� � �]0 �ǔǕǐ��
ǍǊǄǂǅǊǋǝ�ǆǑǀǑǆǅǐ�ǆǀǎǂǊ�ǐ�ǋǞǋǌǐǓ�Ǎǆ�ǆǏǀǔǚǔǈ� ] L ��  ��

LL� ƣǎ�� �Z
]

 ��ǎǂ�ǃǒǆǀǕǆ��
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Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ��

L� ��ǋǂǊ��� �5H I ] �[ �\ª º  �¬ ¼ � �,P I ] �[ �\ �ª º  � �¬ ¼ ��

LL� ǂǎ�ǈ�ǆǊǋǝǎǂ�Ǖǐǖ� � �I ] �ǔǕǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝ�ǆǑǀǑǆǅǐ�ǋǊǎǆǀǕǂǊ�ǔǕǈǎ�ǆǖǉǆǀǂ�
��ǕǝǕǆ�ǈ�ǆǊǋǝǎǂ�Ǖǐǖ�] �ǋǊǎǆǀǕǂǊ�ǆǑǀǔǈǓ�ǔǆ�ǆǖǉǆǀǂ�ǈ�ǐǑǐǀǂ��� \ [ �H  �

ǅǊƾǒǘǆǕǂǊ�ǂǑǝ�Ǖǈǎ�ǂǒǘƿ�Ǖǚǎ�ǂǏǝǎǚǎ��
LLL� ǂǎ� � � � �ǆǀǎǂǊ�ǐǊ�ǆǊǋǝǎǆǓ�Ǖǚǎ�ǍǊǄǂǅǊǋǟǎ��$ % * ' � � � �]� L� I ] � I L �ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂ���

ǕǝǕǆ��
ǂ�� � � � � � � � �I ] I L � �L ] L�  � � ��
ǃ�� � � � ��*'  $% ��
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�� ƜǔǕǚ�ǐǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�ǂǒǊǉǍǐǀ��]�Z �ǄǊǂ�ǕǐǖǓ�ǐǑǐǀǐǖǓ�ǊǔǘǞǐǖǎ�ǐǊ�ǔǘƾǔǆǊǓ�

] � ��  �����ǋǂǊ����� Z �L ��  ��

L� Ưǂ�ǃǒǆǀǕǆ�Ǖǐ�ǄǆǚǍǆǕǒǊǋǝ�ǕǝǑǐ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ�Ǖǚǎ�] �ǋǂǊ�Z ��
LL� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�ǅǆǎ�ǖǑƽǒǘǐǖǎ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�ǂǒǊǉǍǐǀ��]�Z ��

ǕƾǕǐǊǐǊ�ǟǔǕǆ��] Z ��
LLL� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� ] �d ��ǋǂǊ�� Z �d ��
LY� Ưǂ�ǃǒǆǀǕǆ�Ǖǈ�ǍƾǄǊǔǕǈ�ǋǂǊ�Ǖǈǎ�ǆǌƽǘǊǔǕǈ�ǕǊǍƿ�Ǖǐǖ� ] Z� ��
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�� ƜǔǕǚ�ǐǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�ǂǒǊǉǍǐǀ��] [ \L � � z ��Ǎǆ�[�\�\ ��ǋǂǊ�� � ]Z

] ]
 � ��

L� Ưǂ�ǄǒƽǙǆǕǆ�Ǖǐǎ�Z �ǔǕǈ�ǍǐǒǗƿ�� LD �E ��Ǎǆ� �D E�\ ��
LL� Ưǂ�ǃǒǆǀǕǆ�ǕǐǖǓ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǞǓ�] �Ǎǆ� ] � ��ǋǂǊ��Z�\ ��
LLL� Ưǂ�ǃǒǆǀǕǆ�Ǖǐ�ǄǆǚǍǆǕǒǊǋǝ�ǕǝǑǐ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ�Ǖǚǎ�ǍǊǄǂǅǊǋǟǎ�] �ǄǊǂ�ǕǐǖǓ�

ǐǑǐǀǐǖǓ�ǊǔǘǞǆǊ�ǈ�ǔǘƾǔǈ�
����� � � � �� �] 5H Z �,P ]�  ��
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L� � � � �I ] I ] ��ǄǊǂ�ǋƽǉǆ�]�^ ��
LL� � �I ] �\ ��ǂǎ�ǋǂǊ�Ǎǝǎǐ�ǂǎ��]�\ ��
LLL� ǂǎ� ] �d ��ǕǝǕǆ�� � �I ] �d ��
LY� ǅǆǎ�ǖǑƽǒǘǆǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǝǓ�ǂǒǊǉǍǝǓ�] ��ǕƾǕǐǊǐǓ�ǟǔǕǆ�� � �I ] �] �L � ��
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�� ƜǔǕǚ�ǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝǓ�ǂǒǊǉǍǝǓ�] �ǄǊǂ�Ǖǐǎ�ǐǑǐǀǐ�ǊǔǘǞǆǊ�ǈ�ǔǘƾǔǈ�� ] � � ] ��  � ��

L� Ưǂ�ǃǒǆǀǕǆ�Ǖǐ� ] ��
LL� ƣǎ�ǄǊǂ�Ǖǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝ�ǂǒǊǉǍǝ�Z �ǊǔǘǞǆǊ�ǈ�ǔǘƾǔǈ��� � �� �Z �L Z �L �� �  ���

ǕǝǕǆ��
ǂ�� ǎǂ�ǃǒǆǀǕǆ�Ǖǐ�ǄǆǚǍǆǕǒǊǋǝ�ǕǝǑǐ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ�Ǖǐǖ�Z �ǔǕǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝ��

ǆǑǀǑǆǅǐ��
ǃ�� ǎǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ��� ] Z �d � d ��

�
�
��� ƣ�� ƦǀǎǐǎǕǂǊ�ǐǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�ǂǒǊǉǍǐǀ�

� � � ��] � � � O � � P � L ��ǋǂǊ�� � � � ��] � � � P � � O � L
� �

��
� Ƨƽǎ� �ǆǀǎǂǊ�ǈ�ǆǊǋǝǎǂ�Ǖǐǖ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǞ��� �Z$ � �Z ] ] � �ǈ�ǐǑǐǀǂ��
� ǋǊǎǆǀǕǂǊ�Ǒƽǎǚ�ǔǕǈǎ�ǆǖǉǆǀǂ�� � � \ [ �H  � ��ǆǎǟ� � ��Z% �ǆǀǎǂǊ�ǈ�ǆǊǋǝǎǂ��
� Ǖǐǖ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǞ� �ǈ�ǐǑǐǀǂ�ǋǊǎǆǀǕǂǊ�Ǒƽǎǚ�ǔǕǈǎ�ǆǖǉǆǀǂ���� �Z ] ] � �

� ��ǎǂ�ǃǒǆǉǐǞǎ�ǐǊ�ǑǒǂǄǍǂǕǊǋǐǀ�ǂǒǊǉǍǐǀ�� � \ [H  �P O ��
�

Ƥ�� Ƨƽǎ� �ǆǀǎǂǊ�ǅǞǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�ǄǊǂ�ǕǐǖǓ�ǐǑǐǀǐǖǓ�ǊǔǘǞǆǊ�ǈ�ǊǔǝǕǈǕǂ�� �] �]
� �] ]  � ��ǎǂ�ǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� � � � � � � � �] ] ] ] � ] ] ] ] �� � �  � � � ��

�
�
��� ƦǀǎǆǕǂǊ�ǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝǓ�ǂǒǊǉǍǝǓ�� � L] �

�L
� D

 D�
D �

\ ��

L� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǊǘǉǆǀ�ǝǕǊ�ǈ�ǆǊǋǝǎǂ�Ǖǐǖ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǞ�] �ǂǎƿǋǆǊ�ǔǕǐǎ�ǋǞǋǌǐ�Ǎǆ�
ǋƾǎǕǒǐ� � ����2 �ǋǂǊ�ǂǋǕǀǎǂ� �U  ��

LL� ƜǔǕǚ� � �] �] �ǐǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ�Ǒǐǖ�ǑǒǐǋǞǑǕǐǖǎ�ǂǑǝ�Ǖǐǎ�ǕǞǑǐ�� � L]
�L

� D
 
D �

�

ǄǊǂ�� �D  �ǋǂǊ� �D  �ǂǎǕǀǔǕǐǊǘǂ��
ǂ�� Ưǂ�ǃǒǆǉǆǀ�ǈ�ǂǑǝǔǕǂǔǈ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ�Ǖǚǎ�ǍǊǄǂǅǊǋǟǎ�ǂǒǊǉǍǟǎ� � �] �] ��
ǃ�� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǊǘǉǆǀ�ǝǕǊ�ǊǔǘǞǆǊ�� � � � ��

�] ]�
Q Q
 � ��ǄǊǂ�ǋƽǉǆ�ǗǖǔǊǋǝ�ǂǒǊǉǍǝ�Q ��

�
�
��� ƦǀǎǐǎǕǂǊ�ǐǊ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǀ� � �] �] �ǄǊǂ�ǕǐǖǓ�ǐǑǐǀǐǖǓ�ǊǔǘǞǆǊ�� � �

� ��] ] �  ��

L� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� �
�

�]
]

 ��ǋǂǊ�� �
�

�]
]

 ��

LL� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� � � � �
�] ] �] ]
�

�  � ��

LLL� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� � �� ] ] �d � d ��
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��� ƦǀǎǆǕǂǊ�ǈ�ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ�� � �I ] ] �L � ] � �^ ��

L� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� � �I ] L] � � ��ǋǂǊ�� � � � �I ] I ]�  ��
LL� Ưǂ�ǃǒǆǉǆǀ�ǐ�ǄǆǚǍǆǕǒǀǋǝǓ�ǕǝǑǐǓ�Ǖǚǎ�ǆǊǋǝǎǚǎ�Ǖǐǖ�ǍǊǄǂǅǊǋǐǞ�ǂǒǊǉǍǐǞ�] ���

ǝǕǂǎ�ǊǔǘǞǆǊ�� � � � �I � L ] I � �L ]� �  � � ��

LLL� Ƨƽǎ�ǊǔǘǞǆǊ�ǈ�ǊǔǝǕǈǕǂ�� � � � �� �I ] I ] ���  ��ǎǂ�ǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� ] � ��

LY� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�ǂǎ�ǊǔǘǞǆǊ�� � � � �I ] I ] ��ǕǝǕǆ�ǋǂǊ�Ǎǝǎǐ�ǕǝǕǆ��]�\ ��
Y� Ưǂ�ǃǒǆǉǆǀ�ǐ�ǍǊǄǂǅǊǋǝǓ��] [ \L � ��ǝǕǂǎ�ǊǔǘǞǆǊ�

� � � � � � � ��] I ] �L I � L L I L� �  � � ��
�
�
��� ƦǀǎǆǕǂǊ�ǈ�ǍǊǄǂǅǊǋƿ�ǔǖǎƽǒǕǈǔǈ�ǍǊǄǂǅǊǋƿǓ�ǍǆǕǂǃǌǈǕƿǓ�� � �X I ] � ] �^ �

ǄǊǂ�Ǖǈǎ�ǐǑǐǀǂ�ǊǔǘǞǆǊ�� � � � � ��I ] I � ] �] �] ��� �  � � ��ǄǊǂ�ǋƽǉǆ� ��]�^

L� Ưǂ�ǂǑǐǅǆǀǏǆǕǆ�ǝǕǊ�� � � �I ] ] �] � � ] � � �^ ��
LL� Ưǂ�ǃǒǆǉǐǞǎ�Ǖǂ�� � �� �5H I ] ��ǋǂǊ�� � �� � ��,P I ]
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Συνδυαστικά Θέµατα Επανάληψης

1. ΄Εστω ότι οι µιγαδικοί z1, z2 είναι σηµεία της ευθείας ε και ότι οι µιγαδικοί z3, z4 είναι
σηµεία της ευθείας δ. Να αποδειχθεί ότι :

ϸ ⊥ δ ⇔ z1 − z2

z3 − z4
∈ I

2. ΄Εστω ότι οι µιγαδικοί z1, z2 είναι σηµεία της ευθείας ε. Να δειχθεί ότι οι µιγαδικοί z
για τους οποίους ο z−z1

z2−z1
∈ I είναι σηµεία ευθείας δ κάθετης στην ε.

3. (α΄) Να ϐρεθούν οι συνθήκες ώστε ο z = α+$i
γ+δi ∈ R, µε α, $, γ, δ ∈ R.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί παραγωγίσιµη συνάρτηση f (x) στο R∗, για την οποία ο z = 1+f ′(x)i
x+f (x)i

ανήκει στο R.

4. (α΄) Να ϐρεθούν οι συνθήκες ώστε ο z = α+$i
γ+δi ∈ I, µε α, $, γ, δ ∈ R.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί µία συνάρτηση f (x) παραγωγίσιµη στο R∗, έτσι ώστε ο z = x+f (x)i−i
f ′(x)+i

ανήκει στο I.

5. ΄Εστω f : C→ R για την οποία f (z) = f (z), f (z +w) = f (z)+ f (w) για κάθε z, w ∈ C και
f (z) = z για κάθε z ∈ R. Να δειχθεί ότι f (z) = Re(z) για κάθε z ∈ C.

6. ΄Εστω f : C → R για την οποία f (−z) = f (z), f (z +w) = f (z) + f (w) για κάθε z, w ∈ C
και f (z) = Im(z) για κάθε z ∈ I. Να δειχθεί ότι f (z) = Im(z) για κάθε z ∈ C.

7. ΄Εστω f (x), g(x) συνεχείς συναρτήσεις στο [α, $] και ο µιγαδικός z(x) = f (x)+ g(x)i. Αν
(f (α) + g(α)) (f ($) + g($)) < 0, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, $) ώστε |z(ξ )| =

√
2|f (ξ )|.

8. ΄Εστω f (x), g(x) συνεχείς συναρτήσεις στο [α, $] και ο µιγαδικός z(x) = f (x)+ g(x)i. Αν
f (α) = g($), f ($) = g(α), να δειχθεί ότι υπάρχει ρ ∈ [α, $] ώστε |z(ρ)| =

√
2|f (ρ)|.

9. ΄Εστω f (x) µια συνεχής συνάρτηση στο [α, $] και οι z = f (α)+α2i και w = f ($)−$2i. Αν
για τους z, w ισχύει |z +w| < |z −w|, να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, $)
έτσι ώστε f (ξ ) = 0.

10. ΄Εστω f (x), g(x) συνεχείς συναρτήσεις στο [0, 1] και ο µιγαδικός z(x) = f (x) + g(x)i. Αν
τα σηµεία M(z) ϐρίσκονται εντός κύκλου µε κέντρο O(0, 0) και ρ = 1, να δειχθεί ότι
υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ [0, 1), ώστε |z(ξ )| = ξ

11. ΄Εστω συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο [α, $], (α > 0) και οι µιγαδικοί z = α + $i και
w = f (α) + f ($)i. Αν |z| + |w| = |z −w|, να δειχθεί ότι υπάρχει σηµείο της f στο οποίο η
εφαπτοµένη της f να περνά από την αρχή των αξόνων.

12. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g παραγωγίσιµες στο [α, $] και οι µιγαδικοί z = f (α)+g($)i, w =
g(α) + f ($)i. Αν |z + w| = |z − w|, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (α, $), ώστε να ισχύει
f ′(ξ )
g′(ξ ) +

f (ξ )
g(ξ ) = 0.

1
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13. ΄Εστω z = 2
√

x + iex και M(z) η εικόνα του.

(α΄) Να ϐρεθεί η εικόνα Μ που απέχει την ελάχιστη απόσταση από την αρχή των
αξόνων.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι οι εικόνες των w = 1
z−3i ϐρίσκονται στο εσωτερικό κύκλου µε κέντρο

O(0, 0) και ακτίνα ρ =
√

3
3 .

14. ΄Εστω z = (ln x − 1)
√

x + i
√

3x(2 − ln x) και M(z) η εικόνα του.

(α΄) Να ϐρεθεί η εικόνα Μ που απέχει τη µέγιστη απόσταση από την αρχή των αξόνων.
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι οι εικόνες των w = 1

z ϐρίσκονται στο εξωτερικό κύκλου µε κέντρο
O(0, 0) και ακτίνα ρ = 1

3 .

15. ΄Εστω f (x) = 3w2x3 + 3x2 +w2x + c, όπου w = 2z
1+z2 και z µιγαδικός που η εικόνα του

M(z) ανήκει σε κύκλο µε κέντρο O(0, 0) και ρ = 1. ∆είξτε ότι η f δεν έχει ακρότατα.

16. ΄Εστω f (x) = x4 + 2αx3 − 3
2 (#2 − 1)x2, όπου z = α + #i δεν εµφανίζει σηµεία καµπής, να

ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων M(z) των µιγαδικών z.

17. ∆ίνονται οι z =
√

2f (#)α + f (α)i και w =
√

2f (α)# + f (#)i, όπου f (x) > 0 για κάθε x ∈
(0,+∞), συνάρτηση παραγωγίσιµη. Αν για τους µιγαδικούς ισχύει Re(z2+w2) ≥ α2+#2

να δειχθεί ότι υπάρχει σηµείο x0, στο οποίο η εφαπτοµένη της f (x) είναι παράλληλη
στη δ : x + y = 0.

18. ∆ίνονται οι z =
√

f (α)f (#) + f (α)i, w = f (#) +
√

f (α)f (#)i, όπου f συνάρτηση πα-
ϱαγωγίσιµη µε σταθερό πρόσηµο για κάθε x ∈ R. Αν για τους µιγαδικούς ισχύει
Re(z2) ≥ Re(w2) να δειχθεί ότι υπάρχει σηµείο, στο οποίο η εφαπτόµενη της f είναι
παράλληλη στον x ′x.

19. ΄Εστω w = xz + 1 και f (x) = Re(w2). Να αποδειχθεί ότι αν η f εφάπτεται στον x ′x στο
x0 = 1, τότε w = 1 − x.

20. ΄Εστω z ∈ C∗ και f (x) = |i +xz| µε x ∈ R. Να αποδειχθεί ότι, αν η f εµφανίζει στο x0 = 0
ακρότατο, τότε z ∈ R.

21. Αν η f (x) =
{ √

x2 + α2 − 1, x ≤ 0
(#x)
x , x > 0 είναι συνεχής, να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των

εικόνων των µιγαδικών z = α + #i.

22. Αν η f (x) =
{

α2x2 + #2x2, x ≤ 1
2αx+4#+20

ex−1 , x > 1 είναι συνεχής, να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των
εικόνων των µιγαδικών z = α + #i.

23. Αν z = α + #i και ο w = z−2+2i
z−2−2i ανήκει στο I, να αποδειχθεί ότι η f (x) = (α2 − 4α)x2 +

(#2 − 4)x + 4 − #2 έχει ϱίζα στο [0, 1].

24. Αν z = α+#i, α ! 0 και ο w = z2+1
z+2i ϕανταστικός, να αποδειχθεί ότι η f (x) = (4#+1)x2+

#2x + α2 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο [−1, 0).

25. (α΄) Να ϐρεθεί το πρόσηµο των τιµών που παίρνει η συνάρτηση f (x) = 2x − 2x + x2,
καθώς και η µονοτονία της για x ≥ 1.

(ϐ΄) Αν για το µιγαδικό z ισχύει |z − 3i | = 2, να ϐρεθούν οι τιµές που παίρνουν οι
x1 = |z| και x2 = |z + 4i |. Κατόπιν να αποδειχθεί ότι :

|z − 3i ||z| − |z2 − 3zi | + |z||z−3i | ≤ |z − 3i ||z+4i | − |z2 + zi + 12| + |z + 4i ||z−3i |
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26. ΄Εστω f, g παραγωγίσιµες στο R όπου f (x) > 0 για κάθε x ∈ R, άρτια και f (0) = 1.
΄Εστω επίσης οι µιγαδικοί z = f (x) − g(x)i, w = g′(x) + f ′(x)i. Αν zw = |z|2, να ϐρεθεί ο
τύπος της συνάρτησης h(x) = f 2(x) − g2(x).

27. ΄Εστω οι µιγαδικοί z = f ′(x)+ f (x)i και w = g(x)+g′(x)i. Αν οι f, g είναι παραγωγίσιµες
στο R και ρ1, ρ2 ϱίζες της f , να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ R, για τον οποίο ισχύει
zw ∈ I.

28. ΄Εστω f (x) = |(x2−x+1)z+(x+1)w|, όπου z, w ∈ C µε εικόνες σηµεία του ίδιου κύκλου
Σ µε κέντρο O(0, 0) και ακτίνας ρ. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει ότι

∫ x

0 f (t)dt ≤ x2 + 2ρx,
να δειχθεί ότι z = w.

29. ΄Εστω παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο [α, $] µε συνεχή παράγωγο f ′(x) ! 0 για κάθε
x ∈ [α, $]. Αν ισχύει ότι

∫ $

α
f (x)dx +

∫ f ($)
f (α) f −1(x)dx = 0, να δειχθούν :

(α΄) Υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (α, $) έτσι ώστε ξf ′(ξ ) = −f (ξ ).
(ϐ΄) Αν z1 = α + $i και z2 = f ($) + f (α)i τότε ο z1

z2
∈ R.

30. Αν για την παραγωγίσιµη f (x) στο x0 = 1 ισχύει f 2(x)−(2x−2)f (x) = 2 (x−1)−2x ln x
για κάθε x > 0 να ϐρεθεί ο w ∈ C, ώστε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών
z, για τους οποίους ισχύει |z −w| = |z − 2|, να είναι η εφαπτοµένη της f στο x0 = 1.

31. Αν για την παραγωγίσιµη f (x) στο x0 = 0 ισχύει f 2(−x)− xf (2x)+ x2 = x( x − 1) για
κάθε x ∈ R να ϐρεθεί ο α ∈ R, ώστε ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z,
για τους οποίους ισχύει |z − αi | = |z − 1|, να είναι η εφαπτοµένη της f (x) στο x0 = 0.

32. Η τετµηµένη της εικόνας Α του µιγαδικού z = x + yi έχει ταχύτητα vx = y και η
τεταγµένη του έχει ταχύτητα vy = −x. Να δειχθεί ότι οι µιγαδικοί z, σε κάθε χρονική
στιγµή, ισαπέχουν από την αρχή των αξόνων.

33. Η τετµηµένη της εικόνας Α του µιγαδικού z = x + yi που έχει |z| = 2, κινείται µε
ταχύτητα vx = y. Να ϐρεθεί η ταχύτητα vy της τεταγµένης του z και να εξεταστεί αν το
σηµείο A(z) κινείται κατά τη ϕορά των δεικτών του ϱολογιού.

34. (α΄) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z, για τους οποίους ο
w = z2 ∈ I.

(ϐ΄) Αν για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο 0 για κάθε x ∈ R, f 2(x)+2|f (x2)|−αx2 =

x( x − 1) να ϐρεθεί ο α ∈ R, αν είναι γνωστό ότι η ευθεία που εφάπτεται στην
f στο x0 = 0 είναι ο παραπάνω γεωµετρικός τόπος.

35. (α΄) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z, οι εικόνες M(z) των
οποίων ισαπέχουν από τα σηµεία A(0, 2) και B(4,−2).

(ϐ΄) Αν για κάθε x > 0 ισχύει ότι f (x)+x2−αx+$ = g(x)+ ln x, να ϐρεθούν οι α, $ ∈ R,
αν ο παραπάνω γεωµετρικός τόπος είναι η κοινή εφαπτοµένη των παραγωγίσιµων
f, g στο κοινό x = 1.

36. (α΄) ∆είξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους ο
w = z−2i

z+1 είναι πραγµατικός είναι η ευθεία ϸ : y = 2x + 2.
(ϐ΄) Αν η παραπάνω ευθεία εφάπτεται στην παραγωγίσιµη g(x) = f (x2 + x + 1) στο

x = 0, να ϐρεθεί η εφαπτοµένη της f στο x = 1.

37. (α΄) ∆είξτε ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους ο
µιγαδικός w = (z−1)(z+1)

z+z έχει Im(w) = 1, είναι η ευθεία ϸ : y = x.
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(ϐ΄) Αν η παραπάνω ευθεία εφάπτεται στην παραγωγίσιµη g(x) = f (ln x) στο x = 1, να
ϐρεθεί η εφαπτοµένη της f στο x = 0.

38. ΄Εστω f (x) = |xz1 − z2|, όπου z1, z2 µη µηδενικοί µιγαδικοί.

(α΄) Αν η f είναι άρτια να δειχθεί ότι ο z1z2 ∈ I.
(ϐ΄) Αν η πλάγια ασύµπτωτη της f στο +∞ περνά από το (0, |z2|), να δειχθεί ότι ο

z1z2 ∈ R.
(γ΄) Αν η g(x) = ln(x+

√
x2 + 1) είναι αρχική της 1

f (x) να δειχθεί ότι ο u = 1+z1z2−2(z1+z2)
z1−z2

∈
I.

39. ΄Εστω f (x) = |xz + 1|, όπου z µη µηδενικός µιγαδικός.

(α΄) Αν η f είναι άρτια να δειχθεί ότι ο z ∈ I.
(ϐ΄) Αν η πλάγια ασύµπτωτη της f στο +∞ περνά από το (0, 1), να δειχθεί ότι ο z ∈ R.
(γ΄) Αν f (x) ≤ e|z|x για κάθε x ∈ R, να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των z.
(δ΄) Αν η g(x) = ln(x +

√
x2 + 1) είναι αρχική της 1

f (x) να ϐρεθεί ο z.

40. ΄Εστω ότι f (x) − f (x − 1) = 2x − 1 για κάθε x ∈ R, όπου f συνεχής στο x = 0, µε
limx→0

f (x)− x
x = 2. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι f ′(0) και f ′(1). Αν επιπλέον η f

έχει συνεχή 2η παράγωγο, τότε να υπολογιστεί το I =
∫ 1

0 (f (x) − f ′′(x)) e−xdx.

41. ΄Εστω ότι f (x) − 2f (x − 1) = x − 1 για κάθε x ∈ R, όπου f συνεχής στο x = 1, µε
limx→1

2f (x)−ln x
x−1 = 1. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι f ′(1) και f ′(2). Αν επιπλέον η f

έχει συνεχή 2η παράγωγο, τότε να υπολογιστεί το I =
∫ 2

1 xf ′′(x)dx.

42. Να ϐρεθεί πολυωνυµική συνάρτηση f , για την οποία, για κάθε x ∈ R είναι f (x) ≤
f (−1)+f (1)

2 = 1 και το limx→+∞
f (x)
x4 = −1. Κατόπιν να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που

περικλείεται από την f (x) και τον άξονα x ′x.

43. Να ϐρεθεί πολυωνυµική συνάρτηση f , για την οποία, για κάθε x ∈ R είναι f (x) ≥
2f (0)+3f (2)

5 = 2 και το limx→+∞
f (x)
x4 = 1. Κατόπιν να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που

περικλείεται από την f (x) και την ευθεία ϸ : y = 2.

44. ΄Εστω ο µιγαδικός z(x) =
√

x
x−i i.

(α΄) Να ϐρεθεί εκείνος ο z(x0), η εικόνα του οποίου απέχει τη µεγαλύτερη απόσταση
από την αρχή των αξόνων.

(ϐ΄) Να αποδειχθεί η ανίσωση |z(20032004)| < |z(20042003)|.

45. ΄Εστω ο µιγαδικός z(x) = x+αi√
x−i

.

(α΄) Να ϐρεθεί ο α ∈ R, αν είναι γνωστό ότι η εικόνα του z(1) απέχει την ελάχιστη
απόσταση από την αρχή των αξόνων.

(ϐ΄) Για κάθε x ∈ (−1, 0) να δειχθεί ότι ισχύει |z( x)| < |z(x + 1)|.

46. ΄Εστω ότι για την παραγωγίσιµη συνάρτηση f ισχύουν f (x2)+ xf (x − 1)+ x2 + 2 = 0 και
limx→e

f (ln2 x)−f (1)
x−e = 1

e . Να ϐρεθεί ο µιγαδικός w, αν είναι γνωστό ότι η εφαπτοµένη της
f στο x = 0, είναι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους
ισχύει |z − 4+ 4i | = |z −w|. Κατόπιν να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει το
|z|.

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���
5

47. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) συνεχής στο R και M(x, y) τυχαίο σηµείο της.

(α΄) ΄Εστω η συνάρτηση g(x) = (OM). Αν η ϸ : y =
√

3x +
√

3 είναι η ασύµπτωτη της f
στο +∞, να ϐρεθεί η ασύµπτωτη της g(x) στο +∞.

(ϐ΄) Κατόπιν αν g(0) = 0 να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ > 0, για το οποίο
ισχύει f (ξ ) = ξ + 2.

48. (α΄) Να εξεταστεί η g(x) = ex + x ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις f, g και τις ευθείες

x = 0, x = 1, όπου f συνάρτηση για την οποία για κάθε x ≥ 0 ισχύει ef (x) + f (x) =
x + 1 + ln(x + 1).

49. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g παραγωγίσιµες στο R για τις οποίες είναι f (0) = 0, g(0) = 1
και f ′(x) = f (x) + g(x), g′(x) = g(x) − f (x) για κάθε x ∈ R.

(α΄) Να δειχθεί ότι f (x) = ex x και g(x) = ex x.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f (x), την g(x), τον

άξονα y′y και την ϸ : x = π
2 .

50. (α΄) Αν ισχύει xf ′(x) = νf (x) για κάθε x ≥ 0, όπου f (x) παραγωγίσιµη στο [0,+∞), να
δειχθεί ότι f (x) = αxν, ν ∈ N∗.

(ϐ΄) ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση g, της οποίας η εφαπτοµένη στο τυχαίο (x0, g(x0))
τέµνει τον άξονα x ′x στο κ−1

κ x0, όπου x0 > 0 και κ ∈ N∗ − {1}. Να δειχθεί ότι
g(x) = αxκ.

(γ΄) Αν η εφαπτοµένη της g στο A(1, 1) τέµνει τον άξονα x ′x στο
(

2
3 , 0

)
, να ϐρεθεί το

εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την g(x) και την παραπάνω εφαπτοµένη.

51. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ όπου A(x, f (x)), x > 0 και B(−x, f (−x)) σηµεία της δύο ϕορές
παραγωγίσιµης και άρτιας f (x) > 0 στο R και ∆, Γ οι προβολές των Α, Β στον x ′x
αντίστοιχα. ΄Εστω E(x) εµβαδόν του ΑΒΓ∆ και λA η κλίση της εφαπτοµένης της f στο
σηµείο Α.

(α΄) Αν ισχύει E(x) = −λA για κάθε x > 0, να δειχθεί ότι το E(x) εµφανίζει ακρότατη
τιµή αν οι κορυφές του ΑΒΓ∆ είναι πάνω στα σηµεία καµπής της f (x).

(ϐ΄) Αν f (0) = 1, να ϐρεθεί ο τύπος της f .

52. δίνεται η συνάρτηση h(x) = f (x)ln(x2 + αx) όπου f (x) παραγωγίσιµη στο [2, 4] µε
f (2) = 2f (4) ! 0.

(α΄) Αν για την h πληρούνται οι προϋποθέσεις του Θ. Rolle στο [2, 4], να δειχθεί ότι το
α = 0.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (2, 4) για το οποίο ισχύει f ′(ξ ) ln ξ ξ +

f (ξ ) = 0.
(γ΄) Αν η f (x) έχει στο x = 2 οριζόντια εφαπτοµένη, να αποδειχθεί ότι η h(x) δεν έχει

στο x = 2 οριζόντια εφαπτοµένη.

53. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x − 3 + xe−x .

(α΄) Να εξετασθούν οι f (x) και f ′(x) ως προς τη µονοτονία.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί η πλάγια ασύµπτωτη της f .
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(γ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν E(λ)του χωρίου που περικλείεται από την f (x), την πλάγια
ασύµπτωτη της και την ευθεία ϸ : x = λ, όπου λ > 0.

(δ΄) Να ϐρεθεί το limλ→+∞ E(λ).

54. (α΄) ΄Εστω f (x) ! 0 στο R µε f (x − y) = f (x)
f (y) για κάθε x, y ∈ R και f ′(0) = 2.

i. Να δειχθεί ότι είναι παραγωγίσιµη στο R.
ii. Να δειχθεί ότι f (x) = e2x .

(ϐ΄) Αν η εφαπτοµένη της παραπάνω f στο 0 είναι ασύµπτωτη µιας συνάρτησης g στο
+∞, να ϐρεθεί το

lim
x→+∞

2(x + 1)g(x) − 4x2 + 2x + x

g(x) + x(g(x) − 1) − 2x2 + 2x − 1

55. (α΄) Να εξεταστεί ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα και το πρόσηµο στο (0,+∞) η
συνάρτηση f (x) = xee

1
x − 1.

(ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι η γραφική παράσταση της g(x) = e
1
x ϐρίσκεται πάνω από τη

γραφική παράσταση της h(x) = x−e και ότι οι g, h έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο
στο οποίο έχουν κοινή εφαπτοµένη, η οποία να ϐρεθεί.

56. ΄Εστω η συνάρτηση g(x) = f ( x), όπου f συνάρτηση δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R

για την οποία limx→0
f ′(x)−3

x = 4.

(α΄) Να δειχθεί ότι f ′(0) = 3.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί η εφαπτοµένη της f ′(x) στο x0 = 0.
(γ΄) Να υπολογιστεί η g′′(0).

57. (α΄) Να δειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z, για τους οποίους
ο w = z−1

z+6i είναι πραγµατικός, είναι ευθεία ε η οποία εφάπτεται στην γραφική
παράσταση της f (x) = x2 + 3 στο σηµείο A(3, 12).

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι το χωρίο που περικλείεται από την f , τον x ′x και τις x = 0, x = 3,
χωρίζεται από την ευθεία ε σε δύο µέρη µε λόγο εµβαδών 2.

58. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = (x − κ)5(x − λ)3 µε κ < λ. Να αποδειχθεί ότι :

(α΄)
f ′(x)
f (x)

=
5

x − κ
+

3
x − λ

(ϐ΄) Η g(x) = ln |f (x)| στρέφει τα κοίλα κάτω στο (κ, λ).
(γ΄) Να υπολογιστεί το I =

∫
ln |f (x)|dx στο (λ,+∞).

59. (α΄) Να αποδειχθεί ότι ex ≥ x + 1 για κάθε x ∈ R.
(ϐ΄) Αν για κάθε x ∈ R είναι f (x) =

∫ x

0 (t +1−et − f 2(t))dt, να αποδειχθεί ότι η συνεχής
f είναι γνησίως ϕθίνουσα και να ϐρεθούν τα σηµεία καµπής.

(γ΄) Να ϐρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της f στο O(0, 0).
(δ΄) Να λυθεί η ανίσωση f (x2 − 5x + 6) > 0.

60. ΄Εστω f (x) = g(h(x)), όπου g, h παραγωγίσιµες στο R συναρτήσεις.

(α΄) Αν η ϸ1 : y = 3x +2 εφάπτεται στην h(x) στο x1 = 0 και η ϸ2 : y = 2x −5 εφάπτεται
στην g(x) στο x2 = 2, να δειχθεί ότι η εφαπτοµένη της f στο 0 είναι η ϸ : y = 6x−1.
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(ϐ΄) Να υπολογίσετε το όριο limx→0
h(x)+2f (x)+ (5x)

x .

61. ∆ίνονται οι συαρτήσεις f (x) = 8
x2+4 και g(x) = 2

x .

(α΄) Να δειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις έχουν κοινή εφαπτοµένη ε.
(ϐ΄) Αν Ε είναι το εµβαδόν του τριγώνου που σχηµατίζει η ε µε τους άξονες και Π(x)

είναι το εµβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράµµου που σχηµατίζεται από δύο
σηµεία της γραφικής παράστασης της f και 2 σηµεία του x ′x, να δειχθεί ότι
E ≥ Π(x) για κάθε x ∈ R.

62. ΄Εστω η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f (x) για την οποία ισχύουν : f ′′(x) < 0
για κάθε x ∈ [1, 3], f (2) = 0 και f (3) = 1.

(α΄) Να ϐρεθούν τα α" ∈ R ώστε για την g(x) = f (x)−αx−" να ισχύουν g(2) = g(3) = 0.
(ϐ΄) Κατόπιν να δειχθεί ότι ισχύει f (x) < 0 για κάθε x ∈ [1, 2) και f (x) > 0 για κάθε

x ∈ (2, 3).

63. (α΄) Αν xf ′(x) ≥ 2ex − 2 + x2 − 2x για κάθε x ∈ R, να ϐρεθεί η µονοτονία της f .
(ϐ΄) Κατόπιν, αν η f (x) είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη, να δειχθεί ότι f ′′(0) ≥ 2.
(γ΄) Να δειχθεί ότι

∫ x

0 f (t)dt ≥ (f (0) + f ′(0))x για κάθε x ≥ 0.

(δ΄) Να δειχθεί ότι η εξίσωση
∫ x

0 f (t)dt + 1
3 = xf (x) έχει µία µόνο ϱίζα στο (0, 1).

64. ΄Εστω η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R, για την οποία για κάθε x ∈ R ισχύει
(f (x))3 + " (f (x))2 + γ (f (x)) = x3 − 2x2 + 6x − 1, µε "2 < 3γ. Να δειχθεί ότι :

(α΄) Η f (x) δεν έχει ακρότατα.
(ϐ΄) Η f (x) είναι γνησίως αύξουσα στο R.
(γ΄) Η εξίσωση f (x) = 0 έχει µία µόνο ϱίζα ϱ στο διάστηµα (0, 1).
(δ΄) Αν f (0) = −1, να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την g(x) =

3x2−4x+6
3f 2(x)+2"f (x)+γ , τους άξονες x ′x, y′y και την ευθεία ϸ : x = ρ.

65. ΄Εστω η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f µε f (2)− f (0) = 2, για την οποία ισχύει
ότι f (x2 − x) − f (4x − 2x2) ≤ 3x2 − 5x για κάθε x ∈ R.

(α΄) Να δειχθεί ότι οι εφαπτόµενες της f στα x1 = 0, x2 = 2 είναι παράλληλες.
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι η f έχει δύο πιθανά σηµεία καµπής.

66. (α΄) Αν ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z, για τους οποίους ισχύει ότι
|z − 2| = 2004, τέµνει την παραγωγίσιµη συνάρτηση f στα A (α, f (α)) , B (", f (")),
να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο M (ξ, f (ξ )), µε ξ ∈ (α, "), στο οποίο
η εφαπτόµενη της f να είναι κάθετη στην ΚΜ, όπου K(2, 0).

(ϐ΄) ΄Εστω f (x) ≥ 0 συνεχής στο [0, 4] και παραγωγίσιµη στο (0, 4) µε f (0) = 0. Αν
σε κάθε σηµείο M (x, f (x)) της f (x) η εφαπτοµένη της είναι κάθετη στην ΚΜ, να
ϐρεθεί ο τύπος της.

67. ΄Εστω g(x) = x2f (x), όπου f συνάρτηση µε συνεχή 2η παράγωγο στο R. Αν x2f ′′(x) +
4xf ′(x) + 2f (x) > 0 για κάθε x ∈ R τότε :

(α΄) Να µελετηθεί η g(x) ως προς τη µονοτονία, τα ακρότατα και τα κοίλα.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το πρόσηµο της f (x).
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(γ΄) Να δειχθεί ότι υπάρχει x0 ∈ (0, 1) ώστε να ισχύει x0f ′(x0) = (1 − 3x0)f (x0).

68. (α΄) ΄Εστω f (x) = x5 + x3 + x. Να εξεταστεί η f ως προς τη µονοτονία και τα κοίλα.
(ϐ΄) Αφού αποδειχτεί ότι η f αντιστρέφεται, να δειχθεί ότι f (ex) ≥ f (x + 1) στο R.
(γ΄) Να ϐρεθεί η εφαπτοµένη της f (x) στο x0 = 0.
(δ΄) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παρά-

σταση της f −1(x), τον άξονα x ′x και την ευθεία x = 3.

69. ΄Εστω οι µιγαδικοί z, w για τους οποίους ισχύει z
w = 1 +

√
3i. Αν η εικόνα Α του

µιγαδικού z ανήκει σε κύκλο κέντρου O(0, 0) και ακτίνας ρ = 2, τότε :

(α΄) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων Β των µιγαδικών w.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το είδος του τριγώνου ΑΟΒ.
(γ΄) Αν τη χρονική στιγµή t0 που η εικόνα A(z) είναι στο

(
1,
√

3
)
, η τεταγµένη έχει

ταχύτητα vy =
√

3m/s, να ϐρεθεί η ταχύτητα vx της τετµηµένης του.
(δ΄) Την ίδια χρονική στιγµή t0 να ϐρεθούν οι ταχύτητες vx, vy του B(w).
(ε΄) Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (0, 1) για το οποίο να ισχύει |(1 −

2x0)z + x0w| = ex0.

70. (α΄) Αν f ′′(x) συνεχής να δειχθεί ότι I =
∫ π

2
− π

2
(f (x) + f ′′(x)) xdx = f

(
π
2

)
+ f

(
−π

2

)
.

(ϐ΄) Με δεδοµένο ότι I = 2f (0), να δειχθεί ότι στο
(
−π

2 , π
2

)
υπάρχουν δύο παράλληλες

εφαπτοµένες της γραφικής παράστασης της f .
(γ΄) Να δειχθεί ότι η f έχει στο

(
−π

2 , π
2

)
πιθανό σηµείο καµπής.

71. (α΄) Ο ϱυθµός ϱίψης ϐοµβών t µέρες µετά την έναρξη ενός πολέµου είναι 501
(
1 − 100

(t+10)2

)

ϐόµβες την ηµέρα. Να ϐρεθεί ο τύπος που δίνει τη συνάρτηση N(t).
(ϐ΄) Να ϐρεθεί ο αριθµός Ν των ϐοµβών που έπεσαν από την 11η ως και την 15η µέρα.

72. (α΄) Να εξεταστεί η g(x) = ln x
x+1 ως προς τη µονοντονία.

(ϐ΄) Να ϐρεθούν οι α, $ ∈ R ώστε η συνάρτηση φ(x) = f ′(x)
αf 2(x)+$f (x) να έχει στο R παρά-

γουσα την g(f (x)), όπου f (x) παραγωγίσιµη στο (0,+∞).
(γ΄) ΄Εστω ότι για την παραπάνω συνάρτηση f (x), για κάθε x > 0 ισχύει ότι f (x) =

1 +
∫ x

1
f 2(t)+f (t)

t2+t dt.
i. Να ϐρεθεί το πρόσηµο και η µονοτονία της f (x).
ii. Να ϐρεθεί ο τύπος της f (x) στο (0,+∞).

(δ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται, από τις παραπάνω συναρτήσεις
f (x) και g(x) και τις ευθείες x = 1, x = 2.

73. (α΄) Να ϐρεθούν οι α, $ ∈ R, έτσι ώστε η F (x) = (αx2 + $x)ex2 να είναι αρχική της
f (x) = (2x2 + 1)ex2 για κάθε x ∈ R.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί ο τύπος της παραγωγίσιµης στο (0,+∞) συνάρτησης g(x), για την οποία
ισχύει g′(x)

2x2+1 = ex2−g(x) για κάθε x > 0, µε g(1) = 1.

74. ΄Εστω η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση στο R, για την οποία για κάθε x ∈ R
ισχύει (f ′(x))3 + $(f ′(x))2 + γf ′(x) = x3 − 2x2 + 6x − 1, µε $2 < 3γ. Να δειχθεί ότι :

(α΄) Η f στρέφει τα κοίλα άνω στο R.
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(ϐ΄) Σε κάθε διάστηµα [α, "] ισχύει
∫ "

α
f (x)dx ≤ (α + ") f (")−f (α)

2 .
(γ΄) Η f έχει ένα µόνο ακρότατο ϱ στο διάστηµα (0, 1).
(δ΄) Αν f (ρ) = f (0) − 1, να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη

συνάρτηση g(x) = 3x3−4x2+6x
3(f ′(x))2+2"f ′(x)+γ , τους άξονες x ′x, y′y και την ϸ : x = ρ.

75. (α΄) ΄Εστω f συνεχής στο R για την οποία ισχύει f (x) + f (x − 1) = (πx) + 2x για
κάθε x ∈ R.

i. Αν η ϸ : y = 2x + 1 εφάπτεται στην παραγωγίσιµη συνάρτηση f στο x = 0, να
ϐρεθεί η εφαπτοµένη (δ) της f στο x = 1.

ii. Αν f (x) > 0 και το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f (x), την
ευθεία δ, την x = −1 και τον y′y ισούται µε 1

2 , να ϐρεθεί το εµβαδόν του
χωρίου που περικλείεται από την f , την ευθεία δ, την x = 1 και τον y′y.

iii. Να δειχθεί ότι το χωρίο που περικλείεται από την f , την g(x) = 2x και τις
ευθείες x = 0, x = 1 είναι ισεµβαδικό µε αυτό που περικλείεται από την f , την
h(x) = − (πx) και τις ευθείες x = 0, x = −1.

(ϐ΄) Αν επιπλέον η συνάρτηση f (x) έχει συνεχή 2η παράγωγο, τότε :
i. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f ′′(ξ ) = −2.
ii. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα I =

∫ 1
0 (f (x) − f ′′(x))exdx

76. (α΄) Να δειχθεί ότι ex > x για κάθε x ∈ R.
(ϐ΄) ΄Εστω συνάρτηση f (x), παραγωγίσιµη στο R, για την οποία, για κάθε x ∈ R, ισχύει

f (x)ef (x) − f 2(x) = x.
i. Να ϐρεθεί το πρόσηµο της f (x) στο R.
ii. Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και να ϐρεθεί η f −1.

(γ΄) Να ϐρεθεί το I =
∫ e−1

0
x

ef (x)−f (x)+f (x)(ef (x)−1)dx.

77. (α΄) ΄Εστω f (x) =
∫ x

0 extdt µε x ≥ 0. Να αποδειχθούν τα εξής :
i. Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x = 0.
ii. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο x = 0.
iii. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).

(ϐ΄) ΄Εστω z = α + "i µε α ∈
(
−∞, 1

2

)
και " ∈ R∗. Αν A = |z|2 − 2Re(z), τότε :

i. |z − 1| > |z|.
ii.

∫ A+1
0 |z|exdx >

∫ A+2Re(z)
0 |z − 1|exdx.

78. Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους ισχύει∫ 1
1
x
|xtz − 1 − 2i |dt ≥ 2

√
5 ln x για κάθε x > 0. Κατόπιν να ϐρεθούν οι µιγαδικοί z1, z2

µε το ελάχιστο - µέγιστο µέτρο.

79. Αν για κάθε x ∈ R ισχύει ότι 1 +
∫ x

α
xf (t)dt ≥ ex2−αx , όπου f (x) παραγωγίσιµη, µε

συνεχή παράγωγο στο R και α > 0, να αποδειχθεί ότι :

(α΄) το ολοκλήρωµα
∫ α

0 xf ′(x)dx = 0
(ϐ΄) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (0, α) τέτοιο ώστε f (ξ ) = 1
(γ΄) υπάρχει ένα τουλάχιστον ρ ∈ (ξ, α) τέτοιο ώστε f ′(ρ) = 0.

80. ΄Εστω f (x) + (x − 1)g(x − 1) ≤ ln x για x > 0, όπου f παραγωγίσιµη στο x = 1, µε
y = x − 1 εφαπτοµένη της στο x = 1 και g παραγωγίσιµη και γνησίως αύξουσα.
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(α΄) Να δειχθεί ότι η g(x) διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
(ϐ΄) Αν

∫ 1
α+1 f (x)dx = α για κάθε α > −1, να δειχθεί ότι

∫ α

0 xg(x)dx ≥ ln(α + 1)α+1.

(γ΄) Να δειχθεί ότι η εξίσωση g(e−1− x) =
∫ x

0 tg(t)dt έχει µοναδική ϱίζα στο διάστηµα
(0, e − 1).

81. ΄Εστω οι µιγαδικοί z1 = α + "i και z2 = f (") + f (α)i. Αν ο z1
z2
∈ R, και f συνάρτηση µε

συνεχή παράγωγο, να ϐρεθεί το άθροισµα
∫ "

α
f (x)dx +

∫ f (")
f (α) f −1(x)dx.

82. Αν η f έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο και για κάθε x ≥ 0 ισχύει ότι xf ′(x) − 1 < 0, να
δειχθούν τα εξής :

(α΄) Η g(x) = f (x) − ln x είναι γνησίως ϕθίνουσα.
(ϐ΄) f (e) − 1 < f (1)

(γ΄) Υπάρχει ξ ∈ (1, e) ώστε f ′(ξ ) < 1
e−1 .

(δ΄)
∫ e

1 xf ′′(x)dx > ef ′(e) − f ′(1) − 1.

(ε΄)
∫ 1

0 f (x)dx > f (e) − 2.

83. ΄Εστω η συνεχής στο (0,+∞) συνάρτηση f , για την οποία για κάθε x ∈ (0,+∞) ισχύει
ότι xf (x) = ln x −

∫ e

1 f (x)dx.

(α΄) Να ϐρεθεί ο τύπος της f (x).
(ϐ΄) Να εξεταστεί η f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.
(γ΄) Να αποδειχθεί ότι e ln 16 < 6 + e.

84. ΄Εστω η συνάρτηση f (x)που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο R, για την οποία, για
κάθε x ∈ R, ισχύει ότι

∫ 1
0 (f (x) − α)f ′′(x)dx = 0 µε f (0) = f (1) = α.

(α΄) Να δειχθεί ότι η f (x) είναι σταθερή.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί ο τύπος της f , αν είναι γνωστό ότι στη γραφική της παράσταση ανίκουν

οι εικόνες των µιγαδικών z για τους οποίους |z − 2| = |z − 2 − 4i |.

85. ΄Εστω συναρτήσεις f, g παραγωγίσιµες στο R, για τις οποίες για κάθε x ∈ R∗ ισχύει ότι
g(x) =

∫ x

0 f (t)dt − x2
∫ 1

x

0 f (xt)dt.

(α΄) Αν η g είναι κοίλη, να ϐρεθεί η µονοτονία της f .
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) ώστε f (ξ ) =

∫ 1
0 f (x)dx.

(γ΄) Αν g(x) = −x2 + αx + " να ϐρεθούν οι α, " καθώς και ο παραπάνω αριθµός ξ .
(δ΄) Αν f (ξ ) = 1, να ϐρεθεί ο τύπος της f .

86. ΄Εστω συνάρτηση f για την οποία για κάθε x ∈ R ισχύει ότι f ′′(x) = f (x).

(α΄) Αν f ′(1) + f (1) = 0, να υπολογιστεί το I1 =
∫ 1

0
[
(f ′(x))2 − (f (x))2] dx.

(ϐ΄) Αν f (0) = 1 = −f ′(0) να ϐρεθεί ο τύπος της g(x) = (f (x) − f ′(x))ex και να υπολο-
γιστεί το I =

∫ 1
0

2x
f (x)−f ′(x)dx.

(γ΄) Να υπολογιστεί το I2 =
∫ π

0 f (x) xdx.

(δ΄) Αν δοθεί ότι I2 = f
(

π
2

)
, να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0, π) ώστε f ′′(ξ ) = 0.
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87. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f , για την οποία ισχύει f (x) + ef (0) =
∫ x

0
1

1+ef (t) dt για κάθε
x ∈ R.

(α΄) Να δειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και να ϐρεθεί η f −1(x).
(ϐ΄) Να υπολογιστεί το I1 =

∫ e+1
1 f (x)dx.

(γ΄) Να δειχθεί ότι
∫ 1

0
1

1+ef (x) dx = ef (0).

(δ΄) Να Λυθεί η ανίσωση f (f −1(x) + 1 − e) +
∫ 1

0
1

1+ef (x) dx >
∫ 2

0
1

1+ef (x) dx.

88. ΄Εστω η γνησίως αύξουσα και συνεχής f (x) για την οποία, για κάθε x > 0, ισχύει ότι
f
(

1
x

)
+ f (x) = 0. ΄Εστω επίσης η συνάρτηση g(x) =

∫ x

1
f (t)
1+t2 dt.

(α΄) Να εξεταστεί η g ως προς το πρόσηµο, τη µονοντονία και τα ακρότατα.
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι g(α) = g

(
1
α

)
για κάθε α > 0.

(γ΄) Να δειχθεί ότι αν g(α) = g("), τότε α = " ή α" = 1.

89. (α΄) ΄Εστω f παραγωγίσιµη συνάρτηση στο R, για την οποία η f ′(x) είναι περιττή στο
R. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f (x) είναι άρτια.

(ϐ΄) Να µελετηθεί η f (x) =
∫ x

α
te tdt ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα. Αν

α ! 0, να ϐρεθεί το πρόσηµο του ακροτάτου και να λυθεί η f (x) = 0.

90. ΄Εστω f παραγωγίσιµη στο R, µε f (0) = 0 και f (x) − e−f (x) = x − 1 γι κάθε x ∈ R.

(α΄) Να εκφραστεί η f ′ σαν συνάρτηση της f .
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι x

2 < f (x) < xf ′(x) για κάθε x > 0.
(γ΄) Αν E είναι το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f , τον x ′x και τις

ευθείες x = 0, x = 1, να δειχθεί ότι 1
4 < E < 1

2 f (1).

91. (α΄) Αν ο µιγαδικός z−i
z−2 είναι ϕανταστικός, να δειχθεί ότι οι εικόνες των µιγαδικών z

ανήκουν σε κύκλο του οποίου να ϐρεθεί το κέντρο Κ και η ακτίνα.
(ϐ΄) Αν το παραπάνω σηµείο Κ αντιστοιχεί στο ακρότατο της συνάρτησης f (x) = αx

x2+" , α !
0, να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f , τον άξονα x ′x και
την ϸ : x = −1.

92. (α΄) Να δειχθεί ότι ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων των µιγαδικών z, για τους οποίους
ο w = z−1

z+6i είναι πραγµατικός, είναι ευθεία (ϸ), η οποία εφάπτεται στην γραφική
παράσταση της f (x) = x2 + 3 στο σηµείο A(3, 12).

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι το χωρίο που περικλείεται από την f (x), τον x ′x και τις x = 0, x = 3,
χωρίζεται από την ευθεία (ϸ) σε 2 µέρη µε λόγο εµβαδών 2.

93. (α΄) Αν οι ϱίζες της εξίσωσης (z−4)ν = (z+2−2i)ν ανήκουν σε ευθεία ϸ που εφάπτεται
στην f (x) = αx3 + "x στο x = 1, να ϐρεθούν οι α, " ∈ R.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f , τον x ′x και την
εφαπτοµένη ϸ.

94. ΄Εστω f (x) δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [0, 1], έτσι ώστε f (x)f ′′(x) − 2[f ′(x)]2 = αf 3(x)
και f ′(0) = 0. Αν g(x) συνάρτηση συνεχής µε

∫ x

0 g(t)dt = f (x)−1
f (x) για κάθε x ∈ [0, 1], να

ϐρεθεί ο α ∈ R, ώστε η συνάρτηση h(x) = x − g(x) να είναι σταθερή στο [0, 1]. Κατόπιν
να ϐρεθούν οι τύποι των h, g, f .

95. (α΄) Αν limx→0
f (x)− x

x = 2, να ϐρείτε την παράγωγο στο x = 0 της συνεχούς f (x).
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(ϐ΄) Αν επιπλέον ισχύει f (x) − f (x − 1) = ex−2 για κάθε x ∈ R, ϐρείτε την εξίσωση της
εφαπτοµένης της f στο x0 = 2.

(γ΄) Αν
∫ 3

2 f (x)dx = e, να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την
ϑετική f (x), τους άξονες x ′x, y′y και την ϸ : x = 1.

96. ΄Εστω f, g παραγωγίσιµες µε
∫ x

1 f (t)dt −
∫ x

1 g(t)dt = ln x − x + 1 για κάθε x > 0.

(α΄) Αν η g έχει ϱίζες 0 < ρ1 < 1 < ρ2, να δειχθεί ότι η f έχει ϱίζα στο (ρ1, ρ2).
(ϐ΄) Να δειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (ρ1, ρ2) τέτοιο ώστε f ′(ξ )ξ 2 = −1.
(γ΄) Αν η f είναι κοίλη, να δειχθεί ότι και η g είναι κοίλη και ότι έχει ακρότατο του

οποίου να ϐρεθεί το είδος.
(δ΄) Βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις f, g και την x = e.

97. ΄Εστω συνάρτηση f συνεχής στο R, για την οποία για κάθε x ∈ R ισχύει ότι f (x) =∫ x

0 [f 2(t) + et − t − 1]dt.

(α΄) Να λυθεί η ανίσωση f (x) < 0.
(ϐ΄) Να λυθεί η εξίσωση f ′(x) = 0.
(γ΄) Να λυθεί η ανίσωση f ′′(x) < 0.
(δ΄) Να γίνει γραφική παράσταση της f .

98. (α΄) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος c1 των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους
ισχύει (z + z)

[
1
4 (z2 + z2)i + i

2 (|z|2 + 4)
]
= z − z.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος c2 των εικόνων των µιγαδικών z για τους οποίους
ο w = 3

2 (z + z)2 + i(z − z) + 2i είναι ϕανταστικός.
(γ΄) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις

(c1), (c2) των παραπάνω γεωµετρικών τόπων.

99. (α΄) Να δειχθεί ότι 2 ≤ I ≤ 2e, όπου I =
∫ 1
−1 ex2

dx.

(ϐ΄) Να ϐρεθεί το πεδίο ορισµού A της g(x) =
∫ I

x
f (t)
ln t dt, όπου f συνεχής στο R.

(γ΄) Να ϐρεθούν οι συναρτήσεις f για τις οποίες xf (x) = g(x) + 1, για κάθε x ∈ A.
(δ΄) Αν το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f (x), τον άξονα x ′x και τις

ευθείες x = e, x = e2 ισούται µε ln 4α, να ϐρεθεί, συναρτήσει του α, ο τύπος της
f (x).

100. ΄Εστω f γνήσια αύξουσα µε συνεχή παράγωγο στο [0, α] και σύνολο τιµών το [0, α]. Να
ϐρεθεί η παράσταση Π =

∫ α

0 f (x)dx +
∫ α

0 f −1(x)dx

101. ΄Εστω f γνήσια ϕθίνουσα µε συνεχή παράγωγο στο [α, %] και σύνολο τιµών το [α, %]. Να
ϐρεθεί η παράσταση Π =

∫ %

α
f (x)dx −

∫ %

α
f −1(x)dx

102. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I(α) =
∫ α

0

√
α2 − x2dx (α > 0)

103. ΄Εστω f (x) > 0 στο R συνεχής και 1-1 µε f (0) = 1 και

(x − 1)f (x) =
∫ 1

1
f (x)

f (x)f −1(tf (x))dt − 1

για κάθε x ∈ R. Να ϐρεθεί ο τύπος της f (x).
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104. Αν f (x) συνεχής και περιττή αν αποδειχθεί ότι
∫ 2π

0
x2f ( x)dx = −2π2

∫ π

0
f ( x)dx

105. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

I =
∫ 1

0

(∫ x

1

(∫ y

1
et3

dt

)
dy

)
dx

106. Αν f ( x) + xf (x) = x2 + 1 να υπολογίσετε το όριο

lim
x→0

f (x) − 1
x

107. Αν limx→+∞
f (x+1)

f (x) = 2 τότε να δείξετε ότι το limx→+∞
f (x+2)
f (x−2) = 16.

108. Αν f (x) = 2|z1 |x+|z2 |x
|z1 |x+2|z2 |x να ϐρείτε το limx→+∞ f (x).

109. ΄Εστω f : R→ R µε f (R) = R και (f (x))3 + f (x) = x + 2. Να δείξετε ότι υπάρχει f −1 και
να ϐρεθεί.

110. Αν f (x) =
∫ x

0
1

1+t2 dt µε −π
2 < x < π

2 να ϐρείτε την f ′(x) και να υπολογίσετε το ολοκλή-
ϱωµα

∫ √3
0

1
1+t2 dt.

111. (α΄) Αν f (−x) = −f (x) για κάθε x ∈ [−α, α] και η f συνεχής στο [−α, α] να δείξετε ότι∫ α

−α
f (x)dx = 0.

(ϐ΄) Να ϐρείτε συνεχή συνάρτηση f για την οποία ισχύει

f (x) = x + x2004
∫ 1

−1
f (x2t2) (xt)dt

για κάθε x ∈ R.

112. Αν f (x) =
∫ x

0 (x − t)etdt να δείξετε ότι η f είναι κυρτή.

113. ΄Εστω f συνεχής στο R και (x − 1)
∫ x

0 f (t)dt ≥ 0 για κάθε x ∈ R. Να δείξετε ότι∫ 1
0 f (x)dx = 0 και f (0) = 0.

114. Αν για τη συνάρτηση f : R → R ισχύει f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ R να ϐρείτε τα σηµεία
καµπής της g(x) =

∫ x

2−x
f (t)dt, x ∈ R.

115. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R→ R µε f ′(0) = 2, f (x+y)+2f (xy) = f (x)f (y)+2
για κάθε x, y ∈ R.

(α΄) Να δείξετε ότι f ′(x) − 2f (x) = −4x.
(ϐ΄) Να δείξετε ότι η g(x) = (f (x) − 2x − 1)e−2x είναι σταθερή.
(γ΄) Να ϐρείτε την f .
(δ΄) Να ϐρείτε το

lim
x→+∞


xν

(
1

f (x)

)2
.
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116. ∆ίνεται συνεχής συνάρτηση f : R → R µε f (x) = 6x +
∫ 0

x
(t − x)f (t)dt. Να δείξετε ότι

f ′′(x) = f (x), x ∈ R.

117. ΄Εστω συνεχής συνάρτηση f µε f (x) = ex + x
∫ 1

0 f (xt)dt, x ∈ R.

(α΄) Να δείξετε ότι f (x) ≥ − 1
e2 για κάθε x ∈ R.

(ϐ΄) Να ϐρείτε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την Cf , τον άξονα x ′x και τις
ευθείες x = −2, x = −1.

(γ΄) Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της f (x).

118. ΄Εστω παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞) → R µε f (1) = 1 και x(1 − f ′(x)) ln α =
1, x > 0 και 0 < α < 1.

(α΄) Να ϐρείτε την f (x).
(ϐ΄) Να µελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα.
(γ΄) Να δείξετε ότι f (y) − f (x) > y − x µε x < y και x, y ∈ (0,+∞).

119. Αν f άρτια, g περιττή και f, g συνεχείς στο R να δείξετε ότι
∫ 1

−1

f (x)
eg(x) + 1dx =

∫ 1

0
f (x)dx

120. Αν f (x) =
∫ x

0 (x − t)2etdt για κάθε x ∈ R να δείξετε ότι η συνάρτηση f ′(x) είναι κυρτή
στο R.

121. ∆ίνεται η f συνεχής στο (−1,+∞) µε f (0) = −1, f (1) = ln 2 και
∫ 1

0 f (x)dx = 1. Να
δείξετε ότι δεν υπάρχει α ∈ R τέτοιο ώστε να ισχύει η σχέση

∫ x

0 f (t)dt
∫ 1

x
f (t)dt ≥

α(x − 1) ln(x + 1) για κάθε x > −1.

122. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει

f (x) = x −
∫ x

0

(∫ t

0
f (u)du

)
dt

για κάθε x ∈ R.

(α΄) Να δείξετε ότι f ′′(x) = −f (x) για κάθε x ∈ R.
(ϐ΄) Να δείξετε ότι η συνάρτηση h : R→ R µε τύπο h(x) = (f (x)− x)2+(f ′(x)− x)2

είναι σταθερή και ίση µε το µηδέν.
(γ΄) Να ϐρείτε τον τύπο της f .

123. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : [α, "] → R, µε f (α) = α και f (") = " όπου
0 < α < ". Να δειχθεί :

(α΄) υπάρχει εφαπτοµένη της Cf παράλληλη στην ευθεία y = x.
(ϐ΄) υπάρχει x0 ∈ (α, ") τέτοιο ώστε f (x0) = α + " − x0.
(γ΄) υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ (α, ") τέτοια ώστε f ′(ξ1)f ′(ξ2) = 1.
(δ΄) αν υπάρχει η f ′′ στο [α, "] και είναι συνεχής ώστε

∫ "

α
xf ′′(x)dx = 0 τότε η εξίσωση

xf ′′(x) + f ′(x) = 1 έχει λύση στο (α, ").
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124. ΄Εστω οι µιγαδικοί z για τους οποίους ισχύει

Re
(
z +

4
z

)
= 2Re(z) (1)

(α΄) Να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών z.
(ϐ΄) Αν Re(z) ! 0 τότε

i. να αποδείξετε ότι ο µιγαδικός w = z + 4
z είναι πραγµατικός και ισχύει −4 ≤

w ≤ 4.
ii. να ϐρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών c = z + 3 + 4i.
iii. για το ερώτηµα (ii) να ϐρείτε το ελάχιστο και το µέγιστο του |c|.

(γ΄) Αν οι µιγαδικοί z1, z2, z3 ικανοποιούν τη σχέση (1) και δεν είναι ϕανταστικοί να
αποδείξετε ότι

|z1z2 + z2z3 + z3z1| = 2|z1 + z2 + z3|

125. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R για την οποία ισχύει

f (f (x)) + f (x) = x, για κάθε x ∈ R

(α΄) Να δείξετε ότι η f είναι 1-1.
(ϐ΄) Να δείξετε ότι f (f (x) + x) = x, για κάθε x ∈ R.
(γ΄) Να λύσετε την εξίσωση f (t) + t = 0.

126. ΄Εστω οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f, g : R → R µε f (0) = 1 και g(0) = −1 για τις
οποίες ισχύουν οι σχέσεις :

f ′(x)g(x) = 2ex και f (x)g′(x) = −3ex για κάθε x ∈ R

(α΄) Να δείξετε ότι f (x) > 0 και g(x) < 0.
(ϐ΄) Να ϐρείτε τους τύπους των f, g.

127. ∆ίνεται η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε f (0) < f (1).

(α΄) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε f (x0) = 5f (0)+3f (1)
8 .

(ϐ΄) ΄Εστω ότι το x0 του παραπάνω ερωτήµατος είναι 1
2 .

i. Να δείξετε ότι x1, x2 ∈ (0, 1), µε x1 ! x2 ώστε 5f ′(x1) = 3f ′(x2).
ii. Να ϐρείτε τους α, " ∈ R, ώστε για τη συνάρτηση g(x) = f (x) + αx2 + "x να

εφαρµόζεται το ϑεώρηµα Rolle στα διαστήµατα
[
0, 1

2

]
και

[
1
2 , 1

]

iii. Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ ∈ (0, 1) ώστε f ′′(ξ ) = f (1) − f (0).

128. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞) → R µε f (1) = 0 και f ′(1) = e για την
οποία ισχύει :

f ′(x) = f (x) + A
∫ x

0

ex

x2 + t2 dt, x > 0

όπου A ∈ R σταθερά. Να δείξετε ότι :

(α΄) η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (0,+∞).
(ϐ΄) ο τύπος της συνάρτησης f είναι f (x) = ex ln x, x > 0.
(γ΄) η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα.
(δ΄) η εξίσωση f 2(x) = f ′(x)

∫ e

x
f (t)dt έχει τουλάχιστον µία λύση στο διάστηµα (1, e).
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129. ΄Εστω η δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση f : [0,+∞) → R µε f (1) = 2 και f ′′

συνεχή στο 0, για την οποία ισχύει :

x2f ′′(x) = 2(f (x) − x) για κάθε x ≥ 0

(α΄) Να δείξετε ότι η f ′′ είναι συνεχής στο [0,+∞).
(ϐ΄) Να ϐρείτε το τύπο της f .

130. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : (0,+∞)→ R για την οποία ισχύει

f (x) =
x2 − 1

2 +

∫ x2

x

2
t

f
( t
x

)
dt για κάθε x > 0

(α΄) Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιµη.
(ϐ΄) Να δείξετε ότι ο τύπος της f είναι ο f (x) = x2 ln x, x > 0.
(γ΄) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της συνάρτησης f .
(δ΄) Να ϐρείτε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της

f , τον άξονα x ′x και τις ευθείες x = 1
e και x = e.

131. ΄Εστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f [α, "] → R µε f (α) = α και f (") = ". Να δείξετε
ότι :

(α΄) υπάρχει εφαπτοµένη της Cf παράλληλη στην ευθεία y = x + 7.
(ϐ΄) υπάρχει τουλάχιστον ένα x0 ∈ (α, "), ώστε f (x0) = α+"

2 .
(γ΄) υπάρχουν x1, x2 ∈ (α, ") µε x1 ! x2 ώστε 1

f ′(x1) +
1

f ′(x2) = 2

132. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R → R και ο σταθερός ακέραιος αριθµός α, ώστε για
κάθε x ∈ R να ισχύουν οι σχέσεις :

f (x) > 0 και f (x) = α +
∫ x

2−x

exf (t)
f (t) + f (2 − t)

dt

(α΄) Να ϐρείτε τον τύπο της f .
(ϐ΄) Να ϐρείτε τη µικρότερη τιµή του α.

133. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R ώστε

f (x) = 1 +
∫ 2x

x
f (t − x)dt για κάθε x ∈ R

(α΄) Να ϐρείτε τον τύπο της f .
(ϐ΄) Να δείξετε ότι η f είναι κυρτή.
(γ΄) Να ϐρείτε την ευθεία x = x0, η οποία χωρίζει το χωρίο που περικλείεται από τη

Cf , τον άξονα x ′x και τις ευθείες x = 0 και x = 1 σε δύο µέρη που έχουν το ίδιο
εµβαδόν.

134. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f :
(
−π

2 , π
2

)
→ R, ώστε να ισχύει

f (x) =
∫ 1

0
x(f (xt) + xt)2dt για κάθε x ∈

(
−π

2 ,
π
2

)

(α΄) Να δείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και ισχύει f ′(x) = (f (x) + x)2

για κάθε x ∈
(
−π

2 , π
2

)
.
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(ϐ΄) ΄Εστω οι συναρτήσεις g, h, φ :
(
−π

2 , π
2

)
→ R µε τύπους

g(x) = (f (x) + x) x − x
h(x) = −

∫ x

0 (f (t) + t)dt
φ(x) = g(x)eh(x)

Να δείξετε ότι η συνάρτηση φ είναι σταθερή.
(γ΄) Να δείξετε ότι f (x) = x − x, x ∈

(
−π

2 , π
2

)
.

(δ΄) Να ϐρείτε τους α ∈ R∗ και ν ∈ N∗, ώστε να ισχύει limx→0+
f (x)
xν = α.

135. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x

1+3x , x ∈ R.

(α΄) Να ϐρεθεί το σύνολο τιµών της f .
(ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι η f αντιστρέφεται και να εξετάσετε αν υπάρχει το (f −1 ◦ f −1)

(
1
4

)
.

(γ΄) Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές παραστάσεις των f, f −1 τέµνονται τουλάχιστον σε
ένα σηµείο µε τετµηµένη x0 ∈ (0, 1).

136. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R→ R για την οποία οποία ισχύει : limx→0[f (x)(x2−5x −4)] =
+∞

(α΄) Να ϐρεθεί το limx→0 f (x).
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το limx→0

(
f (x) 1

f (x)

)
.

(γ΄) Αν g(x) < f (x) για κάθε x ∈ R, να ϐρεθεί το limx→0 g(x).

137. ∆ίνεται η συνάρτηση f : R → R∗ για την οποία ισχύει : f (x + y) = f (x)f (y) για κάθε
x, y ∈ R. Να αποδειχθεί ότι :

(α΄) f (0) = 1.
(ϐ΄) f (νx) = f ν(x).
(γ΄) Αν η f είναι συνεχής στο x0 = 0 τότε η f είναι συνεχής στο R.
(δ΄) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0 τότε η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε

f ′(x) = f ′(0)f (x) για κάθε x ∈ R.
(ε΄) Αν η f είναι αντιστρέψιµη τότε f −1(xy) = f −1(x) + f −1(y).

138. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο [−α, α], α > 0 και οι εφαπτοµένες της Cf στα
σηµεία M(x0, f (x0)) και M ′(−x0, f (−x0)). Να αποδειχθεί ότι :

(α΄) Αν η f είναι άρτια, τότε οι εφαπτοµένες στα M και M ′ τέµνονται στον y′y.
(ϐ΄) Αν η f είναι περιττή, τότε οι εφαπτοµένες στα M και M ′ είναι παράλληλες.

139. ∆ίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f, g : R→ R, για τις οποίες ισχύουν :

• f άρτια και g περιττή.
• f (x) + g(x) = ex για κάθε x ∈ R.

(α΄) Να ϐρεθούν οι f, g.
(ϐ΄) Να γίνει µελέτη και γραφική παράσταση στο ίδιο σύστηµα αξόνων.
(γ΄) Να υπολογισθεί το εµβαδόν E(α) του χωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cg και

τις ευθείες x = 0 και x = α, α > 0.
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(δ΄) Να υπολογισθούν τα όρια limα→0+ E(α), limα→+∞ E(α)

140. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = 3x5 + x3 + x + 1, x ∈ R.

(α΄) Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία.
(ϐ΄) Να λυθεί η ανίσωση f (f (x)) < 6
(γ΄) Να αποδειχθεί ότι η Cf τέµνει τη γραφική παράσταση της f −1 ακριβώς σε ένα

σηµείο.
(δ΄) Να υπολογισθεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις Cf , Cf −1 και τις

ευθείες x = 1 και x = 6.

141. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x2 − 4x + 3, x ∈ R. Να ϐρεθεί η ευθεία ϸ, που διέρχεται
από το σηµείο A(2, 0) τέτοια, ώστε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf

και την ϸ να είναι ελάχιστο, καθώς και το εµβαδόν στην περίπτωση αυτή.

142. ∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί z και w µε z3w = wz7 = 1. Να ϐρείτε :

(α΄) τα µέτρα των z και w,
(ϐ΄) τους µιγαδικούς z και w.

143. ΄Εστω α, # και γ µιγαδικοί αριθµοί µε εικόνες τα σηµεία A, B και Γ αντίστοιχα και ω
µια ϱίζα της εξίσωσης z2 + z + 1 = 0. Αν α + #ω + γω2 = 0, να αποδείξετε ότι :

(α΄) α − # = ω(γ − α),
(ϐ΄) AB = AΓ,
(γ΄) το τρίγωνο ABΓ είναι ισόπλευρο.

144. Σ΄ ένα σκαληνό τρίγωνο οι γωνίες B̂ και Γ̂ είναι µεγαλύτερες από 45◦. Στο εσωτερικό του
τριγώνου ϑεωρούµε το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο RBΓ, µε ορθή γωνία στο σηµείο
R. Εξωτερικά του τριγώνου ABΓ κατασκευάζουµε τα ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα
BAE και ΓA∆ µε ορθές γωνίες στο σηµείο A. Θεωρούµε ότι το όλο σχήµα ϐρίσκεται
στο µιγαδικό επίπεδο και ότι στα σηµεία A, B και Γ απεικονίζονται οι µιγαδικοί zA =

αi, zB = 2# και zΓ = 2γ αντίστοιχα, όπου α, #, γ ∈ R και γ > #.

(α΄) Να αποδείξετε ότι στο σηµείο R αντιστοιχεί ο µιγαδικός zR = # + γ + (γ − #)i.
(ϐ΄) Να ϐρείτε τους µιγαδικούς z∆ και zE που έχουν εικόνες τα σηµεία ∆ και E αντί-

στοιχα.
(γ΄) Να αποδείξετε ότι αν w = z∆−zR

zE−zR
, τότε w = −i.

(δ΄) Να αποδείξετε ότι R∆ = RE.
(ε΄) Να αποδείξετε ότι R∆ ⊥ RE.
(ϝ΄) Να ϐρείτε τις γωνίες του τριγώνου R∆E.

145. (α΄) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 ισχύει η
ισοδυναµία

|z1|2 + |z2|2 = |z1 − z2|2 ⇔ Re(z1z2) = 0
.

(ϐ΄) ΄Εστω µια συνάρτηση f : [α, #]→ R, συνεχής στο διάστηµα [α, #] και οι µιγαδικοί
αριθµοί z = α2 + if (α) και w = f (#) + i#2, µε α# ! 0. Αν |w|2 + |z|2 = |w − z|2, να
αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα [α, #].
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146. ∆ίνεται ο µιγαδικός αριθµός z µε Re(z) ! 0 και η συνάρτηση

f (z) =
(z − 1)(z + 1)

z + z

(α΄) Να αποδείξετε ότι f
(
−1

z

)
= f (z).

(ϐ΄) ΄Εστω z = αx + "yi, µε α, ", x, y ∈ R και 0 < α < ". Αν ο f (z) είναι ϕανταστικός
τότε :

i. να γράψετε τον f (z) στην µορφή κ + λi µε κ, λ ∈ R,
ii. να αποδείξετε ότι το σηµείο M(x, y) ανήκει σε έλλειψη.

147. Μια συνάρτηση f : R→ R έχει την ιδιότητα

f (x)f (y) + 1 = f (x) + f (y) + xy

για κάθε x, y ∈ R.

(α΄) Να ϐρείτε τις δυνατές τιµές της f στο x = 1.
(ϐ΄) Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις µε τη δοσµένη ιδότητα.

148. Μια συνάρτηση f : R∗ → R είναι 1-1 και έχει την ιδιότητα (f ◦ f )(x) · f (x) = α για κάθε
x ∈ R∗ όπου α ! 0.

(α΄) Να αποδείξετε ότι (f ◦ f )(x) = x για κάθε x ! 0.
(ϐ΄) Να ϐρείτε τον τύπο της f .
(γ΄) Ποια είναι η µονοντονία της f ·
(δ΄) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f .
(ε΄) Να ορίσετε την f −1.

149. Μια συνάρτηση f : R→ R έχει την ιδιότητα f 2(x) ≤ f (x)f (1 − x) για κάθε x ∈ R.

(α΄) Να αποδείξετε ότι f (0) = f (1).
(ϐ΄) Να εξετάσετε αν η f είναι 1-1.
(γ΄) Να εξετάσετε αν η f αντιστρέφεται.

150. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ln x − e
x + x.

(α΄) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως µονότονη.
(ϐ΄) Να λύσετε την εξίσωση f −1(x) = x.

151. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση :

(α΄)
( 2x + 3x)(1 + 4x) = 2 3x

έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα
(
0, π

2

)
,

(ϐ΄)
2 x

1 + x
= 1 + x

2 x

έχει µία τουλάχιστον ϱίζα στο διάστηµα
(
0, π

2

)
.
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152. ΄Εστω f συνεχής και γνησίως µονότονη συνάρτηση στο διάστηµα [0, 4] µε f (4) = 1 και
f (0) = 7.

(α΄) Να ϐρείτε το είδος και τη µονοτονία της f .
(ϐ΄) Αν α ∈ [1, 7], να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = α έχει µοναδική ϱίζα στο διάστηµα

[0, 4].
(γ΄) Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικός αριθµός ξ ∈ (0, 4) τέτοιος, ώστε

f (ξ ) =
f (1) + 3f (2) + 5f (3)

9

153. Μια συνάρτηση f : R→ R έχει την ιδιότητα

f (x)f (y) + xy = xf (y) + yf (x) για κάθε x, y ∈ R

(α΄) Να ϐρείτε το τύπο της f .
(ϐ΄) Να υπολογίσετε το limx→0

f (x)
x3

154. Μια συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής στο x0 = 0 και έχει την ιδιότητα

3x − x2 ≤ xf (x) ≤ 3x + x2 για κάθε x ∈ R

(α΄) Να ϐρείτε το f (0).
(ϐ΄) Να υπολογίσετε το όριο

A = lim
x→0

f (x) + f (0)√
x2 + 1 − 1

.

155. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g οι οποίες είναι συνεχείς στο διάστηµα [α, #], µε g(x) ! 0
για κάθε x ∈ [α, #]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, #) τέτοιο, ώστε

f (ξ )
g(ξ )

=
1

ξ − α
+

1
ξ − #

156. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g : R→ R µε limx→α[f (x) + g(x)] = 0 και limx→α[f (x)g(x)] =
0. Να αποδείξετε ότι :

(α΄)
lim
x→α

[f 2(x) + g2(x)] = 0

(ϐ΄)
lim
x→α

f (x) = lim
x→α

g(x) = 0

157. Μια παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R µε f ′(0) = 0 έχει την ιδιότητα f (x − y) =
f (x)f (y) + x y για κάθε x, y ∈ R. Να αποδείξετε ότι :

(α΄) f (0) = 1
(ϐ΄) f (x) = x

158. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g : (0,+∞) → R µε f (1) = g(1) = 0, f ′(x) = −eg(x) και
g′(x) = −ef (x) για κάθε x > 0. Να αποδείξετε ότι :

(α΄) οι f και g είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµες,
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(ϐ΄) f = g,
(γ΄) η συνάρτηση h(x) = e−f (x) − x είναι σταθερή στο διάστηµα (0,+∞),
(δ΄) f (x) = − ln x, x > 0.

159. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = ex − 1 − x − x2

2 − x3

6

(α΄) Να ϐρείτε το πρόσηµο της f ′′.
(ϐ΄) Να ϐρείτε το πρόσηµο της f ′.
(γ΄) Να λύσετε την εξίσωση ex − 1 = x

(
1 + x

2 +
x2

6

)
.

(δ΄) Να αποδείξετε ότι ex ≥ 1 + x + x2

2 +
x3

6 για κάθε x ∈ R.
(ε΄) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f και τα ολικά ακρότατα.

160. (α΄) Να αποδείξετε ότι
ln

!
α
≤ !2 − α2

2α!

για κάθε ! ≤ α.
(ϐ΄) Να λύσετε την εξίσωση

2αx ln
x
α
= x2 − α2

.

161. ∆ίνονται οι συναρτήσεις

g(x) = x2 − (x2 + 1) ln(x2 + 1) και f (x) =
{ ln(x2+1)

x2 , x ! 0
1, x = 0

(α΄) Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής.
(ϐ΄) Να ϐρείτε τη µονοτονία και το πρόσηµο της g.
(γ΄) Να µελετήσετε την f ως προς τη µονοτονία.
(δ΄) Να ϐρείτε το σύνολο τιµών της f και τα ολικά ακρότατα.
(ε΄) Να ϐρείτε τις ασύµπτωτες της Cf .

162. Μια συνάρτηση f είναι κυρτή στο R. ΄Εστω M(α, f (α)) τυχαίο σηµείο της Cf .

(α΄) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = f ′(α)(x − α) + f (α) έχει µοναδική λύση.
(ϐ΄) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία της Cf που είναι διαφορετικά από το M έχουν µε-

γαλύτερη τεταγµένη από τα σηµεία της εφαπτοµένηςτης Cf στο M µε την ίδια
τετµηµένη.

163. ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + λx2 − (1 + λ)x + 2 − λ, λ ∈ R.

(α΄) Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο της µε τετµηµένη x0 = 1.
(ϐ΄) Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εφαπτοµένη διέρχεται από σταθερό σηµείο, καθώς

το λ µεταβάλλεται στο R

164. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g, h : R→ R µε g(x) = f (x)h(x) και h2(x) = 1 − (h′(x))2 για
κάθε x ∈ R. Αν η f είναι παραγωγίσιµη, η h δύο ϕορές παραγωγίσιµη και το M(α, !)
είναι κοινό σηµείο των Cf και Cg µε f (α) ! 0, τότε :

(α΄) να ϐρείτε το h(α),
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(ϐ΄) να αποδείξετε ότι η Ch έχει στο N(α, h(α)) οριζόντια εφαπτοµένη, της οποίας να
ϐρείτε την εξίσωση,

(γ΄) να εξετάσετε αν οι Cf και Cg έχουν κοινή εφαπτοµένη στο σηµείο M.

165. Μια πολυωνιµική συνάρτηση f έχει την ιδιότητα (f (x)e−x)′ = −(x2 − 3x + 2)e−x . Να
ϐρείτε :

(α΄) το ϐαθµό της f .
(ϐ΄) τη συνάρτηση f .

166. Να ϐρείτε τον τύπο της συνάρτησης f : R → R µε f (0) = 0 και (f ′(x) − x)(f (x) −
x) = 0 για κάθε x ∈ R.

167. ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g : R→ R, µε limx→0 g(x) = 1, f (x) = 1+xg(x) και f (x +y) =
f (x)f (y) για κάθε x, y ∈ R. Να αποδείξετε ότι :

(α΄) f ′(x) = f (x), x ∈ R,
(ϐ΄) η συνάρτηση h(x) = f (x)e−x , µε x ∈ R, είναι σταθερή,
(γ΄) αν η g είναι συνεχής στο 0, τότε

g(x) =
{

ex−1
x , x ! 0

1, x = 0

168. Να αποδείξετε ότι
1
2 +

π
36 <

5π
18 <

1
2 +

π
√

3
36

169. Μια παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R → R έχει την ιδιότητα x ≤ (f ◦ f )(x) ≤ f (x) για
κάθε x ∈ R. Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R, τότε :

(α΄) να αποδείξετε ότι (f ◦ f )(x) = f (x) για κάθε x ∈ R,
(ϐ΄) να εξετάσετε αν η f είναι 1-1,
(γ΄) να ϐρείτε τον τύπο της f .

170. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f (x) = x3 + αx2 + #x + ψ µε α, #, ψ ∈ R µε ϱίζες τους
αριθµούς ρ2 < ρ2 < ρ3. Να αποδείξετε ότι :

(α΄) α2 > 3#,
(ϐ΄)

f ′(x)
f (x)

=
1

x − ρ1
+

1
x − ρ2

+
1

x − ρ3
, µε x ∈ R − {ρ1, ρ2, ρ3}

,
(γ΄) αν το f (α) είναι τοπικό ακρότατο, τότε

1
α − ρ1

+
1

α − ρ2
+

1
α − ρ3

= 0

,
(δ΄) [f ′(x)]2 ≥ f (x)f ′′(x) για κάθε x ∈ R.

171. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,+∞) µε f (0) = 0.

(α΄) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση g(x) = f (x)
x , x > 0 είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα(0,+∞),
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(ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι ισχύει g′(x) = 1
x

(
f ′(x) − f (x)

x

)
,

(γ΄) Αν η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (0,+∞), να αποδειχθεί ότι και η g
είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα (0,+∞).

172. ΄Ενα πολυώνυµο P(x) ικανοποιεί τη σχέση P(x) = P ′(x) + x3.

(α΄) Να ϐρεθεί ο ϐαθµός του πολυωνύµου.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί το πολυώνυµο P(x).
(γ΄) Να υπολογισθεί το πλήθος των πραγµατικών ϱιζών του.
(δ΄) Να ϐρεθεί το πρόσηµο των ϱιζών του.

173. (α΄) ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = (x − α)µ(x − ")ν, µ, ν ϑετικοί ακέραιοι. Να αποδειχθεί
ότι υπάρχει ξ ∈ (α, ") τέτοιο, ώστε ξ = να+µ"

µ+ν .
(ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι το παραπάνω ξ χωρίζει το διάστηµα [α, "] σε λόγο µ

ν , δηλαδή
ισχύει ξ−α

"−ξ =
µ
ν .

174. ΄Εστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R για την οποία ισχύει f (ln x) = x ln x−x, x >
0.

(α΄) Να αποδειχθεί ότι η Cf ′ διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
(ϐ΄) Να ϐρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο µε τετµηµένη 0.
(γ΄) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του τριγώνου το οποίο σχηµατίζεται από την εφαπτο-

µένη της Cf µε τετµηµένη x0 = 1 και τους άξονες x ′x και y′y.
(δ΄) Ποιος είναι ο τύπος της f ;

175. Η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [α, "] και οι αριθµοί f (α), f
(

α+"
2

)
και

f (") είναι, µε τη σειρά που δίνονται, διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου.

(α΄) Να αποδειχθεί ότι οι αριθµοί

f
(

α+"
2

)
− f (α)

α+"
2 − α

και
f
(

α+"
2

)
− f (")

α+"
2 − "

είναι ίσοι.
(ϐ΄) Να αποδειχθεί ότι η δεύτερη παράγωγος της f µηδενίζεται σ΄ ένα τουλάχιστον

σηµείο.

176. ∆ίνεται η συνάρτηση f για την οποία ισχύει f (α) = f (") = 0 και f ′′(x) < 0 για κάθε
x ∈ R. Να αποδειχθεί ότι f (x) > 0 για κάθε x ∈ (α, ").

177. ΄Ενα δοχείο γεµίζει µε νερό µε σταθερή παροχή. Ο όγκος V (t) του νερού στο δοχείο
µετά από t s δίνεται από τον τύπο

V (t) =
2
3

(
20t2 − t3

6

)
, 0 ≤ t ≤ 120

(α΄) Να ϐρεθεί ο ϱυθµός µεταβολής του όγκου, όταν t = 20s.
(ϐ΄) Πότε ο ϱυθµός αυτός γίνεται µέγιστος ;
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178. Η ενέργεια που καταναλώνεται κατά την κίνηση σωµατιδίου, δίνεται από τον τύπο

E(υ) =
1
υ

[2(υ − 35)2 + 750], υ > 0

όπου υ είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου.

(α΄) Να ϐρεθεί η ταχύτητα που πρέπει να έχει το σωµατίδιο, ώστε να καταναλώνει την
ελάχιστη ενέργεια.

(ϐ΄) Πόση είναι η ελάχιστη αυτή ενέργεια ;

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���

ȣȠȧȜȮȜ�ȣȠȳȬȤȜȭ
ȫȪȦȦȜȫȦȳȨ�ȠȫȤȦȪȞȳȨ
ȠȬȳȮȢȭȠȤȭ�ȮȯȫȪȯ
ȭȳȭȮȪ�Ǧ�ȦȜȣȪȭ

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���

ΗΛΙΑΣΚΟΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑ



���

Μαθηµατικά Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου
Θέµατα ϑεωρίας, Πολλαπλών Επιλογών

και ερωτήσεις τύπου Σωστό - Λάθος

1. Να λύσετε στο σύνολο C των µιγαδικών την εξίσωση αz2 + "z + γ = 0 µε α, ", γ ∈ R και
α ! 0.

2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστές ή λανθασµένες :

(α΄) Η εικόνα f (∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς συνάρτησης f είναι διά-
στηµα.

(ϐ΄) Αν για τις συναρτήσεις f και g που ορίζονται στο x0, η συνάρτηση f · g είναι
παραγωγίσιµη στο x0, τότε ισχύει

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0)

(γ΄) Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες σ΄ ένα διάστηµα ∆ µε f ′ και g′ συνεχείς
στο ∆, τότε ισχύει

∫
f ′(x)g(x)dx +

∫
f (x)g′(x)dx = f (x)g(x)

(δ΄) Αν ένα πολυώνυµο P(x), µε πραγµατικούς συντελεστές και ϐαθµού ν > 2, έχει
την ιδιότητα P ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R, τότε το P(x) είναι άρτιου ϐαθµού και δεν
έχει σηµείο καµπής.

(ε΄) Αν η f είναι συνεχής συνάρτηση σ΄ ένα διάστηµα [α, "] µε f (x) ≥ 0 για κάθε
x ∈ [α, "] και

∫ "

α
f (x)dx > 0, τότε f (x) > 0 για κάθε x ∈ [α, "].

3. Να αντιστοιχίσετε κάθε στοιχείο της στήλης Α µε ένα στοιχείο από τη στήλη Β, δεδοµένου
ότι z ! 0.

Στήλη Α Στήλη Β
1. |z + 1| = |z − 1| α. Re(z) = −Im(z)
2. |z − i | = |z + i | ϐ. Re(z) = Im(z)
3. |z − 1| = |z − i | γ. Re(z) = 0
4. |z + 1| = |z − i | δ. Im(z) = 0

4. Να ορίσετε το σύνολο C των µιγαδικών αριθµών.

5. Να αποδείξετε ότι αν z1 = α + "i και z2 = γ + δi είναι δύο µιγαδικοί αριθµοί, τότε
z1 + z2 = z1 + z2.

6. ΄Εστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του ∆.
Αν η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, να
αποδείξετε ότι f ′(x0) = 0.

1
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7. Για τους µιγαδικούς z1 και z2, να αποδείξετε ότι |z1 · z2| = |z1| · |z2|.

8. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν µια συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Rolle σε ένα
κλειστό διάστηµα [α, "], τότε η f έχει ακρότατο για x = x0 ∈ (α, ") και ισχύει
f ′(x0) = 0.

(ϐ΄) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, "] και ισχύει
∫ "

α
f (x)dx > 0, τότε∫ γ

α
f (x)dx >

∫ γ

"
f (x)dx µε γ ∈ (α, ").

(γ΄) Αν η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f ορισµένης στο R έχει τέσσερις
ασύµπτωτες, τότε η f δεν είναι 1-1.

(δ΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [α, "], µε f ′ συνεχή, ώστε f ′(α)f ′(") <
0,τότε η f δεν είναι 1-1.

(ε΄) Αν ορίζεται το άθροισµα f + g δύο συναρτήσεων f και g, τότε οι f και g έχουν το
ίδιο πεδίο ορισµού.

9. Να διατυπώσετε, χωρίς να αποδείξετε, το κριτήριο παρεµβολής.

10. Να αποδείξετε ότι αν οι συναρτήσεις f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0, τότε η συνάρτηση
f + g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και ισχύει (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0).

11. Να αντιστοιχίσετε κάθε όριο της στήλης Α µε την τιµή του από τη στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β
1. limx→0

ex−e−x

x α. 1
2. limx→0

x+ x
2x− 2x ϐ. 2

3. limx→1
ln x

x3−1 γ. 3
4. limx→1

ex−1−x
(x−1)2 δ. 1

3
ε. 1

2
στ. 0
Ϲ. +∞

12. Να σηµειώσετε τον αριθµό που αντιστοιχεί στο σωστό ισχυρισµό από τους επόµενους.
Υπάρχει συνάρτηση f : R→ R, η οποία είναι :

(α΄) συνεχής και η γραφική της παράσταση έχει τρείς ασύµπτωτες,
(ϐ΄) συνεχής και ισχύει

∫ "

α
f (x)dx > 0 για κάθε α, " ∈ R,

(γ΄) δύο ϕορές παραγωγίσιµη και σε σηµείο x0 παρουσιάζει τοπικό ακρότατο, µε
f ′(x0) = f ′′(x0),

(δ΄) παραγωγίσιµη, µε f ′(x0) ! 0 για κάθε x ∈ R, η οποία δεν έιναι 1-1,
(ε΄) συνεχής και έχει σύνολο τιµών το R∗.

13. Να αποδείξετε το παρακάτω ϑεώρηµα :
΄Εστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆. Αν f ′(x) > 0 σε κάθε
εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το ∆.

14. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν για τις συναρτήσεις f και g που ορίζονται στο R, η g είναι συνεχής στο R και
ισχύει f 2(x) = g2(x) για κάθε x ∈ R, τότε η f είναι συνεχής στο R.
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(ϐ΄) Κάθε ϱητή συνάρτηση P(x)
Q(x) έχει τουλάχιστον µία ασύµπτωτη.

(γ΄) Αν για τις συναρτήσεις f, g και h ισχύουν :
• h(x) ≤ f (x) ≤ g(x) κοντά στο x0

• limx→x0 h(x) = l1 και limx→x0 g(x) = l2 όπου l1, l2 ∈ R,
τότε l1 ≤ limx→x0 f (x) ≤ l2.

(δ΄) Αν οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχεί στο [α, "] και ισχύει
∫ x

α
f (t)dt >

∫ x

α
g(t)dt

για κάθε x ∈ (α, "] τότε ϑα ισχύει και f (x) > g(x) για κάθε x ∈ (α, "].
(ε΄) Αν για τις συναρτήσεις f και g ισχύει ότι οι f και f · g είναι παραγωγίσιµες στο x0,

µε f (x0) ! 0 τότε και η g είναι παραγωγίσιµη στο x0.

15. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Υπάρχει συνάρτηση f σ΄ ένα διάστηµα ∆, ώστε να ισχύει
∫

f (x)dx = 0.
(ϐ΄) Η εικόνα f (∆) ενός ανοικτού διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής

συνάρτησης f είναι ανοικτό διάστηµα ή κλειστό διάστηµα.
(γ΄) Αν µια συνάρτηση f : A → R παρουσιάζει στο x0 ∈ A µέγιστο, τότε και η συνάρ-

τηση g, µε g(x) = f 2(x), x ∈ A παρουσιάζει στο x0 µέγιστο.
(δ΄) Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή σ΄ ένα διάστηµα ∆ και η ευθεία y = λx + "

είναι εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της f σ΄ ένα σηµείο του ∆, τότε ισχύει
f (x) ≥ λx + " για κάθε x ∈ ∆.

(ε΄) Αν z1 και z2 είναι τυχαίοι µιγαδικοί, τότε ισχύει |z1 − z2| ≤ ||z1| − |z2||.

16. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = xα, α ∈ R − Z είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞)
και ισχύει (xα)′ = αxα−1.

17. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και δεν είναι 1-1, τότε υπάρχει
x0 ∈ R, ώστε f ′(x0) = 0.

(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, ώστε f (α)g(")f (γ) < 0 µε α, ", γ ∈ R, τότε
υπάρχει x0 ∈ R, ώστε f (x0) = 0.

(γ΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει f ′(x0) ≥ 0 για κάθε x ∈ R,
τότε υπάρχει διάστηµα ∆ στο οποί η f είναι γνησίως αύξουσα.

(δ΄) Αν το τετράγωνο ενός µιγαδικού z είναι αρνητικός αριθµός, τότε ο z είναι ϕαντα-
στικός.

(ε΄) Αν η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την
ευθεία ε, τότε η ε δεν τέµνει την Cf .

18. ΄Εστω η συνάρτηση f που έχει αντίστροφη την f −1. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές
παραστάσεις C και C′ των συναρτήσεων f και f −1 αντίστοιχα, είναι συµµετρικές ως
προς την ευθεία y = x που διχοτοµεί τις γωνίες x̂Oy και x̂ ′Oy′.

19. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο R και κυρτή στο R, τότε
f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ R.

(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο R, καθώς επίσης και 1-1, τότε ισχύει
f ′(x) ! 0
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(γ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, "], ώστε α ≤ f (x) ≤ " για κάθε x ∈ [α, "],
τότε υπάρχει x0 ∈ [α, "], ώστε f (x0) = α+"

2 .
(δ΄) Αν η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στο R, τότε η f 2 µπορεί να είναι παραγωγίσιµη

σε όλο το R.
(ε΄) Αν η συνάρτηση f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Rolle στο [α, "],

τότε και κάθε παράγουσα της f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος Rolle
στο [α, "].

20. Να σηµειώσετε το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση.
΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : R→ R, για την οποία ισχύει x3f (x) ≥ x − x για κάθε
x ∈ R. Το f (0) είναι :

α. 0 ϐ. 1 γ. +∞ δ. 1
6 ε. 2

3

21. Να αποδείξετε ότι (
√

x)′ = 1
2
√

x
, x > 0.

22. Να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f ,
µε f (x) = xx, x > 0, στο σηµείο της A(1, 1).

23. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη στο [α, "], µε f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, "], τότε∫ "

α
f (x)dx ≥ 0.

(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [α, "] και δεν είναι 1-1 σ΄
αυτό, τότε υπάρχουν x1, x2 ∈ [α, "] µε x1 < x2, ώστε

∫ x2

x1
f ′(x)dx = 0.

(γ΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο [α, "] µε f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, "],
τότε

∫ "

α
f (x)dx > (" − α)f (α).

(δ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R και ισχύει
∫ "

α
f (x)dx =

∫ γ

α
f (x)dx τότε δεν

ισχύει κατ΄ ανάγκη " = γ.

24. Να αποδείξετε ότι αν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ΄ ένα σηµείο x0, τότε είναι
και συνεχής στο σηµείο αυτό.

25. Να δώσετε τους παρακάτω ορισµούς :

(α΄) Πότε η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την
ευθεία x = x0;

(ϐ΄) Πότε η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f έχει στο +∞ ασύµπτωτη την ευθεία
y = λx + ";

26. ΄Εστω ότι η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f , που είναι συνεχής στο R, έχει στο
+∞ ασύµπτωτη την ευθεία y = 3x + 4. Να αντιστοιχίσετε κάθε όριο της στήλης Α µε
την τιµή του από τη στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β
1. limx→+∞

f (x)
x α. −∞

2. limx→+∞[f (x) − 4x] ϐ. 0
3. limx→0+

[
x

2
x

]
γ. +∞

4. limx→+∞
f (x)+4x
2f (x)+x δ. 3

ε. 1
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27. Πότε µια συνάρτηση f λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη σ΄ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού
της ;

28. Να αποδείξετε ότι ( x)′ = − x

29. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν f (x) = |x |, τότε (f (0))′ = 0.
(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f έχει παράγουσα σ΄ ένα διάστηµα ∆, τότε ισχύει

∫
λf (x)dx = λ

∫
f (x)dx για κάθε λ ∈ R

(γ΄) Για τις διάφορες του ν ∈ N∗, το άθροισµα Sν = i + i2 + . . . + iν παίρνει τέσσερις
τιµές.

(δ΄) Αν ισχύει limx→0+ f (x) = 0, τότε δεν ισχύει κατ΄ ανάγκη ότι limx→0+
1

f 2(x) = +∞.

30. Να αποδείξετε ότι ( x)′ = x, x ∈ R.

31. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού το R, τότε και η σύνθεση f ◦ f έχει πεδίο
ορισµού το R.

(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f έχει αντίστροφη την f −1, τότε οι γραφικές παραστάσεις των f
και f −1 τέµνονται πάνω στην ευθεία y = x.

(γ΄) Αν η συνάρτηση f : [α, $] → R είναι συνεχής, τότε από όλους τους µιγαδικούς
z = x + f (x)i, x ∈ [α, $], υπάρχει ακριβώς ένας που έχει µέγιστο µέτρο.

(δ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και άρτια στο διάστηµα [−α, α], τότε ισχύει∫ α

−α
f (x)dx = 2

∫ α

0 f (x)dx.
(ε΄) Αν η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιµη στο [α, $], τότε δεν είναι και ολοκλη-

ϱώσιµη σε αυτό, δηλαδή δεν υπάρχει το
∫ $

α
f (x)dx.

32. Να σηµειώσετε το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. Αν η συνάρτηση f
είναι συνεχής στο [0, 2], ώστε

∫ 1
0 f 2(x)dx = λ,

∫ 2
1 f 2(x)dx = λ2,

∫ 2
0 f 2(x)dx = 6, τότε ο λ

είναι :

α. 1 ϐ. −3 γ. 2 ή −3 δ. 2 ε. 3 ή −2

33. Να αποδείξετε το παρακάτω ϑεώρηµα :
΄Εστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του
∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο x0 και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό,
τότε f ′(x0) = 0.

34. Να χαρακτηρίσετε τις επόµενες προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν η συνάρτηση f : R → R είναι 1-1 και παραγωγίσιµη, τότε και η αντίστροφή
της f −1 είναι παραγωγίσιµη.

(ϐ΄) Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν κοινό πεδίο ορισµού το R και η σύνθεση f ◦ g
έχει σύνολο τιµών το R, τότε και η f έχει σύνολο τιµών το R.

(γ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆, τότε ορίζεται και η σύνθεση
f ◦ f στο ∆ και είναι συνεχής σε αυτό.
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(δ΄) Κάθε συνεχής συνάρτηση f σε διάστηµα ∆ έχει παράγουσα στο ∆.

35. Πότε µια συνάρτηση f λέγεται συνεχής στο σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της ;

36. Να αποδείξετε το ϑεώρηµα ενδιαµέσων τιµών :
΄Εστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, "]. Αν :

• η f είναι συνεχής στο [α, "] και
• f (α) ! f ("),

τότε για κάθε αριθµό n µεταξύ των f (α) και f (") υπάρχει τουλάχιστον ένας x0 ∈ (α, "),
ώστε να ισχύει f (x0) = n.

37. ΄Εστω οι µιγαδικοί z1 και z2 µε z1 ! z2, ο ϑετικός αριθµός ϱ και η γωνία φ ∈ [0, 2π).
Να αντιστοιχίσετε κάθε σχέση της στήλης Α στον γεωµετρικό τόπο που εκφράζει και
ϐρίσκονται στη στήλη Β.

Στήλη Α Στήλη Β
1. |z − z1| > |z − z2| α. εσωτερικό κύκλου
2. |z − z1| < ρ ϐ. ηµιεπίπεδο
3. |z − z1| > ρ γ. εξωτερικό κύκλου

δ. ηµιευθεία χωρίς αρχή
ε. ευθεία

38. ΄Εστω µια συνάρτηση f ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆. Αν :

• η f είναι συνεχής στο ∆ και
• f ′(x) = 0 για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆,

να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆.

39. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες

(α΄) Αν f (x) > 0 για κάθε x ∈ R και υπάρχει το limx→0+ f (x), τότε κατ΄ ανάγκη ισχύει
limx→0+ f (x) > 0.

(ϐ΄) Αν f (x) = x4, τότε το σηµείο A(0, 0) είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστα-
σης της f .

(γ΄) Αν f συνεχής στο [α, "], τότε ισχύει
(∫ "

α
f (x)dx

) (∫ α

"
f (x)dx

)
< 0

(δ΄) Αν f είναι συνάρτηση παραγωγίσιµη στο R, ώστε f (x)f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R,
τότε η f 2 είναι γνησίως αύξουσα.

40. Να υπολογίσετε τις δυνατές τιµές του µιγαδικού iν µε ν ∈ N∗.

41. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες.

(α΄) Αν limx→x+0 f (x) = 0, τότε limx→x+0
1

f (x) = +∞.
(ϐ΄) Αν ισχύει f ′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ R και η ισότητα f ′(x) = 0 ισχύει για άπειρες

τιµές του x ∈ R, τότε η f δεν είναι γνησίως αύξουσα.
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(γ΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, "], τότε η f έχει ένα µοναδικό µέγιστο και
ένα µοναδικό ελάχιστο στο [α, "].

(δ΄) Αν η συνάρτηση f ′ είναι συνεχής στο [α, "], τότε
(∫ "

α
f (x)dx

)′
=

∫ "

α
f ′(x)dx

42. Αν ν ∈ N − {0, 1}, να αποδείξετε ότι (xν)′ = νxν−1.

43. Να χαρακτηρίσετε τους παρακάτω ισχυρισµούς ως Σωστούς ή Λανθασµένους.

(α΄) Αν η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆, τότε η f είναι
κυρτή ή κοίλη στο ∆.

(ϐ΄) Αν η γραφική παράσταση Cf µιας συνάρτησης f έχει ασύµπτωτη για x → +∞ την
ευθεία y = λx + ", τότε η Cf δεν τέµνει αυτή την ασύµπτωτη.

(γ΄) Αν η συνάρτηση f : R → R έχει αντίστροφη την f −1, τότε η f −1 έχει αντίστροφη
την f .

(δ΄) Αν η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη µε f ′(x) ! 0 για κάθε x ∈ R, τότε
η f είναι 1-1 στο R.

44. Να χαρακτηρίσετε τους παρακάτω ισχυρισµούς ως Σωστούς ή Λανθασµένους.

(α΄) Αν η συνάρτηση f : R → R είναι γνησίως αύξουσα στο R, τότε και η αντίστροφή
της είναι f −1 είναι γνησίως αύξουσα στο R.

(ϐ΄) Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο (0,+∞) και ισχύει f (x) ≤ 1
x2 για κάθε x ∈ (0,+∞),

τότε limx→+∞ f (x) = 0.
(γ΄) Αν η συνάρτηση f ορίζεται στο [α, "] και ισχύει f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (α, "), τότε

η f είναι σταθερή στο [α, "].
(δ΄) Αν η συνάρτηση f ορίζετε σ΄ ένα διάστηµα ∆ και ισχύει f ′(x) ! 0 για κάθε x ∈ ∆,

τότε η f δεν έχει τοπικό ακρότατο.
(ε΄) Αν η συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και για κάποιο

x0 ∈ ∆ ισχύει f ′(x0) = f ′′(x0) = 0, τότε η f στο x0 παρουσιάζει ακρότατο ή αλλάζει
κοίλα.

(ϝ΄) Αν η συνάρτηση f + g δεν παραγωγίσιµη στο x0, τότε και η f και η g δεν είναι
παραγωγίσιµες στο x0.

(Ϲ΄) Το πεδίο ορισµού κάθε συνάρτησης f είναι διάστηµα ή ένωση διαστηµάτων.
(η΄) Αν το σύνολο τιµών µιας συνάρτησης f : R → R είναι το R∗, τότε η f δεν είναι

ϱητή, δηλαδή πηλίκο πολυωνιµικών συναρτήσεων.
(ϑ΄) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, "] και γνησίως αύξουσα σε αυτό, µε

f (") = 0, τότε ισχύει
∫ "

α
f (x)dx < 0.

45. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες

(α΄) Αν ισχύει f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ A τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο Α.
(ϐ΄) Αν f είναι συνεχής συνάρτηση στο [α, "], τότε ισχύει

∣∣∣∣∣∣

∫ "

α
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∫ "

α
|f (x)|dx
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(γ΄) Αν f συνεχής και γνησίως µονότονη συνάρτηση στο [α, "] µε f (x0) = 0, x0 ∈ (α, "),
τότε f (α)f (") < 0.

(δ΄) Αν ισχύει limx→0 f 2(x) = +∞, τότε limx→0 f (x) = +∞ ή limx→0 f (x) = −∞.

46. Να αποδείξετε το παρακάτω ϑεώρηµα :
΄Εστω f µια συνεχής συνάρτηση σ΄ ένα διάστηµα [α, "]. Αν G είναι µια παράγουσα της
f στο [α, "], τότε

∫ "

α
f (t)dt = G(") − G(α).

47. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως Σωστές ή Λανθασµένες

(α΄) Αν για τη συνάρτηση f υπάρχει το όριο limx→x0
f (x)−f (x0)

x−x0
, x0 ∈ R τότε η f είναι

παραγωγίσιµη στο x0.
(ϐ΄) Αν η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ R, τότε την παράγωγό της τη γρά-

ϕουµε f ′(x0) ή ισοδύναµα (f (x0))′.
(γ΄) Αν η συνάρτηση f : A → R είναι παραγωγίσιµη και µη σταθερή, τότε υπάρχει

τουλάχιστον ένα x0 ∈ A, ώστε f ′(x0) ! 0.
(δ΄) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα ∆, στο οποίο η f ′ δεν είναι

συνεχής, τότε ισχύει ∫
f ′(x)dx = f (x) + c, c ∈ R

(ε΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα ∆, τότε η εικόνα f (∆) δεν είναι κατ΄
ανάγκη διάστηµα.

48. ΄Εστω δύο συναρτήσεις f και g ορισµένες σ΄ ένα διάστηµα ∆. Αν :

• οι f, g είναι συνεχής στο ∆ και
• f ′(x) = g′(x) για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆,

να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να ισχύει f (x) = g(x) + c.

49. Να σηµειώσετε τα γράµµατα που αντιστοιχούν στις σωστές προτάσεις.

(α΄) Αν µια συνάρτηση f είναι κυρτή στο R, τότε η f έχει ελάχιστο στο R.
(ϐ΄) Αν µια συνάρτηση f : [α, "] → R είναι συνεχής, τότε το σύνολο τιµών της είναι

κλειστό διάστηµα.
(γ΄) Αν µια συνάρτηση f : R → R είναι 1-1 και παραγωγίσιµη, τότε και η αντίστροφή

της f −1 είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της.
(δ΄) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆, τότε η σύνθεση f ◦ f δεν είναι

κατ΄ ανάγκη συνεχής στο ∆.
(ε΄) Ο αντίστροφος του i είναι το −i.
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ǲıĲȦ�ȝȚĮ�ıȣȞȐȡĲȘıȘ��I��Ș�ȠʌȠȓĮ�İȓȞĮȚ� ı�ȣ�Ȟ�İ�Ȥ�Ȓ�Ȣ��ıİ�ȑȞĮ�įȚȐıĲȘȝĮ�ǻ��
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ǲıĲȦ��I ȝȚĮ�ıȣȞȐȡĲȘıȘ�ȠȡȚıȝȑȞȘ�ıİ�ȑȞĮ�įȚȐıĲȘȝĮ�ǻ��ǹȞ�) İȓȞĮȚ�ȝȚĮ�ʌĮȡȐȖȠȣıĮ�ĲȘȢ��I
ıĲȠ�ǻ��ĲȩĲİ

x ȩȜİȢ�ȠȚ�ıȣȞĮȡĲȒıİȚȢ�ĲȘȢ�ȝȠȡĳȒȢ

���������������������������� F[)[* � ���� ����� �F �Թ��
������� İȓȞĮȚ�ʌĮȡȐȖȠȣıİȢ�ĲȘȢ�I ıĲȠ�ǻ țĮȚ
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F[)[* � ���� ����� �F �Թ��

ǹȆȅǻǼǿȄǾ

x ȀȐșİ� ıȣȞȐȡĲȘıȘ� ĲȘȢ� ȝȠȡĳȒȢ� F[)[* � ���� �� ȩʌȠȣ� �F Թ�� İȓȞĮȚ� ȝȚĮ� ʌĮȡȐȖȠȣıĮ�����
ĲȘȢ��I ıĲȠ�ǻ��ĮĳȠȪ

���������� [I[)F[)[*  c c� c ���ȖȚĮ�țȐșİ�� ǻ[� ��

x ǲıĲȦ� * İȓȞĮȚ� ȝȚĮ� ȐȜȜȘ� ʌĮȡȐȖȠȣıĮ� ĲȘȢ� � I ıĲȠ� ǻ�� ȉȩĲİ� ȖȚĮ� țȐșİ� ǻ[� ȚıȤȪȠȣȞ�
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³ � 
ȕ

Į
Į*ȕ*GWWI ������

ǹȆȅǻǼǿȄǾ
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