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Ασκήσεις σχ. Βιβλίου  σελίδας  204 
Γενικές  9ου κεφαλαίου 
 
1.    
 Έστω  ΑΒ,  Γ∆  δύο ευθύγραµµα τµήµατα.  Ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε  

ΑΒ⊥ Γ∆  είναι να ισχύει  2ΑΓ – 2Α∆ = 2ΒΓ – 2Β∆ . 

Λύση 

Ευθύ:       

Έχουµε υπόθεση   ΑΒ⊥ Γ∆.     Θα αποδείξουµε ότι   2ΑΓ – 2Α∆ = 2ΒΓ – 2Β∆  

                                                   Έστω  Κ  το σηµείο τοµής των ευθειών  ΑΒ,  Γ∆.   

                                                   Πυθαγόρειο στο τρ.ΚΑΓ :  2ΑΓ = 2ΚΑ + 2ΚΓ  

                                                   Πυθαγόρειο στο τρ.ΚΑ∆ :  2Α∆ = 2ΚΑ + 2Κ∆  
                                                   

                                                   Αφαιρούµε κατά µέλη:   2ΑΓ – 2Α∆ = 2ΚΓ – 2Κ∆  

                                                   Οµοίως                            2ΒΓ – 2Β∆ = 2ΚΓ – 2Κ∆  
                                                    

                                                   Άρα                                 2ΑΓ – 2Α∆ = 2ΒΓ – 2Β∆  
 
Αντίστροφο:   

 Έχουµε υπόθεση    2ΑΓ – 2Α∆ = 2ΒΓ – 2Β∆ .   Θα αποδείξουµε ότι    ΑΒ⊥ Γ∆. 

                                                   Έστω   ΑΓ > Α∆,   

                                                   τότε  2ΑΓ > 2Α∆   ⇒    2ΑΓ – 2Α∆ > 0. 

                                                   Από την υπόθεση  ⇒     2ΒΓ – 2Β∆  > 0    

                                                                                          2ΒΓ >  2Β∆          

                                                                                          ΒΓ > Β∆. 

                                                   Άρα τα  Α,  Β  βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο ως  

                                                   προς τη µεσοκάθετο  Μθ  του τµήµατος  Γ∆. 

                                                   Φέρουµε  ΑΑ΄,  ΒΒ΄  κάθετες στη  Γ∆, οπότε και τα 

σηµεία  Α΄,  Β΄  θα ανήκουν στο ίδιο ηµιεπίπεδο. 

2ο Θ. διαµέσων στο τρ.ΑΓ∆:   2ΑΓ – 2Α∆ = 2 Γ∆ . ΜΑ΄ 

2ο Θ. διαµέσων στο τρ.ΒΓ∆:    2ΒΓ – 2Β∆ = 2 Γ∆ . ΜΒ΄  

Άρα   2 Γ∆ . ΜΑ΄ = 2 Γ∆ . ΜΒ΄   ⇒     ΜΑ΄ =  ΜΒ΄   ⇒    τα  Α΄, Β΄  συµπίπτουν, 

άρα  ΑΑ΄Β΄Β  ευθεία κάθετη στη  Γ∆ . 
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2.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ.  Αν  Α∆  είναι η διχοτόµος της γωνίας  Â , να αποδείξετε ότι   

ΑΒ . ΑΓ = 2A∆ + Β∆ . ∆Γ. 

Λύση 

                                                         Γράφουµε τον περιγεγραµµένο κύκλο του 
                                                         τριγώνου  ΑΒΓ . 
                                                         Η προέκταση της διχοτόµου  Α∆  τέµνει τον  
                                                         κύκλο στο  Ε. 
 
                                                         Α∆Ε,  Β∆Γ  τέµνουσες του κύκλου   ⇒  
                                                         ∆Α .∆Ε = ∆Β. ∆Γ                                
                                                         ∆Α (ΕΑ – ∆Α) = ∆Β. ∆Γ                     

                                                         ∆Α .ΕΑ – 2A∆ = ∆Β. ∆Γ                      

                                                         ∆Α. ΕΑ = 2A∆ + ∆Β. ∆Γ. 
 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι     ∆Α. ΕΑ = ΑΒ .ΑΓ ,     

                      ή  ότι               
∆Α ΑΒ

=
ΑΓ ΕΑ

 ,     

                      ή  ότι               τρ.∆ΑΒ  όµοιο του  τρ.ΓΑΕ,    

                                              που ισχύει, αφού  1Α̂ = 2Α̂   και   ˆ ˆΒ = Ε .  (σε ίδιο τόξο) 

 
 
 
3.     
Αν  Μ  είναι το µέσο της πλευράς  ΒΓ  οξυγωνίου τριγώνου  ΑΒΓ  και  Β∆  ύψος του, 

να αποδείξετε ότι    2AΜ = 2ΒΜ +Α∆. ΑΓ. 
Λύση 
                                                        Θ. επέκτασης του Πυθαγορείου: 

                                                        2α = 2β + 2γ – 2AΓ. Α∆         

                                                         2AΓ. Α∆ = 2β + 2γ – 2α        

                                                         AΓ. Α∆ = 
2 2 2

2

β + γ −α
 

 

Άρα   2ΒΜ +Α∆. ΑΓ = 
2

2

α 
 
 

+ 
2 2 2

2

β + γ −α
 = 

2

4

α
 + 

2 2 2

2

β + γ −α
  =  

                                   = 
2 2 2 22 2 2

4

α + β + γ − α
 = 

2 2 22 2

4

β + γ −α
 = 2

αµ  
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4.     
Θεώρηµα  Stewart 
i)   Έστω  ∆  σηµείο της πλευράς  ΒΓ  τριγώνου  ΑΒΓ.  Να αποδείξετε ότι 

     Β∆. 2ΑΓ + ∆Γ. 2ΑΒ  = ΒΓ ( 2Α∆ +Β∆. ∆Γ). 

ii)  Να διατυπώσετε το θεώρηµα Stewart, όταν το  ΑΒΓ είναι ισοσκελές  (ΑΒ = ΑΓ). 

Λύση 
                                           i)   
                                          α)     Όταν η  Α∆  δεν είναι  ⊥  ΒΓ 

                                                   Έστω  1∆̂  αµβλεία και  2∆̂   οξεία. 

                                                   Φέρουµε  ΑΚ⊥ΒΓ 

                                                   Τρ.Α∆Γ:   2ΑΓ = 2Α∆ + 2∆Γ +2 ∆Γ. ∆Κ      
                                                   Πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη µε  Β∆ 

                                                   Β∆. 2ΑΓ = Β∆. 2Α∆ + Β∆. 2∆Γ +2 Β∆.∆Γ. ∆Κ   (1) 
 
                                                   Τρ.Α∆Β:    2ΑΒ = 2Α∆ + 2∆Β −2 ∆Β. ∆Κ 
                                                   Πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη µε  ∆Γ 

                                                  ∆Γ. 2ΑΒ = ∆Γ. 2Α∆ + ∆Γ. 2∆Β  −2 ∆Γ.∆Β. ∆Κ      (2) 
 

(1) + (2)  ⇒   Β∆. 2ΑΓ +  ∆Γ. 2ΑΒ = 2Α∆ (Β∆ + ∆Γ) + ∆Γ. ∆Β (∆Γ + ∆Β)    ⇒  

                       Β∆. 2ΑΓ +  ∆Γ. 2ΑΒ = 2Α∆ . ΒΓ + ∆Γ. ∆Β. ΒΓ    ⇒  

                       Β∆. 2ΑΓ +  ∆Γ. 2ΑΒ = ΒΓ( 2Α∆  + ∆Γ. ∆Β) 
 
β)     Όταν  Α∆⊥ΒΓ 
        Ακολουθούµε ίδια πορεία, αλλά µε Πυθαγόρεια θεωρήµατα. 
 
ii)    Στην ισότητα που αποδείξαµε στο  i),  όπου  ΑΓ  θέτουµε  ΑΒ. 

       Τότε   2ΑΒ = 2Α∆ + ∆Β. ∆Γ 
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5.     
∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  β γµ ⊥ µ .  Να αποδείξετε ότι: 

i)   2β + 2γ  = 5 2α  

ii)  αν  Α∆  ύψος και  Η  το ορθόκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ,  τότε  ΑΗ ⋅Α∆ = 2 2α . 
Λύση 
                                                           i) 
                                                           Έστω  Θ το κέντρο βάρους  
  
                                                           τρ.ΘΒΓ  ορθογώνιο :              

                                                           2 2 2ΘΒ +ΘΓ = α                 

                                                           
2

2

3 β
 µ 
 

+ 
2

2

3 γ
 µ 
 

= 2α     

                                                           24
 

9 βµ   + 24
 

9 γµ  = 2α            

                                                           24 βµ   + 24 γµ  = 9 2α               

                                                            2 2γ + 2 2α – 2β  + 2 2α + 2 2β – 2γ  =  9 2α      

                                                           2β + 2γ  = 5 2α . 
 
ii)    
Φέρουµε το ύψος  ΒΕ  και τις  ∆Ε,  ΗΓ. 
Τα σηµεία  ∆,  Ε  βλέπουν το τµήµα  ΗΓ  µε ορθή γωνία   ⇒     
∆ΕΓΗ εγγράψιµο   ⇒      ΑΗ ⋅Α∆ = ΑΓ⋅ ΑΕ      (1) 
  

Α̂   οξεία  ⇒     2α = 2β + 2γ – 2 ΑΓ⋅ ΑΕ    ⇒     

                          2α = 5 2α – 2 ΑΓ⋅ ΑΕ          

                           2 ΑΓ⋅ ΑΕ = 4 2α                  

                           ΑΓ⋅ ΑΕ = 2 2α   

Η  (1)   ⇒    ΑΗ ⋅Α∆ = 2 2α   
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6.     
Σε οξυγώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  φέρουµε τη διάµεσο  ΑΜ.  Αν  ∆  η προβολή του  Μ  

πάνω στην  ΑΒ,  να αποδείξετε ότι   2ΒΓ = 3 2ΑΒ + 2ΑΓ – 4 ΑΒ ⋅Α∆. 
Λύση 
                                                          Στο τρίγωνο  ΑΜΒ  έχουµε 

                                                          2ΒΜ = 2
αµ  + 2γ – 2 ΑΒ ⋅Α∆                          

                                                          
2

2

α 
 
 

= 
2 2 22 2

4

β + γ −α
 + 2γ – 2 ΑΒ ⋅Α∆        

                                                          
2

4

α
 =  

2 2 22 2

4

β + γ −α
 + 2γ  – 2 ΑΒ ⋅Α∆       

                                                          2α  =  2 2β + 2 2γ – 2α + 4 2γ – 8 ΑΒ⋅Α∆         

                                                          2 2α =  2 2β + 6 2γ –  8 ΑΒ ⋅Α∆                        

                                                          2α =  2β + 3 2γ – 4 ΑΒ⋅Α∆      
 
 
7.     
∆ίνεται κύκλος  (Ο, R),  µια ακτίνα  ΟΑ  και χορδή  ΒΓ  παράλληλη προς την  ΟΑ.  

Να αποδείξετε ότι το άθροισµα  2ΑΒ + 2ΑΓ   είναι σταθερό. 
Λύση 
                                                       Φέρουµε τη διάµετρο  ΑΟ∆  και τη χορδή  Β∆. 
                                                       Το τραπέζιο  ΑΓΒ∆  είναι εγγεγραµµένο, άρα 
                                                       είναι ισοσκελές, δηλαδή  ∆Β = ΑΓ 
 
                                                       ˆΑΒ∆= 1∟  αφού βαίνει σε ηµικύκλιο. 

                                                       Πυθαγόρειο στο  τρ.ΒΑ∆:   2ΑΒ + 2Β∆ = 2Α∆    

                                                                                                    2ΑΒ + 2ΑΓ =  ( )22R   

                                                                                                    2ΑΒ + 2ΑΓ =  24R    
                                                                                                                        σταθερό.   
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8.     
∆ίνεται κύκλος  (Ο, R),  µία διάµετρος  ΑΒ  και  Γ,  ∆  τα µέσα των  ΟΑ,  ΟΒ  

αντίστοιχα.  Αν µία χορδή  ΕΗ  που διέρχεται από το  Γ  είναι  ΕΗ = 
13

R
2

,   

να αποδείξετε ότι   ˆE∆Η =1∟. 

Λύση 

                                                                 Αρκεί να αποδείξουµε ότι  2∆Ε + 2∆Η = 2EΗ  
 
                                                                1ο Θ. διαµέσων στο τρίγωνο  Ε∆Γ: 

                                                                2Ε∆ + 2ΕΓ = 2 2ΕΟ + 
2

2

Γ∆
              

                                                                2Ε∆ + 2ΕΓ = 2 2R + 
2R

2
 = 

25R

2
      

                                                                2Ε∆ = 
25R

2
– 2ΕΓ       (1) 

 

 Οµοίως στο τρίγωνο  Η∆Γ:                   2H∆ = 
25R

2
– 2HΓ      (2)  

 

(1) + (2)   ⇒    2∆Ε + 2∆Η = 5 2R – ( 2ΕΓ + 2HΓ )                      (3)                     
 

ΕΓ + ΗΓ = 
R 13

2
  ⇒    ( )2

EΓ +ΗΓ = 
213R

4
    ⇒      

                                         2ΕΓ + 2HΓ  + 2 ΓΕ ⋅ ΓΗ  = 
213R

4
   ⇒  

                                          2ΕΓ + 2HΓ = 
213R

4
– 2 ΓΕ ⋅ ΓΗ        (4)                     

ΕΓΗ,  ΑΓΒ  τέµνουσες του κύκλου    ⇒     ΓΕ ⋅ ΓΗ = ΓΑ⋅ ΓΒ = 
R

2
 
3R

2
 = 

23R

4
 

(4)   ⇒    2ΕΓ + 2HΓ = 
213R

4
– 2 

23R

4
 = 

213R

4
– 

26R

4
= 

27R

4
 

(3)   ⇒    2∆Ε + 2∆Η = 5 2R – 
27R

4
 = 

213R

4
= 

2
R 13

2

 
  
 

= 2EΗ  

     
                                     
 


