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9.7 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  203 – 204 
 
Ερωτήσεις κατανόησης  
 
1.  
Στα παρακάτω σχήµατα να υπολογιστούν οι τιµές των  x  και  ψ.   
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Λύση  
Στο σχήµα (α)                                Στο σχήµα (β)                          Στο σχήµα (γ)  

ΡΑ . ΡΒ = ΡΓ . Ρ∆                          ΣΚ . ΣΛ = ΣΜ . ΣΝ                  ΤΘ2 = ΤΕ .ΤΖ        

2(2 + 4) = 3( 3+x)                          4. 2 = ψ. 1                                  36 = 4(4+x)   

4 + 8  = 9 + 3x                               8 = ψ                                          9 = 4 + x                              

x = 1                                                                                                 5 = x 

 

2.  
Ποια είναι η δύναµη σηµείου  Ρ  ως προς τον κύκλο  (Ο, R)   όταν  Ρ ≡  Ο 
Λύση  

( ,R )
Ρ
Ο∆ = ΟΡ2−R2= −R2 

 

3. 
Αν στο παρακάτω σχήµα είναι  M

( ,R)Ο∆ =  – 3 ,  να υπολογίσετε την ακτίνα του κύκλου  

        
Λύση  

                                                  M
( ,R)Ο∆ = ΟΜ2 −  R2     ⇔      – 3 = 

2R

4
−  R2       

                                                                                                3R2  = 12          

                                                                                                R = 2 
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Ασκήσεις  Εµπέδωσης 

1.     
∆ίνεται κύκλος  (Κ, 6)  και σηµείο  Α,  ώστε  ΑΚ = 14.  Αν από το σηµείο  Α  

φέρουµε τέµνουσα  ΑΒΓ  που τέµνει τον κύκλο κατά χορδή   ΒΓ = 6,  να  

υπολογίσετε το  ΑΒ. 

Λύση 
                                                Έστω  ΑΒ = x,  τότε  ΑΓ = x + 6 

                                                AB. ΑΓ = 2ΑΚ – 2R    ⇒  

                                                x (x + 6) = 2 214 6−       

                                               2x 6x 196 36+ = −         

                                               2x 6x 160 0+ − =              (1)                  

                                               ∆ =  26 4.160+  = 36 + 640 = 676 

(1)  ⇔  x = 
6 676

2

− ±
 =  

6 26

2

− ±
 = 

6 26
2

6 26
2

− +

− −


   =  

20
2
32
2



−


 =  { 10
16−

     άρα  x = 10 

 
 
2.     
Αν σε τρίγωνο  ΑΒΓ  ο κύκλος, που διέρχεται από το  Α  και τα µέσα  Μ,  Ν   

των  ΑΒ  και  ΑΓ  αντίστοιχα, εφάπτεται της  ΒΓ  στο  ∆,  να αποδείξετε ότι   

2Α∆ = ∆Β.∆Γ. 

Λύση 
                                                              Φέρουµε το τµήµα  ΜΝ. 

                                                              Τότε  ΜΝ�ΒΓ  και τέµνει το  Α∆  στο  

                                                              µέσο του  Λ. 

                                                               Άρα   ΜΛ = �
2

∆Β
    και    ΛΝ= �

2

∆Γ
 

                                                               ΑΛ∆,  ΜΛΝ  τέµνουσες του κύκλου  ⇒  

                                                               ΛΑ ⋅ Λ∆ = ΛΜ ⋅  ΛΝ        

                                                              
1

2
Α∆ ⋅  

1

2
Α∆ =  

1

2
∆Β ⋅  

1

2
∆Γ      

                                                              2Α∆ = ∆Β.∆Γ. 
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3.    
 Θεωρούµε κύκλο  (Ο, R)  και τις χορδές του  ΑΒ,  Γ∆  που τέµνονται στο  Ρ.  Αν 

ισχύει ότι  
ΡΑ
ΡΒ

 = 
Ρ∆
ΡΓ

,  να αποδείξετε ότι οι χορδές  ΑΒ,  Γ∆  είναι ίσες. 

Λύση 
 
                                                ΑΡΒ,  ΓΡ∆  τέµνουσες   ⇒    ΡΑ ⋅  ΡΒ = ΡΓ ⋅ Ρ∆ 

                                                Από υπόθεση έχουµε                   
ΡΑ
ΡΒ

 = 
Ρ∆
ΡΓ

 

                                                Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη:   2 2ΡΑ = Ρ∆    ⇒  

                                                                                                      ΡΑ = Ρ∆ 

                                                ∆ιαιρούµε κατά µέλη:                   ΡΒ = ΡΓ 
 
 
 
 
4.     
Να αποδείξετε ότι, η προέκταση της κοινής χορδής δύο τεµνόµενων κύκλων 

διχοτοµεί κάθε κοινό εξωτερικό εφαπτόµενο τµήµα τους. 

Λύση 
                                                            Η κοινή χορδή  ΑΒ  τέµνει το κοινό εξωτερικό  
                                                            εφαπτόµενο τµήµα σε σηµείο  Μ. 
 
                                                            Είναι    2MΓ = ΜΑ ⋅  ΜΒ 
                                                            και       2M∆ = ΜΑ ⋅  ΜΒ 
 

                                                            Άρα      2MΓ = 2M∆    ⇒      ΜΓ = Μ∆ 
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Αποδεικτικές  Ασκήσεις 
1.    
 Τετράγωνο  ΑΒΓ∆  πλευράς  α  είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο, R).   

Αν  Ε  είναι το µέσο της  Α∆  και η  ΒΕ  προεκτεινόµενη τέµνει τον  

κύκλο στο  Ζ,  να αποδείξετε ότι: 

i)   BE =
5

2

α
,                          ii)    BE = 5EZ 

Λύση 
 
i)                                                    
                                                    Πυθαγόρειο στο τρ.ΑΕΒ:    2ΒΕ = 2ΑΒ + 2ΑΕ    ⇒  

                                                   2ΒΕ = 2α + 
2

2

α 
 
 

= 2α + 
2

4

α
 = 

25

4

α
     ⇒   

                                                                              BE =
5

2

α        (1) 

 
ii)    

EB. EZ = EA . E∆    ⇒     
5

2

α
 ΕΖ = 

2

α
 
2

α
    

                                           5ΕΖ = 
2

α
      

                                            ΕΖ =  
2 5

α
  =  

5

10

α
 = 

1

5
 

5

2

α
           (2) 

Από τις  (1),  (2)   ⇒     BE = 5EZ. 
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2.     
Από σηµείο  Α  εκτός κύκλου  (Ο, R)  φέρουµε τέµνουσα  ΑΒΓ  και εφαπτόµενο 

τµήµα  Α∆.  Αν η διχοτόµος της γωνίας  Α̂   τέµνει τις  ∆Β,  Γ∆  στα  Ε  και  Ζ  

αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι   ΕΒ . ΖΓ = Ε∆ . Ζ∆. 

Λύση 

                                                Θ. διχοτόµων στο τρ.ΑΒ∆:   
ΕΒ
Ε∆

 = 
ΑΒ
Α∆

  

                                                Θ. διχοτόµων στο τρ.ΑΓ∆:    
ΖΓ
Ζ∆

 = 
ΑΓ
Α∆

 

 
                                                ∆ηµιουργούµε το γινόµενο  ΕΒ . ΖΓ       

                                                πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη 

                                               
ΕΒ
Ε∆

 
ΖΓ
Ζ∆

 = 
ΑΒ
Α∆

 
ΑΓ
Α∆

    ⇒       
ΕΒ⋅ΖΓ
Ε∆ ⋅Ζ∆

 = 2

ΑΒ⋅ΑΓ

Α∆
     

(1) 

επειδή όµως  ΑΒΓ  τέµνουσα και  Α∆ εφαπτοµένη, θα έχουµε  2Α∆ = ΑΒ . ΑΓ .  

(1)   ⇒   
ΕΒ⋅ΖΓ
Ε∆ ⋅Ζ∆

 = 1   ⇒    ΕΒ ⋅  ΖΓ = Ε∆ ⋅  Ζ∆. 

 
 
3.     
Αν η διάµεσος  ΑΜ  τριγώνου  ΑΒΓ  τέµνει τον περιγεγραµµένο κύκλο στο  Ε,  να 

αποδείξετε ότι:  i)   AM ⋅  ME = 
2

4

ΒΓ
              ii)    2ΑΒ + 2ΑΓ = 2AM⋅ AE.  

Λύση 
i)                                                  
                                                 ΑΜΕ,  ΒΜΓ  τέµνουσες   ⇒     MA⋅ ME = MB⋅ MΓ 

                                                                                                    MA ⋅  ME = 
2

ΒΓ
 

2

ΒΓ
   

                                                                                                    MA ⋅  ME = 
2

4

ΒΓ
                                                                         

 
ii)     

1ο  Θ. διαµέσων:  2ΑΒ + 2ΑΓ  =  2 2ΑΜ + 
2

2

ΒΓ
   

                                                =  2 2ΑΜ  + 2 
2

4

ΒΓ
    

                                               
(i)

=  2 2ΑΜ  + 2 ΑΜ⋅ΜΕ = 2 ΑΜ (ΑΜ + ΜΕ) =2ΑΜ⋅ ΑΕ. 
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4.     
∆ίνεται κύκλος   (Ο, R)  και ευθεία  ε  που δεν τέµνει τον κύκλο.  Από σηµείο  Μ  της  

ε  φέρουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα  ΜΑ,  ΜΒ  και  ΟΓ⊥ ε.  Αν η  ΑΒ  τέµνει την  

ΟΓ  στο  Ν,  να αποδείξετε ότι   ΟΝ ⋅  ΟΓ = 2R . 

Λύση 

                                                               Φέρουµε την  ΟΜ,  η οποία είναι µεσοκάθετος 

                                                               της  ΑΒ. 

                                                               ˆ ˆK = Γ=1∟ ⇒    ΚΝΓΜ  εγγράψιµο   ⇒  

                                                                                           ΟΝ ⋅ ΟΓ  =  ΟΚ ⋅  ΟΜ     (1)             
                                                              
                                                               Τρ.ΒΟΜ  ορθογώνιο µε ύψος  ΒΚ   ⇒  

                                                                          2R = 2ΟΒ  =  ΟΚ⋅ ΟΜ           (2)             

                                                               (1),  (2)   ⇒   ΟΝ ⋅  ΟΓ = 2R . 
 
 
 
5.     
∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ( Â =1∟)  εγγεγραµµένο σε κύκλο  (Ο, R)  και το 

ύψος του  Α∆.  Αν µεταβλητή ευθεία  ε  που διέρχεται από το  Γ  τέµνει το ύψος στο  

Μ  και τον κύκλο στο  Η,  να αποδείξετε ότι   ΓΜ ⋅  ΓΗ = 2ΓΑ . 

Λύση 
                                                        Φέρουµε την  ΗΒ. 
 
                                                        Η̂ =1∟  αφού βαίνει σε ηµικύκλιο, 

                                                        αλλά και  ∆̂=1∟,  οπότε  ΗΜ∆Β  εγγράψιµο   ⇒  
                                                                      ΓΜ ⋅  ΓΗ = Γ∆ ⋅  ΓΒ        (1)         
 
                                                         Τρ.ΑΒΓ  ορθογώνιο µε ύψος  Α∆   ⇒  

                                                                         2ΑΓ = Γ∆ ⋅  ΓΒ            (2)         
 

                                                         (1),  (2)   ⇒     ΓΜ ⋅  ΓΗ = 2ΓΑ . 
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Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
Αν η διχοτόµος  Α∆  τριγώνου  ΑΒΓ  τέµνει τον περιγεγραµµένο κύκλο στο  Ε  και 

είναι  2Α∆  = ∆Β . ∆Γ,  να αποδείξετε ότι   2ΑΕ = 2 2ΕΓ . 

Λύση 
                                                          Α∆Ε,  Β∆Γ  τέµνουσες του κύκλου   ⇒  
                                                          ∆Α ⋅ ∆Ε = ∆Β ⋅  ∆Γ,   αλλά 

                                                         2Α∆  = ∆Β ⋅  ∆Γ          άρα 

                                                         2Α∆  =  ∆Α ⋅  ∆Ε        ⇒      Α∆ = ∆Ε 
 

                                                         τρ.ΑΕΓ  όµοιο του τρ.ΓΕ∆  ( 1 1 2
ˆ ˆΓ̂ = Α = Α   και 

                                                                                                        Ε̂   κοινή) 

                                                         ⇒    
ΑΕ
ΕΓ

 = 
ΕΓ
∆Ε

    ⇒  2ΕΓ   = ΑΕ ⋅  ∆Ε 

Αρκεί να δειχθεί ότι  2ΑΕ = 2 ΑΕ ⋅  ∆Ε,   ή ότι  ΑΕ = 2 ∆Ε  που ισχύει. 
 
 
 
2.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  2 2β + γ = 2 2α .  Αν η διάµεσος  ΑΜ  τέµνει τον 

περιγεγραµµένο κύκλο στο  ∆,   να αποδείξετε ότι   Μ∆ = 
3

6

α
. 

Λύση 

                                                      1ο Θ.διαµέσων:   2 2β + γ = 2 2ΑΜ + 
2

2

α
,  αλλά 

                                                                                  2 2β + γ = 2 2α                 άρα 

                                                      2 2ΑΜ + 
2

2

α
= 2 2α    ⇒   4 2ΑΜ + 2α = 4 2α  

                                                                                               4 2ΑΜ = 3 2α                  

                                                                                               ΑΜ = 
3

2

α
     (1) 

ΑΜ∆,  ΒΜΓ  τέµνουσες του κύκλου   ⇒    ΑΜ . Μ∆ = ΜΒ . ΜΓ   
(1)
⇒  

                                                                     
3

2

α
 Μ∆ = 

2

α
 
2

α
         

                                                                        3  Μ∆ = 
2

α
               

                                                                               Μ∆ = 
2 3

α
= 

3

6

α
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3.     

Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  γµ = 
3

2
β .  Αν Μ  το βαρύκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ,  να 

αποδείξετε ότι ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου  ΑΒΜ  εφάπτεται της  ΒΓ  
στο  Β. 

Λύση 

                                                                     γµ = 
3

2
β    ⇒    2

γµ = 23

4
β           

                                                                                                 
2 2 22 2

4

α + β − γ
 = 23

4
β              

                                                                                                 2 2 22 2α + β − γ  = 23β                

                                                                                                 2 2 22α = β + γ        (1) 
                                       

Αρκεί να αποδείξουµε ότι     2∆Β = ∆Μ ⋅  ∆Α 

             »             »                
2

2

α 
 
 

= 
1

3 α αµ µ  

               »             »                
2

4

α
 =   21

3 αµ        

               »             »                32α  =  4 2
αµ  

 

Έχουµε      4 2
αµ  = 4 

2 2 22 2

4

β + γ −α
 = 2( 2 2β + γ ) −  2α   

(1)

=   2⋅2 2α  −  2α  =  3 2α . 

 
 
4.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ,  η διχοτόµος του  Α∆,  η διάµεσός του  ΑΜ  και ο 

περιγεγραµµένος κύκλος  (Κ)  του τριγώνου  Α∆Μ.  Αν  Ε,  Ζ  είναι τα σηµεία τοµής 

των  ΑΒ  και  ΑΓ  µε τον κύκλο  (Κ)  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι  ΒΕ = ΓΖ. 

Λύση 
                                                            Β∆Μ,  ΒΕΑ  τέµνουσες του κύκλου  ⇒  
                                                                        ΒΕ ⋅ ΒΑ = Β∆⋅ΒΜ 
                                                            ΓΜ∆,  ΓΖΑ  τέµνουσες του κύκλου  ⇒  
                                                                         ΓΖ ⋅ ΓΑ = ΓΜ ⋅ Γ∆ 
 

                                                            ∆ιαιρούµε κατά µέλη:   
BE

ZΓ
 
ΒΑ
ΓΑ

 = 
Β∆
Γ∆

 

                                                            Αλλά από Θ. διχοτόµων είναι  
ΒΑ
ΓΑ

 = 
Β∆
Γ∆

. 

                                                            Άρα   
BE

ZΓ
 = 1    ⇒    ΒΕ = ΓΖ 

 
 


