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Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  194  
 
Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 
Στο παρακάτω σχήµα να συµπληρώσετε τα κενά  

 Λύση 

                                                                         i)   ΒΓ
2 = ΑΒ

2 + ΑΓ
2 + 2ΑΒ.Α∆ 

                                                                        ii)   ΒΓ
2 = ΑΒ

2 + ΑΓ
2 + 2ΑΓ.ΑΕ 

 

 
 
 
 
2.  
Να βρεθεί το είδος των γωνιών του τριγώνου ΑΒΓ όταν  

i)     β2 = 3α
2 + γ2 

ii)    γ2 = α2−β
2 

iii)  α2−β
2 = 2γ

2 

Λύση 

i)    β2 = 3α
2 + γ2 > α2 + γ2    ⇒     Β̂ >90ο,    οπότε το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο  

ii)  γ2 = α2−β
2      ⇔    α2 = β2 + γ2     ⇔    Α̂  = 90ο ,  οπότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο 

iii) α2−β
2 = 2γ

2     ⇒     α2 = β2 +2γ
2  >  β2 + γ2     ⇒    Α̂  > 90ο ,  οπότε το τρίγωνο 

                                                                                                     είναι αµβλυγώνιο  

 

3.  
Αν  β  η µεγαλύτερη  πλευρά αµβλυγωνίου τριγώνου  ΑΒΓ,  τότε  β2 > α2 + γ2 

(Να συµπληρώσετε τα κενά )  
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4. 
Αν στο παρακάτω σχήµα είναι  ΑΒ = ΑΓ  και  Α̂ =120ο,  να δικαιολογήσετε γιατί  

α
2 = 3β

2  

Λύση  

                                                                       Από τον νόµο των συνηµιτόνων έχουµε  

                                                                       α2 = β2 + γ2−2βγσυν Α̂       ⇔  

                                                                       α2 = β2 + β2−2β
2
συν120ο    

                                                                       α2 = β2 + β2−2β
2 1
( )

2
−  = 3β

2 

 

 
Ασκήσεις  Εµπέδωσης 
1.     
Να εξετάσετε αν υπάρχει τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  α = 6µ,  β = 5µ,  γ = 4µ,  όπου  µ  θετική 

παράµετρος.  Να εξετασθεί το είδος του τριγώνου ως προς τις γωνίες του. 

Λύση 

Για να υπάρχει τρίγωνο  ΑΒΓ  µε πλευρές  α, β,  γ  πρέπει και αρκεί 
β− γ < α < β+ γ    ⇔     5 4 6 5 4µ − µ < µ < µ + µ     

                                         µ < 6µ < 9µ,  που ισχύει.    
                                                               Άρα υπάρχει τέτοιο τρίγωνο. 

 
 

2 2 2 2 225 16 41β + γ = µ + µ = µ  

Άρα  2 2 2 α < β + γ   ⇒    Α̂  οξεία. 

Η γωνία  Α̂  βρίσκεται απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά  α,  άρα είναι η 

µεγαλύτερη γωνία του τριγώνου.  Και επειδή αυτή είναι οξεία, θα είναι και οι άλλες. 

Άρα το τρίγωνο είναι οξυγώνιο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 236α = µ
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2.     
Υπάρχει τρίγωνο  ΑΒΓ  µε µήκη πλευρών  α = 6,  β = 5,  γ = 4;  Αν ναι, να 

υπολογισθούν τα ύψη του τριγώνου. 

Λύση 

Για να υπάρχει τρίγωνο  ΑΒΓ  µε πλευρές  α, β,  γ  πρέπει και αρκεί 
β− γ < α < β+ γ    ⇔      5 4 6 5 4− < < +     

                                          1 < 6 < 9,    που ισχύει.    
                                                              Άρα υπάρχει τέτοιο τρίγωνο. 
 

( ) ( )( )2
αυ = τ τ−α τ−β τ − γ

α
 =  

2 15 15 15 15
6 5 4

6 2 2 2 2
   − − −   
   

 =   

                                                    = 
1 15 3 5 7

. . .
3 2 2 2 2

 =  
21 15 .7 15 7 5 7

3 16 3.4 4
= = . 

Οµοίως  
3 7

2βυ =    και   
15 7

8γυ =  

 
 
3.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  2α = ,  1 3β = + ,  2γ = .  Να υπολογισθεί η  

γωνία Α̂ . 

Λύση 

2 2 2 ˆ2α = β + γ − βγ ⋅συνΑ    ⇒      ( ) ( )22 2 ˆ2 1 3 2 2 1 3 2= + + − ⋅ + ⋅ ⋅συνΑ     

                                                      ( ) ˆ2 1 2 3 3 4 4 1 3= + + + − + ⋅συνΑ      

                                                      6 2 3− −  =  ( )4 1 3− + ˆσυνΑ      

                                                      6 2 3+ =  ( )4 1 3+ ˆσυνΑ        

                                                      ( )2 3 3+  = ( )4 1 3+ ˆσυνΑ       

                                                      ( )3 1 3+  =  ( )2 1 3+ ˆσυνΑ    

                                                      ˆσυνΑ = 
3

2
    ⇒    Α̂  = 30ο . 
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4.     
∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  ΑΒ = 4,  ΑΓ = 5  και  ˆΑΒ∆= 30ο,  όπου  Β∆  το 

ύψος του.  Να υπολογισθεί η πλευρά του  ΒΓ. 

Λύση 
                                                         Στο τρίγωνο  ∆ΑΒ  θα έχουµε   Α̂  = 60ο           

                                                                                    2 2 2 ˆ2α = β + γ − βγ ⋅συνΑ  

                                                        2 2 2 05 4 2 5 4 60α = + − ⋅ ⋅ ⋅συν      

                                                        2α  = 25+16 – 40⋅
1

2
 

                                                        2α  = 41 – 20 = 21    ⇒    21α =  
 
 

 
Αποδεικτικές  Ασκήσεις 
1.     
Οι πλευρές ενός τριγώνου  ΑΒΓ  έχουν µήκη  ΑΒ = 9,  ΒΓ = 7  και  ΑΓ = 12.  Να 

υπολογισθεί το µήκος της προβολής της  ΒΓ  πάνω στην  ΑΒ. 

Λύση 
                                                         
                                                 Γ∆⊥ΑΒ   ⇒   Β∆  η προβολή της  ΒΓ  πάνω στην ΑΒ. 

                                                         2 212 144ΑΓ = =  

                                                         2 2 2 29 7 81 49 130ΑΒ +ΒΓ = + = + =  

                                                          Άρα  2ΑΓ  > 2 2ΑΒ +ΒΓ    ⇒   Β̂  αµβλεία. 

                                                          Άρα   2 2 2 2 .ΑΓ = ΑΒ +ΒΓ + ΑΒ Β∆    

                                                                    144 = 130 + 2.9. Β∆          

                                                                    18 Β∆ = 14   ⇒    Β∆ = 
14

18
 =  

7

9
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2.     
Να αποδείξετε ότι σε κάθε τραπέζιο  ΑΒΓ∆  µε βάσεις  ΑΒ,  Γ∆  ισχύει ότι 

2 2ΑΓ +Β∆ = 2Α∆ + 2ΒΓ + 2 ΑΒ . Γ∆ 

Λύση 
                                                            Έστω  ˆˆ ,Γ ∆    οξείες. 
                                                            Φέρουµε  ΑΚ  και  ΒΛ  κάθετες  στη  Γ∆. 
 
                                                            Τρ.Α∆Γ:   2ΑΓ = 2Α∆ + 2∆Γ – 2 ∆Γ⋅ ∆Κ 
                                                            Τρ.Β∆Γ:   2Β∆ = 2ΒΓ +  2∆Γ – 2 ∆Γ ⋅ ΓΛ 
 
Προσθέτουµε κατά µέλη:  2 2ΑΓ +Β∆ = 2Α∆  + 2ΒΓ + 2 2∆Γ – 2 ∆Γ⋅∆Κ –2 ∆Γ⋅ΓΛ                                         

                                           2 2ΑΓ +Β∆ = 2Α∆  + 2ΒΓ + 2 ∆Γ⋅ (∆Γ – ∆Κ – ΓΛ) 

                                           2 2ΑΓ +Β∆ = 2Α∆  + 2ΒΓ + 2 ∆Γ⋅ ΚΛ       (1) 

ΑΒΛΚ  ορθογώνιο   ⇒    ΚΛ = ΑΒ 

                          (1)   ⇒     2 2ΑΓ +Β∆ = 2Α∆  + 2ΒΓ + 2 ∆Γ⋅ ΑΒ   
 
 
 
3.     
Αν  ΒΒ΄,  ΓΓ΄ είναι ύψη ενός οξυγωνίου τριγώνου  ΑΒΓ,  να αποδείξετε ότι   

2α = β ΓΒ΄+  γ ΒΓ΄. 

Λύση 
                                                          2γ = 2α + 2β – 2 β ΓΒ΄   

                                                          2β = 2α + 2γ – 2 γ ΒΓ΄  
                                                           Προσθέτουµε κατά µέλη 
 

                                                          2β + 2γ = 2 2α + 2β + 2γ – 2 ( β ΓΒ΄ + γ ΒΓ΄ ) ⇒   

                                                          2 ( β ΓΒ΄ + γ ΒΓ΄ ) = 2 2α   ⇒  

                                                                  β ΓΒ΄ + γ ΒΓ΄ = 2α    
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4.     
∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ( ˆ 1Α = ∟).  Προεκτείνουµε την πλευρά  ΑΓ  κατά  

Γ∆ = ΒΓ.  Να αποδείξετε ότι  2Β∆ = 2 ΒΓ . Α∆. 

Λύση 
                                                                  Τρ.ΒΓ∆:  2Β∆ = 2ΒΓ + 2Γ∆ +2 Γ∆ ⋅ ΑΓ   

                                                                                  2Β∆ = 2ΒΓ + 2ΒΓ + 2 ΒΓ ⋅ΑΓ   

                                                                                  2Β∆ = 2 2ΒΓ +2 ΒΓ ⋅ΑΓ           

                                                                                  2Β∆ = 2 ΒΓ ( ΒΓ + ΑΓ )            

                                                                                  2Β∆ = 2 ΒΓ ( Γ∆ + ΑΓ )            

                                                                                  2Β∆ = 2 ΒΓ ⋅ Α∆ 
 
 
5.     
Σε ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ)  φέρουµε παράλληλη της  ΒΓ,   

που τέµνει τις  ΑΒ  και  ΑΓ  στα  ∆  και  Ε  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι   

2ΒΕ = 2ΕΓ + ΒΓ ⋅ ∆Ε. 

Λύση 
                                                       Φέρουµε  ∆Κ,  ΕΛ  κάθετες στη  ΒΓ. 
 
                                                       Στο τρίγωνο  ΕΒΓ  έχουµε 

                                                       2ΒΕ = 2ΕΓ + 2ΒΓ – 2 ΒΓ ⋅ ΛΓ    ⇒  

                                                       2ΒΕ = 2ΕΓ + ΒΓ (ΒΓ – 2 ΛΓ)            (1)  
                                       
                                                       τρ.∆ΚΒ = τρ.ΕΛΓ   ⇒    ΒΚ = ΛΓ. 
                                                       Άρα  ΒΓ – 2 ΛΓ = ΒΓ – ΛΓ – ΒΚ = ΚΛ = ∆Ε 
 

                                                       (1)  ⇒    2ΒΕ = 2ΕΓ + ΒΓ ⋅ ∆Ε. 
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6.     
∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  ( ˆ 1Α = ∟)  µε πλευρές  α,  β,  γ.  Υπάρχει τρίγωνο 

µε πλευρές   5α ,  4β ,  3γ ; 

Λύση 

Ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   ⇒    2α = 2β + 2γ  

Πρέπει να ισχύει     5α  <  4β  + 3γ     ⇔    ( )2
5α < ( )2

4 3β+ γ      

                                                                       25 2α  <  16 2β + 24 βγ + 9 2γ     

                                                                       25 (2β + 2γ ) < 16 2β + 24 βγ + 9 2γ     

                                                                       25 2β + 25 2γ < 16 2β + 24 βγ + 9 2γ     

                                                                       92β +16 2γ – 24 βγ < 0      

                                                                      ( )2
3 4 0β− γ <   που είναι αδύνατο. 

                                                                       Άρα δεν υπάρχει τέτοιο τρίγωνο. 
 
 
 
 

Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  ΑΒ = ΑΓ  και  Α̂ = 30ο.  Να αποδείξετε ότι  

2 3α = β − . 

 Λύση 

2α = 2β + 2γ – 2βγσυν
030    ⇒     2α = 2β + 2β – 2 2β

3

2
         

                                                       2α = 2 2β – 2β 3                  

                                                       2α = 2β (2 – 3 )                   

                                                       2 3α = β −          
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2.     
∆ίνεται κύκλος διαµέτρου  ΑΒ  και µία χορδή του  Γ∆�ΑΒ.  Αν  Μ  είναι τυχαίο 

σηµείο της  ΑΒ,  να αποδείξετε ότι  2ΜΓ + 2Μ∆ = 2ΜΑ + 2ΜΒ . 

Λύση 
                                                   Φέρουµε τις  ΓΑ,  ∆Β,  ΓΒ  και έστω  Κ,  Λ  οι   
                                                   προβολές των  Γ,  ∆  στην  ΑΒ. 
                                                   Τότε  ΑΒ∆Γ  ισοσκελές τραπέζιο,  ΓΚΛ∆  ορθογώνιο  
                                                   και  ΑΚ = ΛΒ 

                                                   Τρ.ΜΑΓ:   2ΜΓ = 2ΜΑ + 2ΑΓ – 2 ΜΑ ⋅ ΑΚ 
                                                   Τρ.Μ∆Β:   2Μ∆ = 2ΜΒ + 2∆Β – 2 ΜΒ ⋅ ΒΛ  

Προσθέτουµε:   2ΜΓ + 2Μ∆ = 2ΜΑ + 2ΜΒ + 2 2ΑΓ – 2 ΜΑ ⋅ ΑΚ –2 ΜΒ ⋅ ΒΛ. 
 
Αρκεί να αποδείξουµε ότι     2 2ΑΓ – 2 ΜΑ⋅ΑΚ –2 ΜΒ⋅ΒΛ = 0,   ή 
                                                  2ΑΓ – ΜΑ ⋅ ΑΚ – ΜΒ ⋅ ΒΛ = 0. 

Όµως, από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ  έχουµε   2ΑΓ = ΑΚ ⋅ ΑΒ,  οπότε 
αρκεί να αποδείξουµε ότι         ΑΚ ⋅ΑΒ – ΜΑ ⋅ ΑΚ – ΜΒ ⋅ ΑΚ = 0,  ή 
                                                  ΑΒ – ΜΑ – ΜΒ= 0,  που ισχύει. 
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3.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  3α = 3β + 3γ .  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι 
οξυγώνιο. 
Λύση 
Από την υπόθεση    3α = 3β + 3γ   ⇒    3α  > 3β              και      3α  >  3γ     
                                                             α > β                  και      α > γ        

                                                             2 2αβ > ββ           και     2 2αγ > γγ        

                                                             2αβ  > 3β   (1)   και      2αγ > 3γ    (2)    
 

(1) + (2)     ⇒    2αβ + 2αγ > 3β + 3γ      

                          α ( 2 2β + γ ) > 3α        

                          2 2β + γ > 2α   ⇒    Α̂   οξεία. 

Επειδή όµως   α > β    και   α > γ ,  δηλαδή η  α  είναι η µεγαλύτερη πλευρά, η Α̂   θα 
είναι η µεγαλύτερη γωνία.  Άρα το τρίγωνο οξυγώνιο 
 
Να µας επιτραπεί να συµπληρώσουµε ότι είναι και  Α̂  > 60ο  
Απόδειξη 

3α = 3β + 3γ   ⇒     2α⋅α  = (β+ γ ) ( 2 2β −βγ + γ )    

                              και επειδή   α < β+ γ , θα είναι      2α  > 2 2β −βγ + γ      

                 αλλά    2α = 2 2β + γ –  2βγ συν Α̂ ,    

                  άρα       2 2β + γ –  2βγ συν Α̂  > 2 2β −βγ + γ    

                             –2βγ συν Α̂  >  – βγ     

                             συν Α̂ <
1

2
  ⇒   Α̂  > 60ο 

   


