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11.3 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  241 – 242 
 
Ερωτήσεις  Κατανόησης  

1. 
Να χαρακτηρίστε ως σωστές  (Σ)  ή λανθασµένες  (Λ)  τις παρακάτω προτάσεις 

δικαιολογώντας την απάντηση σας .  

i)    2 2 2
6 3 4λ + λ = λ                                                                              Σ                

ii)   3 4 6 3R(1 2 3)λ + λ + λ = + +                                                 Σ                      

iii)  3 4 6

R
(1 2 3)

2
α + α + α = + +                                                            Λ 

Απάντηση 

i)   2 2 2 2 2 2 2
6 3 4R 3R 4R 2Rλ + λ = + = ≠ = λ  

ii)   3 4 6 R R 2 R 3λ + λ + λ = + + =  R(1 2 3) 3R(1 2 3)+ + ≠ + +  

iii)  3 4 6

R R 2 R 3 R
(1 2 3)

2 2 2 2
α + α + α = + + = + +  

 

2. 
Αν Α,  Β,  Γ,  ∆ διαδοχικά σηµεία ενός κύκλου (Ο,  R) ώστε  ΑΒ = R 2 ,  ΒΓ = λ12 , 

Γ∆ = R , να εξηγήσετε γιατί η Α∆ είναι διάµετρος του κύκλου  

Απάντηση 

ΑΒ = R 2    �  AB⇔ = 90ο  ,      

ΒΓ = λ12     ⇔   �BΓ =30ο    και    

Γ∆ = R   ⇔ �Γ∆ = 60ο  

Οπότε   �AB +�BΓ +�Γ∆ = 90ο + 30ο + 60ο = 180ο ,   άρα  Α∆  διάµετρος  

 

 

 

 

 

 
 

Λ  

Σ  

Λ  
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3. 
Αν Α,  Β,  Γ διαδοχικά σηµεία ενός κύκλου (Ο, R) ώστε �AB =120ο και �BΓ =60ο , η 

περίµετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

              (3 3)R+         Β. 4R            Γ. ( 2 3)R+             ∆. (3 2)R+  

∆ικαιολογήστε την απάντηση σας .  

Απάντηση 

�AB =120ο ⇔  ΑΒ = λ3 = R 3  ,  

�BΓ =60ο     ⇔  ΒΓ = λ6 = R  

�AB +�BΓ =120ο + 60ο = 180ο οπότε η ΑΓ είναι διάµετρος  

συνεπώς ΑΓ = 2R 

Η περίµετρος του τριγώνου είναι  

ΑΒ + ΒΓ + ΓΑ = R 3+ R + 2R = R(3 + 3 ) σωστό το Α.  

 

4.  
Στο παρακάτω σχήµα  

      

R

2
Η

Ο

Μ

ΒΑ

 

Η γωνία Μ  είναι  

Α. 30ο        Β .45ο           Γ.50ο                     60ο                   Ε. 75ο  

 

Απάντηση 

Σωστή απάντηση είναι η ∆ διότι :  ΟΗ = 
R

2
= α3   οπότε �AB  = 120ο 

Εποµένως Μ̂ = 60ο  
 

 
 
 
 
 

A  

∆.  
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Ασκήσεις  Εµπέδωσης 
1.     
Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του  R  το εµβαδόν ενός ισοπλεύρου τριγώνου και 

ενός κανονικού εξαγώνου, που είναι εγγεγραµµένα σε κύκλο  (Ο, R). 

Λύση 

3 3 3

1

2
Ε = Ρ α  = 

1

2
3 3λ 3α  =  

3

2
 R 3 

R

2
 =  

23R 3

4
 

6 6 6

1

2
Ε = Ρ α  = 

1

2
6 6λ  6α =   3 R 

R 3

2
 =  

23R 3

2
 

 
 
2.     
Κανονικό πολύγωνο έχει ακτίνα  R = 10cm  και απόστηµα  5 3να = cm.  Να βρεθεί 

η πλευρά του  νλ   και το εµβαδόν του  νΕ . 

Λύση 
2

2 2R
4
ν

ν

λ
α + =    ⇒    ( )

2
2

25 3 10
4
νλ+ =         

                                  75 + 
2

4
νλ  = 100                

                                  
2

4
νλ  = 100 – 75          

                                  
2

4
νλ  = 25         

                                  2νλ  = 100    ⇒    νλ = 10cm 

5 3να =  = 6

10 3 R 3

2 2
= = α    ⇒     ν = 6 

6 6 6

1

2
Ε = Ρ α  = 

1

2
6 6λ  6α =   3 R 

R 3

2
 =  

23R 3

2
= 

3 100 3

2

⋅
= 150 3 2cm  

 
 
3.     
Κανονικό πολύγωνο έχει ακτίνα  R = 8cm  και πλευρά  νλ = 8 2 cm..  Να βρεθεί το 

απόστηµά του  να  και το εµβαδόν του  νΕ . 

Λύση 

νλ = 8 2    ⇒     νλ = R 2  =  4λ   ⇒    ν = 4 

4

R 2 8 2
4 2

2 2
α = = =  

( )2
2 2

4 4 8 2 64 2 128cmΕ = λ = = ⋅ =  
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4.     
Σε κύκλο  (Ο,R)  παίρνουµε διαδοχικά τα τόξα  �AB  = 60ο,   �BΓ  = 90ο  και   

�Γ∆ = 120ο.  Να υπολογισθούν ως συνάρτηση του  R  οι πλευρές και το εµβαδόν του 

τετραπλεύρου  ΑΒΓ∆. 

Λύση 

                                                              �AB  = 60ο   ⇒    ΑΒ = 6λ = R 

                                                              �BΓ  = 90ο     ⇒    ΒΓ = 4λ  = R 2  

                                                              �Γ∆ = 120ο   ⇒    Γ∆ = 3λ  = R 3  

 

                                                              �Α∆ = 360ο – 60ο  – 90ο – 120ο = 90ο  

                                                               Άρα    Α∆ = 4λ  = R 2  

                                                              �Α∆ = �BΓ    ⇒     ∆Γ �ΑΒ   ⇒     
                                                              ΑΒΓ∆  τραπέζιο. 
 
Φέρουµε το ύψος  ΛΚ  του τραπεζίου από το κέντρο  Ο. 

ΛΚ = ΟΛ + ΟΚ = ( )3 6

R R 3 R
1 3

2 2 2
α +α = + = +  

(ΑΒΓ∆) = 
2

ΑΒ+∆Γ
ΛΚ  =  

R R 3

2

+ ( )R
1 3

2
+   =   ( )R

1 3
2

+ ( )R
1 3

2
+   = ( )

2 2R
1 3

4
+  

 
 
 
Αποδεικτικές  Ασκήσεις 
1.     
Το άθροισµα των γωνιών ενός κανονικού πολυγώνου είναι  8 ορθές και το εµβαδόν 

του  6 23cm .  Να βρεθεί η ακτίνα του. 
Λύση 

0
0 360

180νϕ = −
ν

   ⇒    
4

2νϕ = −
ν

   σε ορθές 

8ννϕ =    ⇔    
4

2 8
 ν − = ν 

   ⇔    2.ν – 4 = 8     ⇔   2.ν = 12    ⇔    ν  =  6    

6 6 6

1

2
Ε = Ρ α    ⇔    6 3  =  

1

2
6 6λ  6α        

                                63  =  3 R 
R 3

2
        

                                12 = 3 2R    ⇔     2R =  4    ⇔    R =  2 
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2.     
Σε κύκλο  (Ο,R)  και εκατέρωθεν του κέντρου του, θεωρούµε δύο παράλληλες χορδές 

του  ΑΒ  και  Γ∆,  ώστε  ΑΒ = R  και  Γ∆ = R 3 .  Να υπολογισθούν οι µη 

παράλληλες πλευρές  ΑΓ  και  Β∆  του τραπεζίου  ΑΒ∆Γ,  το ύψος του και το 

εµβαδόν του ως συνάρτηση του  R. 

Λύση 

                                                                 ΑΒ = R   ⇒    ΑΒ = 6λ  ⇒     �AB  = 60ο  

                                                                 Γ∆ = R 3   ⇒   Γ∆ = 3λ  ⇒    �Γ∆ = 120ο  

 
                                                                 ΑΒ∆Γ  εγγεγραµµένο τραπέζιο  ⇒  
                                                                 ισοσκελές.  

                                                                 ΓΑ = ∆Β   ⇒    � �ΓΑ = ∆Β  

                                                                 Αλλά   � �ΓΑ+ ∆Β =  360ο – 60ο – 120ο = 180ο  

                                                                 Άρα    � �ΓΑ = ∆Β  = 90ο   ⇒  

                                                                             ΓΑ = ∆Β  =  4 R 2λ =  

Φέρουµε το ύψος  ΛΚ  του τραπεζίου από το κέντρο  Ο. 

ΛΚ = ΟΛ + ΟΚ = ( )3 6

R R 3 R
1 3

2 2 2
α +α = + = +  

(ΑΒΓ∆) = 
2

ΑΒ+∆Γ
ΛΚ  =  

R R 3

2

+ ( )R
1 3

2
+   =   ( )R

1 3
2

+ ( )R
1 3

2
+   = ( )

2 2R
1 3

4
+  
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3.     
Να υπολογισθούν ως συνάρτηση του  R  η πλευρά  12λ   και το απόστηµα  12α   ενός 

κανονικού  12-γώνου  εγγεγραµµένου σε κύκλο  (Ο.R). 

Λύση 
                                                                 Θεωρούµε  ΑΒ = ΒΓ = 12λ    

                                                                 οπότε    ΑΓ = 6λ = R 

                                                                 Φέρουµε τη διάµετρο  ΒΚΟ∆ 

                                                                 οπότε   ΟΚ = 6α = 
R 3

2
 

                                                                 άρα  ΒΚ =  ΒΟ –  ΟΚ = R –  
R 3

2
   ⇒   

                                                                 ΒΚ = 
( )R 2 3

2

−
 

 

Τρίγωνο  ΑΒ∆  ορθογώνιο µε ύψος  ΑΚ   ⇒    2AB = Β∆ ⋅ ΒΚ   ⇒  

2AB = 2R 
( )R 2 3

2

−
 = ( )2R 2 3−    ⇒     12λ  = AΒ = R 2 3−    

Είναι  
2

2 212
12 R

4

λ
α + =    ⇒   

2
2 2 12
12 R

4

λ
α = −     ⇒   

( )2

2 2
12

R 2 3
R

4

−
α = −  =  

( )22 2 2 R 2 34R 2R R 3

4 4

+− +
=      ⇒  

                                        12

R 2 3

2

+
α =  

 
 
4.     
Να υπολογίσετε ως συνάρτηση του  R  το εµβαδόν ενός κανονικού δωδεκαγώνου 
χωρίς να υπολογίσετε προηγουµένως την πλευρά και το απόστηµά του. 

Λύση 
                                                                    Θεωρούµε  ΑΒ = ΒΓ = 12λ    

                                                                    οπότε    ΑΓ = 6λ = R 

 
                                                                    Φέρουµε τις  ΟΑ,  ΟΒ,  ΟΓ,   
                                                                    είναι δε  ΟΒ⊥ΑΓ 
 

                                                                  ( ) 2
12

A R R
E 6 O 6 6 3R

2 2

Γ ⋅ΟΒ ⋅
= ΑΒΓ = = =  
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Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
∆ίνεται κύκλος  (Ο,R)  και χορδή του  Γ∆ = 6λ .  Πάνω σε τυχαία ευθεία  ε,  που 

διέρχεται από το κέντρο και εκατέρωθεν του  Ο  παίρνουµε σηµεία  Α,  Β,  ώστε   

ΟΑ  = ΟΒ = 3α .  Αν  Μ  το µέσο της  Γ∆,  να αποδείξετε ότι  2ΜΑ + ΜΒ
2 = 2

4λ . 

Λύση 

                                                                       Είναι   ΟΑ  = ΟΒ = 3α  = 
R

2
    

                                                                       και   ΟΜ⊥ Γ∆,   άρα   ΟΜ = 6α = 
R 3

2
 

 
                                                                       1ο  Θ. ∆ιαµέσων  στο τρίγωνο  ΜΑΒ: 

                                                                       2ΜΑ + 2ΜΒ = 2 2OΜ + 
2

2

ΑΒ
   

                                                                                            = 2 

2
R 3

2

 
  
 

+ 
2R

2
   

                                                                                            = 2 
23R

4
 +  

2R

2
  

                                                                                            =
23R

2
 + 

2R

2
  

                                                                                            = 
24R

2
  

                                                                                           = 2 2R  = ( )2

R 2 =  2
4λ  
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2.     
Από το σηµείο  Α  εκτός κύκλου  (Ο,R)  φέρουµε τέµνουσα  ΑΒΓ,  ώστε   

ΑΒ = ΒΓ.  Αν  ΟΑ = R 7 ,  να αποδείξετε ότι  ΒΓ = 3λ   και στη συνέχεια να 

υπολογίσετε το εµβαδόν του τριγώνου  ΑΟΓ. 
Λύση 
                                                                     Έστω  ΑΒ = ΒΓ = x 
                                                                     
                                                                     ∆ύναµη του σηµείου  Α: 

                                                                     AB⋅AΓ = 2 2RΑΟ −     ⇒  

                                                                    ( )2
2x 2x R 7 R⋅ = −        

                                                                     2 2 2 2x 7R R= −              

                                                                     2 2x 3R=     ⇒      x = R 3  = 3λ  

Φέρουµε  ΟΚ⊥ΒΓ   δηλαδή  ΟΚ = 3α  = 
R

2
    

(ΑΟΓ) = 
1

2
ΑΓ⋅ ΟΚ = 

1

2
 2 R 3  

R

2
 =

2R 3

2
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3.     
Σε κύκλο  (Ο,R)  θεωρούµε τα διαδοχικά σηµεία  Α,  Β,  Γ,  ώστε  ΑΒ = 6λ  και  ΒΓ = 

3λ .  Αν  Μ  το µέσο της  ΒΓ  και  ∆  το σηµείο που τέµνει η προέκταση της  ΑΜ  τον 

κύκλο, να υπολογίσετε, ως συνάρτηση του  R,  το τµήµα  Μ∆. 

Λύση 
                                                             ΑΒ = 6λ  και  ΒΓ = 3λ         ⇒    

                                                            �AΒ= 60ο   και  �ΒΓ= 120ο   ⇒    

                                                            �ΑΒΓ= 180ο   άρα  ΑΓ  διάµετρος  και  Β̂ = 1∟  
                                                  
                                                             Πυθαγόρειο στο τρίγωνο  ΒΑΜ: 
                                                            2ΑΜ  = 2ΑΒ + 2ΒΜ  

                                                                      =  2R + 

2
R 3

2

 
  
 

=  

                                                                      =  2R + 
23R

4
 = 

27R

4
 

                                                            Άρα   ΑΜ = 
R 7

2
 

∆ύναµη του σηµείου  Μ:     ΜΑ⋅Μ∆ = ΜΒ ⋅ ΜΓ      ⇒       

                                             
R 7

2
 Μ∆ =  

R 3

2
 
R 3

2
   ⇒  

                                             Μ∆  = 
2

7

3R

4
  

                                                     = 
2 7

7
 
3R

4
 = 

3R 7

14
 

 
                                                                     


