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9.1 – 9.2 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας  185 -186 
 
Ερωτήσεις κατανόησης  
 
1. 
Ένα ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   ( ˆ 90 )οΑ =   έχει   ΑΒ = 6   και   ΑΓ = 8 . Ποιο είναι 
το µήκος της διαµέσου ΑΜ ; 

Λύση 

ΒΓ
2 = ΑΒ2 + ΑΓ2  = 36 + 64 = 100     ⇔      ΒΓ=10    και   ΑΜ = 

2

ΒΓ
 =  5 

 

2.  
Αν ο λόγος των καθέτων πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι 4, τότε ο λόγος 
των προβολών τους στην υποτείνουσα είναι   

α .2                   β.4                       16                     δ. 
1

4
 

Κυκλώστε το γράµµα της σωστής απάντησης και αιτιολογήστε την απάντηση σας  

Λύση  

 Γνωρίζουµε ότι      
2

2

β ∆Γ
=
∆Βγ

   ⇔  

                                
2

 β ∆Γ
= γ ∆Β 

    

                                24
∆Γ
=
∆Β

  

  

3. 
Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει κάθετες πλευρές ίσες µε  9cm  και  12cm. . Η πλευρά 
ισοπλεύρου τριγώνου που έχει περίµετρο ίση µε την περίµετρο του ορθογωνίου 
τριγώνου είναι ίση µε  
α. 10                12         γ.13             δ.14  

Κυκλώστε το γράµµα της σωστής απάντησης και δικαιολογήστε την απάντηση σας  

Λύση  

Πυθαγόρειο :   α2 = β2 + γ2  =  81+144 = 225    ⇒      α = 15  

Περίµετρος του ορθογωνίου τριγώνου :    Π =  15 + 9 + 12 = 36 

Πλευρά του ισοπλεύρου τριγώνου :    x = 36
3

 = 12  

γ. 

β
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4. 
Στο παρακάτω σχήµα υπολογίστε τα  x  και  ψ. 

        

Λύση  
                                                             Επειδή η γωνία Α̂  είναι εγγεγραµµένη σε  

                                                             Ηµικύκλιο, θα είναι ορθή.  

                                                             ΒΓ2 = 42 + 32 = 16 + 9 = 25    ⇒      ΒΓ = 5  

                                                             ΒΕ2 = Β∆.ΒΓ   ⇔   4 = 5Β∆   ⇔     Β∆ = 
4

5
                                                                 

                                                             άρα  ∆Γ = 5−
4

5
=

21

5
 

                                                             x2 =  Β∆ ∆Γ  =  
84

25
      ⇔    

2 21
x

5
=  

                                                             ψ2 =  ΒΓ ∆Γ =  21    ⇔   21ψ =  

 
 
Ασκήσεις  Εµπέδωσης 
1.     
Σε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Â = 1∟)  φέρουµε το ύψος  Α∆.  Αν είναι   

ΑΒ = 3  και  ΑΓ = 4,  να υπολογιστούν τα µήκη των τµηµάτων  ΒΓ,  Β∆,  ∆Γ   

και  Α∆. 

Λύση 

                                                      2 2 2ΒΓ = ΑΓ + ΑΒ = 2 24 3+ = 16 + 9 = 25   ⇒  
                                                       ΒΓ = 5 

                                                      2 . ΑΒ = ΒΓ Β∆   ⇒   23 = 5. Β∆   ⇒    Β∆ = 
9

5
 

                                                      2 . ΓΑΓ = ΒΓ ∆    ⇒   24 = 5. Γ∆   ⇒    Γ∆ = 
16

5
 

2 . ∆ΓΑ∆ = Β∆  = 
9

5
 . 

16

5
 =  

144

25
   ⇒    Α∆ = 

12

5
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2.     

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Â = 1∟)  είναι  B̂ = 2Γ̂   τότε ο λόγος  
β
γ

  είναι 

ίσος  µε:   α.  
1

2
            β.  1                 3             δ.  2              ε.  3. 

Κυκλώστε το γράµµα που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση και αιτιολογήστε την 

απάντησή σας. 

Λύση 
                                                          B̂ + Γ̂  = 90ο   ⇒    2Γ̂  + Γ̂  = 90ο      

                                                                                          3Γ̂  =  90ο          

                                                                                          Γ̂  = 30ο    ⇒    γ =  
2

α
    (1) 

                                                            

Πυθαγόρειο:    2 2 2β = α − γ    ⇒     
2

2 2

2

α β = α − 
 

           

                                                         
2

2 2

4

α
β = α −           

                                                         
2

2 3

4

α
β =     ⇒      β = 

3

2

α
         (2) 

(1),  (2)    ⇒     
β
γ

 =  3 . 

 
 
3.     
Σε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Â = 1∟)  φέρουµε το ύψος  Α∆.  Αν είναι   

ΑΒ = 5  και  B∆ =  
25

13
,  να διατάξετε κατά αύξουσα σειρά µήκους τα τµήµατα  ΑΓ,  

ΒΓ,  Γ∆  και  Α∆. 
Λύση 

                                               2 . ΑΒ = ΒΓ Β∆   ⇒    25 = ΒΓ .
25

13
      

                                                                                   ΒΓ = 13 . 
13

13
 = 

169

13
         (1) 

                                                Γ∆ = ΒΓ – Β∆ = 13 – 
25

13
 = 

169 25

13

−
 = 

144

13
     (2) 

2ΑΓ = ΓΒ . Γ∆ = 13 . 
144

13
 = 144     ⇒       ΑΓ = 12 = 12 . 

13

13
 = 

156

13
        (3) 

2Α∆ = ∆Β . ∆Γ = 
25

13
 . 

144

13
      ⇒      Α∆ =  

5.12

13
  =  

60

13
        (4)   

  
(1),  (2),  (3),  (4)   ⇒    Α∆ < Γ∆ < ΑΓ < ΒΓ 
 
 

γ. 
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Αποδεικτικές  Ασκήσεις  
1.     
Να αποδειχθεί ότι το τρίγωνο, που έχει πλευρές  α = 2 2κ +λ ,  β = 2κλ  και   

γ = 2 2κ −λ ,  όπου  κ,  λ  θετικοί ακέραιοι µε  κ > λ,  είναι ορθογώνιο. 

Λύση 

( )22 2 2 4 2 2 42α = κ + λ = κ + κ λ + λ  

2 2 24β = κ λ  

( )22 2 2 4 2 2 42γ = κ −λ = κ − κ λ + λ  

Παρατηρούµε ότι   2 2 2α = β + γ    άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
 
 
 
2.     
Αν  ΑΕ,  ΑΖ  είναι αντίστοιχα οι προβολές δύο χορδών  ΑΓ  και  Α∆  ενός κύκλου σε 

µία διάµετρό του  ΑΒ,  να αποδείξετε ότι  ΑΖ . 2ΑΓ  = ΑΕ . 2Α∆ . 

Λύση 
                                                            Φέρουµε τις  ΓΒ,  ∆Β. 

                                                            ˆΑΓΒ  = 1∟  (βαίνει σε ηµικύκλιο)  ⇒  

                                                            τρ.ΓΑΒ  ορθογώνιο µε ύψος  ΓΕ      ⇒  

                                                            2ΑΓ = ΑΒ . ΑΕ   ⇒    

                                                             ΑΖ . 2ΑΓ = ΑΖ . ΑΒ . ΑΕ       (1) 
 
                                                             Οµοίως στο τρ.∆ΑΒ  θα έχουµε 

                                                             ΑΕ . 2Α∆ = ΑΕ . ΑΒ .ΑΖ        (2) 
 
                                                    Από τις  (1),  (2)  ⇒    ΑΖ . 2ΑΓ  = ΑΕ . 2Α∆ . 
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3.     
Αν  ∆  είναι µέσο της κάθετης πλευράς  ΑΓ ενός ορθογωνίου τριγώνου  ΑΒΓ   (Â = 

1∟)  και  Ε  η προβολή του στη  ΒΓ,  τότε να αποδείξετε ότι  2EΓ + 2ΑΒ = 2ΕΒ . Στη 
συνέχεια διατάξτε κατά αύξουσα σειρά µήκους τα τµήµατα  ∆Β,  ΕΒ,  ΕΓ. 
Λύση 
                                                 Φέρουµε τη  ∆Β  (για να έχουµε κι’άλλα ορθογώνια  
                                                                               τρίγωνα) 
                                                  Τρ.Ε∆Γ:   2EΓ = 2Γ∆ – 2Ε∆  
                                                  Τρ.ΑΒ∆:  2ΑΒ = 2∆Β – 2Α∆  

                                                  Προσθέτουµε κατά µέλη, και επειδή  Γ∆ = Α∆,  

                                                  έχουµε      2EΓ + 2ΑΒ = 2∆Β – 2Ε∆ .     (1) 

                                                  Τρ.∆ΕΒ:    2∆Β – 2Ε∆ = 2ΕΒ  

                                                  (1)   ⇒      2EΓ + 2ΑΒ = 2ΕΒ . 
Από την ισότητα που αποδείξαµε προκύπτει ότι  ΕΓ < ΕΒ. 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο ∆ΕΒ  προκύπτει ότι  ΕΒ < ∆Β. 
Άρα   ΕΓ < ΕΒ < ∆Β. 
 
 
4.     
∆ύο ορθογώνια τρίγωνα  ΑΒΓ  και  Α΄Β΄Γ΄  ( Â = Â ′= 1∟)  έχουν  ′β βµ = µ   και  

′γ γµ = µ .  Να αποδείξετε ότι:     i)   α = α΄                ii)    β = β΄. 

Τι συµπεραίνετε για τα  ΑΒΓ  και  Α΄Β΄Γ΄ . 

Λύση 

                                                                                Τρ.∆ΑΒ:    
2

2 2

2 β

β  + γ = µ 
 

 

                                                                                Τρ.∆Ά΄Β΄:  
2

2 2

2 ′β

′β  ′+ γ = µ 
 

   

                                                                                 Άρα    
2

2

4

β
+ γ = 

2
2

4

′β
′+ γ    ⇒  

                                                                                            2 24β + γ = 2 24′ ′β + γ     (1). 
Οµοίως, από τα τρίγωνα  ΓΑΕ,   ΓΆΈ΄  θα έχουµε    2 24γ + β = 2 24′ ′γ + β     (2). 
 

Προσθέτουµε κατά µέλη τις  (1),  (2):   2 25 5β + γ = 2 25 5′ ′β + γ          ⇒  

                                                                2 2β + γ = 2 2′ ′β + γ      (3)      ⇒   

                                                                2 2′α = α     ⇒       ′α = α     
 

(1) – (3)   ⇒    3 2γ = 3 2′γ       ⇒    2γ = 2′γ      ⇒    γ= ′γ    

Άρα   τρ.ΑΒΓ = τρ.Α΄Β΄Γ΄. 
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5.     
Σε ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ)  φέρουµε το ύψος του  ΒΕ.  Να αποδείξετε 

ότι  2 2 2 2 2 23 2α +β + γ = ΒΕ + ΑΕ +ΓΕ . 

Λύση 

                                                   Τρ.ΕΒΓ:   2α = 2ΒΕ + 2ΓΕ  

                                                   Τρ.ΕΑΒ:   2γ =  2ΒΕ + 2ΑΕ  = 2β  
 

                                                   Άρα  2 2 2α +β + γ = 2ΒΕ + 2ΓΕ + 2( 2ΒΕ + 2ΑΕ )  

                                                                                = 2ΒΕ + 2ΓΕ + 2 2ΒΕ + 2 2ΑΕ   
                                                                                =  3 2ΒΕ + 2 2ΑΕ + 2ΓΕ  
 
 
 
 
Σύνθετα  Θέµατα 
1.     
Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Â =1∟)  και το ύψος του  Α∆.  Αν  Ε,  Ζ  

είναι οι προβολές του  ∆  πάνω στις  ΑΒ,  ΑΓ  αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι: 

i)   
3

3

ΑΒ

ΑΓ
 = 
ΒΕ
ΓΖ

                       ii)     3Α∆ = ΒΓ . ∆Ε . ∆Ζ 

Λύση 
i) 

                                                 Στο τρ.ΑΒΓ:   
2

2

ΑΒ

ΑΓ
= 
∆Β
∆Γ

   ⇒    
4

4

ΑΒ

ΑΓ
= 

2

2

∆Β

∆Γ
     (1)     

                                                 Στο τρ.∆ΑΒ:    2∆Β = ΑΒ . ΒΕ 
                                                 Στο τρ.∆ΑΓ:    2∆Γ = ΑΓ  . ΓΖ 
 

                                                (1)   ⇒    
4

4

ΑΒ

ΑΓ
= 

.

.

ΑΒΒΕ
ΑΓΓΖ

    ⇒    
3

3

ΑΒ

ΑΓ
= 
ΒΕ
ΓΖ

 

 
ii) 
Στο  τρ.∆ΑΒ:    2Α∆ = ΑΒ . AΕ = AB . ∆Ζ 
Στο  τρ.∆ΑΓ:    2Α∆ = ΑΓ . ΑΖ = ΑΓ . ∆Ε 

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη:    4Α∆ = AB . ∆Ζ . ΑΓ . ∆Ε    ⇒    

                                                       3Α∆ = 
.ΑΒΑΓ
Α∆

 ∆Ε . ∆Ζ 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι    
.ΑΒΑΓ
Α∆

 = ΒΓ,   ή  ότι  
ΑΒ
Α∆

 = 
ΒΓ
ΑΓ

,   το οποίο ισχύει από 

την οµοιότητα  των τριγώνων  ΑΒΓ,  Α∆Γ. 
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2.     
∆ίνονται δύο κύκλοι  (Κ, R)  και  (Λ, ρ)  που εφάπτονται εξωτερικά στο  Α.   

Αν  ΒΓ  είναι κοινό εξωτερικό εφαπτόµενο τµήµα τους και  (Ο, σ)  ο κύκλος που 

εφάπτεται στους  (Κ, R),  (Λ, ρ)  και στη  ΒΓ,  να αποδείξετε ότι: 

i)   BΓ = 2 Rρ                ii)    
1 1 1

R
+ =
ρ σ

 

Λύση 

i) 
 
                                                                          Φέρουµε τις  ΚΑΛ, ΚΒ,  ΛΓ   

                                                                          και   ΛΜ⊥ΚΒ.   

                                                                          Τότε  ΒΓΛΜ  ορθογώνιο  ⇒  

                                                                          ΚΜ = ΚΒ – ΜΒ = R – ΛΓ = R – ρ 
 
                                                                          Πυθαγόρειο στο τρ.ΜΚΛ 

                                                                          2 2 2ΜΛ = ΚΛ −ΚΜ             ⇒    

                                                                          ( ) ( )2 22 R RΒΓ = +ρ − −ρ     

                                                             2ΒΓ = ( )2 2 2 2R 2R R 2R+ ρ+ρ − − ρ+ρ    

                                                               2ΒΓ = 2 2R 2R+ ρ+ρ 2 2R 2R− + ρ−ρ        

                                                                  2ΒΓ = 4 Rρ    ⇒    ΒΓ = 2 Rρ  

 
ii)   

Εφαρµόζουµε το  i)  για τους κύκλους  (Κ, R),   (Ο, σ)  µε κοινή εξωτερική 

εφαπτοµένη  Β∆  και για τους κύκλους  (Λ, ρ),   (Ο, σ)  µε κοινή εξωτερική 

εφαπτοµένη  ∆Γ.  Τότε   Β∆ = 2 Rσ     και    ∆Γ = 2 ρσ . 

Β∆ + ∆Γ = ΒΓ   ⇒     2 Rσ  +  2 ρσ  = 2 Rρ    ⇒    Rσ  +  ρσ  = Rρ  

∆ιαιρούµε τα δύο µέλη µε    Rρσ  ,       τότε   
1 1 1

R
+ =
ρ σ
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3.     
Θεωρούµε τραπέζιο  ΑΒΓ∆  µε  ˆ ˆΑ = Β = 1∟.  Αν  Μ,  Ν  τα µέσα των διαγωνίων  

Β∆,  ΑΓ  αντίστοιχα και  Κ  το σηµείο τοµής της  ΑΜ  µε τη  ΒΓ,  να αποδείξετε ότι: 

i)   το  ΑΒΚ∆  είναι ορθογώνιο 

ii)   2∆Γ – 2ΑΒ  =  4 2ΜΝ . 

Λύση 

i) 

                                                            Τρ.ΜΑ∆ = τρ.ΜΚΒ   διότι 
                                                            Μ∆ = ΜΒ 

                                                            1 2
ˆ ˆM M=   (κατά κορυφή)  και 

                                                            1 1
ˆ ˆ∆ = Β     (εντός εναλλάξ).  

 
                                                            Άρα   ΜΑ = ΜΚ,  δηλαδή οι διαγώνιοι του  
                                                            ΑΒΚ∆  διχοτοµούνται,  άρα είναι παρ/µµο και 
                                                            επειδή έχει γωνία ορθή, είναι ορθογώνιο.  
 
ii) 
Πυθαγόρειο στο τρ.∆ΚΓ:     2∆Γ – 2∆Κ = 2ΚΓ        (1)          
Από το  i)  έχουµε  ∆Κ = ΑΒ. 
Στο τρίγωνο  ΑΚΓ,  το ΜΝ ενώνει µέσα    ⇒     ΚΓ = 2ΜΝ. 

(1)    ⇒      2∆Γ – 2ΑΒ = ( )22ΜΝ    ⇒      2∆Γ – 2ΑΒ = 4 2ΜΝ . 

 
 
4.     
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Α̂  = 90ο)  να αποδείξετε ότι  2 2

αµ ≥ β⋅ γ . 

Λύση 

Ισχύει   
2α

α
µ = .   Οπότε, αρκεί να αποδείξουµε ότι   2

2

2

α  ≥ β⋅ γ 
 

,  ή 

                                          αρκεί να αποδείξουµε ότι   2 
2

4

α
≥ β⋅ γ ,     ή                       

                                                                                      2 2α ≥ β⋅ γ . 

Επειδή, όµως,  2α  = 2 2β + γ ,  αρκεί να αποδείξουµε ότι   2 2β + γ 2≥ β⋅ γ ,      ή  ότι 

                                                                                             2 2 2 0β + γ − β⋅ γ ≥ , ή  ότι 

                                                                                             ( )2 0β− γ ≥ , που ισχύει. 
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5.     
Θεωρούµε κύκλο  (Ο, R),  διάµετρό του  ΑΒ  και µία χορδή του  Γ∆  που τέµνει την  
ΑΒ  στο Ε  και σχηµατίζει µε αυτή γωνία  45ο.  Να αποδείξετε ότι  

2ΕΓ + 2Ε∆ =2 2R . 

Λύση 
                                                      Φέρουµε  ΟΜ⊥ Γ∆  και την ακτίνα  ΟΓ. 
                                                      Τότε, το  Μ  είναι µέσο της  Γ∆  και το τρίγωνο 
                                                      ΟΜΕ  ορθογώνιο και ισοσκελές. 
 

                                                      2ΕΓ + 2Ε∆ = ( )2EM M+ Γ + ( )2∆Μ −ΕΜ   

                                                                         =  2ΕΜ +2 ΕΜ⋅ ΜΓ + 2ΜΓ  + 

                                                                             2∆Μ – 2 ∆Μ ⋅ ΕΜ + 2ΕΜ       

                                                                         = 2 2ΕΜ + 2 2ΜΓ                     

                                                                         = 2 ( 2ΟΜ + 2ΜΓ )                  (1)     

Πυθαγόρειο στο τρίγωνο  ΜΟΓ   ⇒    2ΟΜ + 2ΜΓ =  2ΟΓ  =  2R . 

(1)   ⇒    2ΕΓ + 2Ε∆ = 2 2R . 
 
 
6.     
Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ   (Α̂  = 1∟)  και το ύψος του  Α∆.  Αν  x,  y  και  

ω  είναι αντίστοιχα τα µήκη οποιωνδήποτε οµόλογων γραµµικών στοιχείων των 

τριγώνων  (π.χ.  διαµέσων,  υψών,  ακτίνων  εγγεγραµµένων κύκλων  κτλ.)  ∆ΑΒ,  

∆ΑΓ,  ΑΒΓ,  τότε  2x + 2y = 2ω . 

Λύση 
                                                 Τρ.Α∆Β  όµοιο του  τρ.ΑΒΓ   ⇒    

                                                         
x γ
=

ω α
  ⇒    

2

2

x

ω
=  

2

2

γ

α
          (1)     

                                                          Τρ.Α∆Γ  όµοιο του  τρ.ΑΒΓ   ⇒                             

                                                         
y β
=

ω α
  ⇒    

2

2

y

ω
=  

2

2

β

α
          (2) 

 

(1) + (2)⇒
2

2

x

ω
+

2

2

y

ω
= 

2

2

γ

α
+

2

2

β

α
⇒  

2 2

2

x y+

ω
= 

2 2

2

β + γ

α
⇒

2 2

2

x y+

ω
=1⇒ 2x + 2y = 2ω  

 


