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_____________________________ΠΡΟΛΟΓΟΣ_____________________________ 

ο βιβλίο απευθύνεται κατά βάση στο μαθητή που θα διαγωνιστεί στο μάθημα των 
Μαθηματικών κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου στις Πανελλήνιες εξετάσεις για την εισα-

γωγή του στην τριτοβάθμια εκπαίδευση. Κάθε ενότητα περιέχει τη θεωρία με παρατηρή-
σεις και σχόλια. Στη συνέχεια υπάρχουν ταξινομημένες ομάδες λυμένων και άλυτων α-
σκήσεων. Τα λυμένα θέματα βοηθούν στην επεξήγηση και εμπέδωση της θεωρίας και 
πολλά από αυτά δίνουν έμφαση και αναδεικνύουν τα λεπτά σημεία τα οποία θέλουν ιδιαί-
τερη προσοχή και εμβάθυνση. Ο μεγάλος αριθμός των άλυτων ασκήσεων με απαντήσεις 
βοηθάει στην πλήρη ανασκόπηση της ύλης κάθε ενότητας καθώς και κάθε κεφαλαίου. 
Ακολουθούν ερωτήσεις για τη κατανόηση των εννοιών των προτάσεων και των παρατη-
ρήσεων που παρουσιάζονται. 
Το περιεχόμενο του βιβλίου είναι χωρισμένο σε δύο μέρη. Το πρώτο μέρος αναφέρεται 

στους Μιγαδικούς αριθμούς. Ο μαθητής έρχεται σε επαφή για πρώτη φορά με την έννοια 
του φανταστικού και του μιγαδικού αριθμού. Επειδή όλη την προηγούμενη περίοδο δού-
λευε με τους πραγματικούς αριθμούς και έχει εξοικειωθεί με τις ιδιότητές τους, έχει την 
εντύπωση ότι αυτές είναι συνδεδεμένες με κάθε σύνολο αριθμών. Γι’ αυτό στην αρχή δυ-
σπιστεί σε αριθμούς που το τετράγωνό τους είναι αρνητικό. Στη συνέχεια γνωρίζοντας τις 
πράξεις, τις ιδιότητές τους καθώς και την αναπαράστασή τους στο επίπεδο, θα είναι σε 
θέση να αποδεχθεί και να μπορεί να κατανοήσει καλύτερα τη λειτουργία τους. Άλλωστε, 
όταν οι μελετητές το 16ο αιώνα έφθασαν στην έννοια του μιγαδικού αριθμού προσπαθώ-
ντας να βρουν έναν γενικό τρόπο λύσης των πολυωνυμικών εξισώσεων με βαθμό ανώτερο 
του δευτέρου, τους αντιμετώπισαν σαν μια προσωρινή παρέκκλιση από τον κόσμο των 
Μαθηματικών. Πέρασε σχεδόν ένας αιώνας για να γίνουν αποδεκτοί από τη μαθηματική 
κοινότητα και να αναγνωριστεί η σημασία και η χρησιμότητά τους σε πλήθος γνωστικών 
τομέων και κατέληξε στην ανάπτυξη ενός ευρύτατου πεδίου, της Μιγαδικής Ανάλυσης. 
Το δεύτερο μέρος ξεκινά με την έννοια της πραγματικής συνάρτησης, μιας πραγματι-

κής μεταβλητής, με την οποία ο μαθητής έχει δουλέψει σε προηγούμενες τάξεις. Ορίζεται 
η ισότητα μεταξύ δύο συναρτήσεων, ο λογισμός των πράξεων και αναφέρεται η γραφική 
παράσταση γνωστών μέχρι τώρα συναρτήσεων. Ακόμα ορίζεται μια νέα πράξη η οποία 
είναι χαρακτηριστική μεταξύ των συναρτήσεων, η σύνθεση. Κατόπιν εισάγονται τα βασι-
κά χαρακτηριστικά μιας συνάρτησης, η μονοτονία, τα ακρότατα, το “ένα προς ένα”, το 
οποίο επιτρέπει την κατασκευή της αντίστροφης συνάρτησης. 
Έτσι μετά την άλγεβρα των συναρτήσεων φθάνουμε στην κεντρική έννοια της Μαθη-

ματικής Ανάλυσης, στην έννοια του ορίου. Είναι μια αρκετά λεπτή έννοια όπου εδώ εισά-
γεται διαισθητικά, γιατί ο ορισμός και η χρήση του απαιτεί μια μαθηματική ωριμότητα, η 
οποία δεν είναι δεδομένη αυτή τη χρονική στιγμή. Παρατίθενται οι ιδιότητες των ορίων, 
με τη βοήθεια των οποίων αναπτύσσονται τεχνικές υπολογισμού του ορίου μιας συνάρτη-
σης, εφ’ όσον αυτό υπάρχει. Γίνεται αναφορά στις απροσδιόριστες μορφές, το άπειρο όριο 
καθώς και το όριο συνάρτησης όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή τείνει στο άπειρο. Με τη 
βοήθεια του ορίου ορίζεται η έννοια της συνέχειας, η οποία εποπτικά παραπέμπει στην ι-
διότητα η γραφική παράστασή της να είναι μια συνεχόμενη γραμμή όταν σχεδιαστεί στο 
χαρτί. Η ιδιότητα της συνέχειας για μια συνάρτηση είναι η ουσιαστική προϋπόθεση από 
την οποία απορρέουν βασικά θεωρήματα που χαρακτηρίζουν τη μεγάλη κλάση των συνε-
χών συναρτήσεων. Το θεώρημα Bolzano είναι το πρώτο από αυτά. Το θεώρημα ενδιαμέ-
σων τιμών, το θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής όταν η συνάρτηση είναι ορισμένη 
σε κλειστό διάστημα  [α, β]. Η πρόταση που αναφέρεται στην εικόνα ενός διαστήματος 
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μέσω μιας συνεχούς μη σταθερής συνάρτησης καθώς και το θεώρημα για την εύρεση του 
συνόλου τιμών μιας συνεχούς και μονότονης συνάρτησης, αποτελούν τα ισχυρά συμπε-
ράσματα που χαρακτηρίζουν τις συνεχείς συναρτήσεις. 
Το επόμενο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στον Διαφορικό Λογισμό, το λογισμό δηλαδή 

των συναρτήσεων στις οποίες ορίζεται ο παράγωγος αριθμός. Η κλάση των παραγωγίσι-
μων συναρτήσεων είναι μια υποκατηγορία των συνεχών, στις οποίες ισχύουν μια σειρά 
από θεωρήματα που μας επιτρέπουν να μελετήσουμε πλήρως μια συνάρτηση, να σχεδιά-
σουμε τη γραφική της παράσταση και να εξάγουμε χρήσιμα συμπεράσματα. Το θεωρήμα-
τα Rolle, Μέσης Τιμής, για τη μονοτονία, τα ακρότατα καθώς και τα κοίλα μας προμη-
θεύουν ισχυρές μεθόδους για τη σε βάθος μελέτη των συναρτήσεων. Οι μέθοδοι είναι γε-
νικές και εφαρμόζονται στο σύνολο των συναρτήσεων που ανακύπτουν από όλα τα επι-
στημονικά πεδία. Έτσι το πλήθος των εφαρμογών που συναντούμε εδώ είναι τεράστιο σε 
ποικιλία και άπτεται σχεδόν όλων των κλάδων. 
Το τελευταίο κεφάλαιο αναφέρεται στον Ολοκληρωτικό Λογισμό. Εισάγεται η έννοια 

της παράγουσας συνάρτησης και του αόριστου ολοκληρώματος. Παρουσιάζεται ο πίνακας 
των βασικών αόριστων ολοκληρωμάτων. Στη συνέχεια διατυπώνονται τα δύο βασικά θε-
ωρήματα για τον υπολογισμό τους, αυτό της παραγοντικής ολοκλήρωσης και της ολοκλή-
ρωσης με αλλαγή μεταβλητής. Ακολουθεί το ορισμένο ολοκλήρωμα με τις ιδιότητές του, 
ώσπου φθάνουμε στο θεμελιώδες θεώρημα του Ολοκληρωτικού Λογισμού, με το οποίο 
γίνεται δυνατός ο υπολογισμός των ορισμένων ολοκληρωμάτων. Στο τέλος δίνεται ο τρό-
πος υπολογισμού του εμβαδού επίπεδων χωρίων που σχηματίζονται από τις γραφικές πα-
ραστάσεις συναρτήσεων, τους άξονες των συντεταγμένων και κάθετες ευθείες. 
Το μεγάλο πλήθος καθώς και η ποικιλία των προβλημάτων που αντιμετωπίζονται με 

την Μαθηματική Ανάλυση μας κάνει να την χαρακτηρίζουμε, χωρίς υπερβολή, ως το α-
πόλυτο μαθηματικό εργαλείο. Γι’ αυτό σε όλα τα εκπαιδευτικά προγράμματα που συ-
ντάσσονται κατά καιρούς την περιέχουν στο βασικό τους μέρος. 
Παραδίδοντας το βιβλίο αυτό στους μαθητές, εκφράζω την ελπίδα να συνεισφέρει στην 

σκληρή προετοιμασία τους, για την εισαγωγή τους στην τριτοβάθμια εκπαίδευση. 
 
 

Στράτης  Αντωνέας 
Σπάρτη, Ιούνιος  2012 

 
 

 
Όταν ήμουν μικρός, κόμπαζα για το πόσο πολ-

λές σελίδες διάβαζα σε μία ώρα. Στο κολέγιο έ-
μαθα πόσο βλακώδες ήταν αυτό. Το να διαβάζεις 
δέκα σελίδες μαθηματικά την ημέρα μπορεί να 
είναι ένας εξαιρετικά γοργός ρυθμός. Ακόμα και 
μία σελίδα, όμως, μπορεί να είναι αρκετή. 

– WILLIAM THRUSTON 
Μετάλλιο Φιλντς, Πανεπιστήμιο Πρίνστον 
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     ΜΕΡΟΣ   Α΄ 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1. 
 
 
 

 ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  –  ΑΡΙΘΜΟΙ 
 
 
 

 Η  έννοια  του  μιγαδικού  
                               αριθμού 
Πράξεις μεταξύ μιγαδικών 
Συζυγής  μιγαδικού  

 
 Μέτρο  μιγαδικού   
                              αριθμού 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

ο σύνολο των μιγαδικών αριθμών είναι το τελευ-
ταίο σύνολο στην αλυσίδα  ⊂ ⊂ ⊂ ⊂   

στο οποίο μια πολυωνυμική εξίσωση έχει τουλάχι-
στον μια ρίζα. Μάλιστα έχει τόσες ρίζες όσες και ο 
βαθμός της (συμπεριλαμβανομένων των πολλαπλών 
ριζών). Άλλωστε η έννοια του μιγαδικού αριθμού ξε-
πήδησε μέσα από την προσπάθεια επίλυσης πολυω-
νυμικών εξισώσεων 3ου και 4ου βαθμού από τους μα-
θηματικούς της Αναγέννησης στις πόλεις της Ιταλίας 
του 16ου αιώνα. 

Έτσι ορίζεται το σύνολο των μιγαδικών ως μια ε-
πέκταση του συνόλου των πραγματικών αριθμών με 
την επισύναψη του φανταστικού αριθμού  i. Στο νέο 
σύνολο ορίζεται η ισότητα, οι πράξεις και αναφέρο-
νται οι ιδιότητές τους. Ακόμα επισημαίνονται έννοιες 
και ιδιότητες των πραγματικών οι οποίες δεν μεταφέ-
ρονται στους μιγαδικούς αριθμούς, όπως η διάταξη. 

Η γεωμετρική παράσταση των μιγαδικών αριθμών 
στο καρτεσιανό επίπεδο βοηθά στην καλύτερη κατα-
νόηση του συνόλου τους. Η αντιστοιχία πράξεων 
στους μιγαδικούς με πράξεις μεταξύ διανυσμάτων 
φανερώνουν τη σύνδεση ενός προηγούμενου μαθη-
ματικού πεδίου με το νέο, των μιγαδικών αριθμών. Η 
γεωμετρική αναπαράστασή των μιγαδικών, ήταν ένας 
βασικός λόγος που ώθησε στην εδραίωση της αποδο-
χής τους από τη μαθηματική κοινότητα, η οποία 
στην αρχή κρατούσε μια επιφυλακτική στάση, στα 
τέλη του 16ου αιώνα. 

Ορίζεται η έννοια του μέτρου ενός μιγαδικού α-
ριθμού, η οποία είναι επέκταση της απόλυτης τιμής 
στους πραγματικούς αριθμούς. Το μέτρο χρησιμο-
ποιείται για να εκφράσει την απόσταση των εικόνων 
δύο μιγαδικών στο επίπεδο και με αυτόν τον τρόπο 
μπορούμε να διατυπώσουμε πολλά γεωμετρικά προ-
βλήματα με τη χρήση μιγαδικών. Ακόμα θέματα με 
τυπικό αλγεβρικό χαρακτήρα μπορούν να βρουν μια 
γεωμετρική αναπαράσταση και να γίνει καλύτερα 
κατανοητό το συμπέρασμα. Ο συνδυασμός αλγεβρι-
κής γλώσσας και γεωμετρικής οπτικής είναι αρκετά 
γόνιμος στην κατανόηση προβλημάτων αλλά και 
στην επινόηση νέων. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    1 
 
 

 

Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
ΠΡΑΞΕΙΣ  ΜΕΤΑΞΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ 

ΣΥΖΥΓΗΣ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ 
 

Το Άγιο Πνεύμα βρήκε την τέλεια έκφρασή του σ’ αυτό το θαύμα 
της Ανάλυσης, σ’ αυτή την πεμπτουσία του κόσμου των ιδεών, σ’ 
αυτό το αμφίβιο πλάσμα, ανάμεσα στην ύπαρξη και τη μη ύπαρ-
ξη, που αποκαλούμε φανταστική ρίζα της αρνητικής μονάδας. 

– GOTTFRIED  LEIBNIZ(1646–1716) 
 
 
 
 
 

έχρι τον 16ο αιώνα ήταν γνωστή η επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων 
δευτέρου βαθμού. Από την αρχαιότητα ακόμα είχαν βρεθεί μέθοδοι 

επίλυσής τους και αργότερα με την ανάπτυξη του αλγεβρικού λογισμού είχε 

διατυπωθεί ο τύπος  x = 
2 4

2
β β αγ

α
− ± − . Η προσπάθεια εύρεσης ενός γενικού 

τύπου που θα δίνει τις λύσεις μιας πολυωνυμικής εξίσωσης τρίτου και αργό-
τερα τέταρτου βαθμού ήταν ένα νέο επίτευγμα και σηματοδότησε από πλευ-
ράς των Μαθηματικών την εποχή μετά το Μεσαίωνα. 
   H μέθοδος που επινοήθηκε απαιτούσε συχνά τον υπολογισμό της τετραγω-
νικής ρίζας μιας αρνητικής ποσότητας Στην αρχή αυτό απορρίφθηκε, αλλά 
αργότερα παρατήρησαν ότι παραστάσεις της μορφής  α + β   όπου  α, β  
οποιοιδήποτε πραγματικοί αριθμοί, μπορούσαν να θεωρηθούν σαν διώνυμα 
και να δώσουν τα ίδια αποτελέσματα όπως τα αντίστοιχα διώνυμα με θετικές 
ποσότητες. Με την αποδοχή αυτών των παραστάσεων, η μέθοδος για τη λύ-
ση των εξισώσεων, μπορούσε να εφαρμοστεί σε όλες τις περιπτώσεις. Το 
αποτέλεσμα αυτής της αποδοχής ήταν η εισαγωγή της έννοιας του μιγαδικού 
αριθμού, η οποία στην αρχή δημιούργησε αμηχανία και σκεπτικισμό. Είναι 
αξιοσημείωτο πως ακόμα και ο Νεύτων, είχε αμφιβολίες κατά πόσον  «ένα 
εξωπραγματικό μέγεθος μπορεί να βοηθήσει στην επίλυση πραγματικών 
προβλημάτων».  
   Στους επόμενους αιώνες οι μιγαδικοί αριθμοί χρησιμοποιήθηκαν στη Γεω-
μετρία, την Ανάλυση και αναπτύχθηκαν νέοι κλάδοι στα Μαθηματικά, τα 
αποτελέσματα των οποίων χρησιμοποιήθηκαν για την επίλυση προβλημάτων 
στην επιστήμη. 

 
Ορισμός του 
συνόλου των 
μιγαδικών 
αριθμών 

Το σύνολο    των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου  
  των πραγματικών αριθμών, στο οποίο: 
• Επεκτείνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού 

Μ



6                                                     ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1Ο:  ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ιδιότητες των 
πράξεων 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ισότητα 
μιγαδικών 
αριθμών 
 
 
 
 
 
 
Συζυγής ενός 
μιγαδικού 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Γεωμετρική πα-
ράσταση μιγαδι-
κού και του 
συζυγή του 
 
 
 

έτσι, ώστε να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο  , με το μηδέν  
(0)  να είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα  (1)  το 
ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασμού. 

• Υπάρχει ένα στοιχείο  i  τέτοιο, ώστε   i2 = –1. 
• Κάθε στοιχείο  z  του    γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορ-

φή  z = α + βi, όπου  α, β∈ . 
Κάθε μιγαδικός αριθμός  α + βi,  α, β∈   είναι η σύνθεση ενός πραγματι-

κού αριθμού  α  και του  βi  τον οποίο ονομάζουμε φανταστικό αριθμό. 
O  α  λέγεται πραγματικό μέρος του  z  και συμβολίζεται  Re(z). 
O  β  λέγεται φανταστικό μέρος του  z  και συμβολίζεται  Im(z). 
Στο σύνολο    κάθε πραγματικός αριθμός  α  εκφράζεται ως  α + 0i, ενώ 

κάθε φανταστικός αριθμός  βi  εκφράζεται ως  0 + βi. 
 

Ιδιότητες  των  πράξεων  στο   
 Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός 

Προσεταιριστική (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3 ) (z1.z2).z3 = z1.(z2.z3 ) 
Αντιμεταθετική z1 + z2 = z2 + z1 z1.z2 = z2.z1 

Ουδέτερο  στοιχείο z + 0 = 0 + z  =  z z.1 = 1.z = z 

Συμμετρικό  στοιχείο z + (–z) = (–z) + z = 0 z . 1
z

 = 1
z

.z = 1,  z ≠ 0 

Επιμεριστική z1.(z2 + z3)  =  z1.z2 + z1.z3 
Διαγραφή z + z1 = z + z2 ⇔  z1 = z2 z.z1 = z.z2 ⇔  z1 = z2 , z ≠ 0 

Λύση  εξίσωσης z + z1 = z2  ⇔   z = z2 – z1 z.z1 = z2 ⇔  z = 2

1

z
z , z1 ≠ 0 

 
Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός γράφεται κατά μοναδικό τρόπο στη μορφή   
α + βi  τότε: 
                       α + βi = γ + δi   ⇔    α = γ  και  β = δ. 
 
Επειδή  0 = 0 + 0i,  τότε: 
                      α + βi = 0   ⇔    α = 0  και  β = 0. 
 
Αν  z = α + βi  είναι ένας μιγαδικός αριθμός τότε ο  z  = α – βi  λέγεται συζυ-
γής του  z. 
 
Στην επέκταση από το    στο    οι πράξεις και οι ιδιότητες αυτών που 

ισχύουν στο    εξακολουθούν να ισχύουν και στο  . Η διάταξη και οι ι-
διότητές της δε μεταφέρονται. Δηλαδή το σύνολο των μιγαδικών αριθμών δεν 
είναι διατεταγμένο. 
Μπορούμε να γράψουμε  α + βi < γ + δi   

αν και μόνο αν  α < γ  και  β = δ = 0. 
 
Έναν μιγαδικό αριθμό  z = α + βi  μπο-
ρούμε να τον αντιστοιχίσουμε στο ση-
μείο  Μ(α, β)  του καρτεσιανού επιπέδου. 
Το σημείο  Μ  λέγεται εικόνα του μιγα-
δικού  z. Έτσι το καρτεσιανό επίπεδο του 
οποίου τα σημεία είναι εικόνες μιγαδι-
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Πράξεις στο σύ-
νολο των μιγαδι-
κών 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

κών αριθμών θα λέγεται μιγαδικό επίπεδο. 
Ο μιγαδικός αριθμός  z = α + βi  παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματι-

κή ακτίνα,  OM , του σημείου  Μ(α, β). 
Ο συζυγής  z  = α–βi  του μιγαδικού  z , αντιστοιχίζεται στο σημείο   

Μ΄(α, –β). Παριστάνεται ακόμα και με τη διανυσματική ακτίνα  MO ′   του 
σημείου  Μ΄(α, –β). 
 
• Για την πρόσθεση των μιγαδικών αριθμών  z1 = α + βi  και  z2 = γ + δi  

έχουμε: 
          z1 + z2 = (α + βi) + (γ + δi) = (α + γ) + (β + δ)i. 

• Για την αφαίρεση του μιγαδικού αριθμού  z2 = γ + δi  από τον  z1 = α + βi  
έχουμε: 
         z1 – z2 = (α + βi) – (γ + δi) = (α – γ) + (β – δ)i. 

 
Μπορούμε να σχεδιάσουμε στο μιγαδικό επίπεδο μία αναπαράσταση του 
αθροίσματος και της διαφοράς δύο μιγαδικών. 
 

            
                     Σχέδιο  1                                                                     Σχέδιο  2  
 

Αν  Μ1(α, β)  και  Μ2(γ, δ)  είναι οι εικόνες των  α + βi  και  γ + δi  αντί-
στοιχα στο μιγαδικό επίπεδο, τότε το άθροισμα  (α + βi) + (γ + δi) =  
(α + γ) + (β + δ)i  παριστάνεται με το σημείο  Μ(α+γ, β+δ).  (Σχέδιο  1) 
Επομένως, OM  = 1OM  + 2OM  ,  δηλαδή: 

“Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος των μιγαδικών  α + βi  
και  γ + δi  είναι το άθροισμα των διανυσματικών ακτίνων τους.” 

 
Επίσης, η διαφορά  (α + βi) – (γ + δi) = (α – γ) + (β – δ)i  παριστάνεται με 
το σημείο  Ν(α–γ, β–δ).  (Σχέδιο  2) 
Επομένως, ON  = 1OM  – 2OM  ,  δηλαδή: 

“Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών  α + βi  και  
γ + δi  είναι η διαφορά των διανυσματικών ακτίνων τους.” 

 
• Για τον πολλαπλασιασμό των μιγαδικών αριθμών  z1 = α + βi  και   

z2 = γ + δi  έχουμε: 
z1.z2 = (α + βi).(γ + δi) = αγ + αδi + βγi + (βi)(δi) = αγ + αδi + βγi + βδi2 = 
                                    = αγ + αδi + βγi – βδ = (αγ – βδ) + (αδ + βγ)i. 

• Για το πηλίκο των μιγαδικών αριθμών  z1 = α + βi  και  z2 = γ + δi  με  
z2 ≠ 0  έχουμε: 
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Δύναμη μιγαδι-
κού 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ταυτότητες και 
τύποι στους μιγα-
δικούς αριθμούς 
 
 
 

1

2

z
z  = α βi

γ δi
+
+

 = ( )( )
( )( )
α βi γ δi
γ δi γ δi
+ −
+ −

 = 2 2
( ) ( )αγ βδ βγ αδ i

γ δ
+ + −

+
 = 2 2

αγ βδ
γ δ
+
+

 + 2 2
βγ αδ
γ δ
−
+

i. 

 
Για κάθε θετικό ακέραιο  ν  με  ν > 1  ορίζουμε  z1 = z  ,   z2 = z.z , …  και γε-
νικά  zν = zν–1.z. 
Αν  z ≠ 0 ,  ορίζουμε   z0 = 1  ,   z–ν = 1

νz
  για κάθε θετικό ακέραιο  ν. 

Αν η ευκλείδεια διαίρεση του  ν  με το  4  δίνει πηλίκο  ρ  και υπόλοιπο  υ  
τότε θα έχουμε: 

iν = i4ρ+υ = i4ρ.iυ = (i4)ρ.iυ = 1ρ.iυ = iυ = 

1 , αν 0
, αν 1

1 , αν 2
, αν 3

υ
i υ

υ
i υ

=⎧
⎪ =⎪
⎨− =⎪
⎪− =⎩

. 

 
Επειδή οι ιδιότητες των πράξεων της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού 
ισχύουν στο  όπως και στο  τότε θα ισχύουν ταυτότητες και τύποι που 
γνωρίζουμε στο π.χ. 
(z ± w)2 = z2 ± 2zw + w2  ,          (z + w)(z – w) = z2 – w2  , 
(z ± w)3 = z3 ± 3z2w + 3zw2 + w3  ,  κλπ. 
Ισχύουν οι τύποι που γνωρίζουμε που δίνουν το  ν-οστό όρο και το άθροισμα 
των  ν  πρώτων όρων μιας αριθμητικής ή γεωμετρικής προόδου. 
  αν = α1 + (ν–1)ω  ,  Sν = 2

ν ⋅ (α1 + αν) = 2
ν ⋅ [2α1 + (ν–1)ω]   

  αν = α1 . λν–1  ,           Sν = 1 ( 1)
1

να λ
λ
⋅ −
−

 , λ ≠ 1. 

Προσοχή!  Προτάσεις που ισχύουν στο    και βασίζονται στη διάταξη  ΔΕΝ  
ισχύουν στο  . Για παράδειγμα: 
Αν  x, y∈   με  x2 + y2 = 0  τότε  x = y = 0. 

(x2 + y2 = 0 ⇒ x2 = –y2 ≤  0.  Όμως  x2 ≥  0, οπότε  x = 0  και  y2 = 0 ⇒  y = 0) 
Αντίθετα αν  z, w∈  με  z2 + w2 = 0  τότε δεν είναι απαραίτητα οι  z, w  μη-
δέν. Πράγματι, αν  z = 1  και  w = i  τότε  z2 + w2 = 12 + i2 = 1 – 1 = 0. 

 
 
1.1. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για τους συζυγείς μιγαδικούς αριθμούς   z = α + βi  και  z = α – βi  ι-

σχύουν: 
  (i)   z+ z = 2a 
 (ii)   z– z = 2βi 
(iii)   z z⋅ = α2 + β2 

Απόδειξη:  (i)   z + z  = (α + βi) + (α – βi) = α + βi + α – βi = 2α. 
                    (ii)  z – z  = (α + βi) – (α – βi) = α + βi – α + βi = 2βi. 
                   (iii)  z. z  = (α + βi)(α – βi) = α2 – (βi)2 = α2 – β2i2 = α2 + β2.  
Από την  (i)  έχουμε ότι:  Re(z) = α = 2

z z+ .   Από την  (ii)  έχουμε ότι:  Im(z) = β = 2
z z

i
− . 

 
 
1.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για έναν μιγαδικό αριθμό   z  ισχύουν τα επόμενα: 

  (i)   z∈   ⇔   z  = z. 
 (ii)    z∈ I   ⇔   z  = –z. 
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Απόδειξη:  Αν είναι  z = α + βi, με  α, β∈  τότε έχουμε: 
(i)   z  = z  ⇔   α – βi = α + βi  ⇔   –2βi = 0  ⇔   β = 0  ⇔   z∈ . 
(ii)  z  = –z  ⇔   α – βi = – (α+βi)  ⇔   α – βi = –α – βi  ⇔   2α = 0  ⇔   α = 0  ⇔   z∈ I.  
 
 
1.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν  z1 = α + βi  και  z2 = γ + δi  είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί, τότε να 

αποδείξετε ότι: 
  (i)   1 2z z+  = 1z  + 2z  

 (ii)  1 2z z−  = 1z  – 2z  

(iii)  1 2z z⋅  = 1z  . 2z  

(iv)  1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1

2

z
z  ,  z2 ≠ 0 

Απόδειξη: 
(i) 1 2z z+  = )()( iδγiβα +++  = iδβγα )()( +++  = (α+γ) – (β+δ)i = α + γ – βi – δi = (α–βi) + (γ–δi)  

             = 1z + 2z . 
(ii)  (1ος  τρόπος) 

1 2z z−  = ( ) ( )α βi γ δi+ − +  = ( ) ( )α γ β δ i− + −  = (α–γ) – (β–δ)i = α – γ – βi + δi  
            = (α–βi) – (γ–δi) = 1z – 2z . 
(2ος  τρόπος) 

1 2z z−  = 1 2( )z z+ −  = 1z  + ( )2z−  = 1z – 2z . 

Επειδή  ( )2z− = )( iδγ+−  = iδγ −−  = –γ+δi = –(γ–δi) = – 2z . 

(iii)  1 2z z⋅  = ))(( iδγiβα ++  = iβγαδβδαγ )()( ++−  = (αγ–βδ) – (αδ+βγ)i =  
           = αγ – βδ – αδi – βγi = γ(α–βi) – δi(α–βi) = (α–βi)(γ–δi) = 1 2z z⋅ . 

(iv) (1ος  τρόπος) 

1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = α βi
γ δi
+⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
 = ( )( )

( )( )
α βi γ δi
γ δi γ δi
+ −⎛ ⎞

⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
 = 2 2

( ) ( )αγ βδ βγ αδ i
γ δ

+ + −
+

 = 2 2
αγ βδ
γ δ
+
+

 – 2 2
βγ αδ
γ δ
−
+

i. 

1

2

z
z  = α βi

γ δi
−
−

 = ( )( )
( )( )
α βi γ δi
γ δi γ δi
− +
− +

 = 2 2
( ) ( )αγ βδ αδ βγ i

γ δ
+ + −

+
 = 2 2

αγ βδ
γ δ
+
+

 – 2 2
βγ αδ
γ δ
−
+

i. 

Επομένως   1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1

2

z
z . 

(2ος  τρόπος) 

1z  = 1
2

2

z zz
⎛ ⎞ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ⇔   1z  = 1

2

z
z

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

2z   ⇔   1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1

2

z
z .  

 
1.3.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Γενικότερα ισχύουν οι ιδιότητες: 

• 1 2 ... νz z z+ + +   =  1z  + 2z  + … + νz . 

Αν  κ1, κ2, … , κν∈  τότε  1 1 2 2 ... ν νκ z κ z κ z⋅ + ⋅ + + ⋅  = κ1. 1z  + κ2. 2z  + … + κν. νz . 

• 1 2 ... νz z z⋅ ⋅ ⋅   =  1z  . 2z  . … . νz . 

Αν  z1 = z2 = … = zν = z  τότε  νz  = ...
ν παραγοντες

z z z⋅ ⋅ ⋅  = ...
ν παραγοντες

z z z⋅ ⋅ ⋅  = ( )νz . 
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Ακόμα  νz−  = ( )1
νz

 = 1
νz

 = 
( )

1
νz

 = ( ) νz −  ,   z ≠ 0. 

 
 
Λύση της 
εξίσωσης 
αz2 + βz + γ = 0  
με  α, β, γ∈  και 
α ≠ 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Τύποι Vieta 

αz2 + βz + γ=0  ⇔   
2αz
α  + βz

a  + γα  = 0  ⇔   z2 + 2z 2
β
α  = – γα   ⇔  

z2 + 2z 2
β
α  + 

2

2
β
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 
2

24
β
α

 – γα   ⇔   
2

2
βz α

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 
2

2
4

4
β αγ

α
−   ⇔  

2

2
βz α

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
Δ

4α
  όπου  Δ = β2 – 4αγ  η διακρίνουσα της εξίσωσης. 

Έχουμε τις εξής περιπτώσεις: 

• Δ > 0  τότε  η εξίσωση έχει δύο πραγματικές λύσεις:  z1,2 = Δ
2
β
α

− ± . 

• Δ = 0  τότε  η εξίσωση έχει μια διπλή πραγματική λύση:  z = – 2
β
α . 

• Δ < 0  τότε επειδή  2
Δ

4α
 = 2

( 1)( Δ)
4α

− −  = 
( )22

2

Δ

(2 )

i

α

−
 = 

2
Δ

2
i
α

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  η εξί-

σωση γράφεται:  
2

2
βz α

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
2

2
i Δ
α

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Άρα οι λύσεις της είναι:  z1,2 = Δ
2

β i
α

− ± −  ,  οι οποίες είναι συζυγείς μιγαδι-

κοί αριθμοί. 
 

Ισχύουν οι σχέσεις:    z1 + z2 = – β
α      και      z1 . z2 = γα . 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 Ισότητας, πράξεων στους μιγαδικούς αριθμούς. 

  

  Για την εξέταση ισότητας δύο μιγαδικών ή της εύρεση παραμέτρων προκειμένου 
δύο μιγαδικοί να είναι ίσοι, εφαρμόζουμε τον ορισμό της ισότητας. 

 Για να γράψουμε έναν μιγαδικό  z  στη μορφή  α + βi  ή να βρούμε το  Re(z) , 
Im(z) , εκτελούμε τις πράξεις σύμφωνα με τους ορισμούς. 

 
1.4. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  x, y  ώστε να ισχύει η ισότητα: 

                        (2x + 5y – 6) + (5x – 6y – 2)i = – (7+60i). 
ΛΥΣΗ: 

Είναι  (2x + 5y – 6) + (5x – 6y – 2)i = – 7 – 60i ⇔  
2 5 6 7

5 6 2 60
x y

x y
+ − =−⎧

⎨ − − =−⎩
 ⇔  

2 5 1
5 6 58

x y
x y
+ =−⎧

⎨ − =−⎩
. 

D = 
2 5
5 6−

 = –12 – 25 = –39                       Dx = 
1 5

58 6
−
− −

 = 6 + 290 = 296 

και   Dy = 
2 1
5 58

−
−

 = –116 + 5 = –111. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   



ΕΝΟΤΗΤΑ  1Η:   ΈΝΝΟΙΑ  &  ΠΡΑΞΕΙΣ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ                                  11 

Άρα  x = xD
D  = 296

37−
 = –8   και    y = yD

D  = 111
37

−
−

 = 3. 

 
 

1.5. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  z = (κ+λi)(κi+λ) – (κ+i)(1+2i) + 2i. 
α)  Να γράψετε τον  z  στη μορφή  α+βi. 
β)  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  κ, λ  για τους οποίους  z∈ I. 
γ)  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  κ, λ  αν ισχύει:  z∈ . 

ΛΥΣΗ: 
α)  Είναι  z = (κ+λi)(κi+λ) – (κ+i)(1+2i) + 2i = κ2i + κλ + κλi2 + λ2i – (κ+2κi+i+2i2) + 2i  

                  = κ2i + κλ – κλ + λ2i – κ – 2κi – i + 2 + 2i = (2–κ) + (κ2+λ2–2κ+1)i. 
 
β)  Είναι  z∈ Ι ⇔  2 – κ = 0 ⇔  κ = 2  και  λ∈ . 
 
γ)  Είναι  z∈  ⇔  κ2 + λ2 – 2κ + 1 = 0 ⇔  (κ – 1)2 + λ2 = 0 ⇔  κ – 1 = 0  και  λ = 0  

                      ⇔  κ = 1  και  λ = 0. 
 
 

1.6. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  w = (3–i)(i+2) – i
i

1
1
−
+

. Να βρείτε το  Re(w)  και  το  Im(w). 
ΛΥΣΗ: 

Είναι  w = (3 – i)(i + 2) – 1
1

i
i

−
+

 = 3i + 6 – i2 – 2i – 
2(1 )

(1 )(1 )
i

i i
−

+ −
 = 3i + 6 + 1 – 2i – 

21 2
1 1

i i− +
+

 

           = 7 + i – 1 2 1
2
i− −  = 7 + i – 2

2
i−  = 7 + i + i = 7 + 2i. 

Άρα  Re(w) = 7  και  Im(w) = 2. 
 
 

 
 Υπολογισμού δυνάμεων ενός μιγαδικού αριθμού. 

  

 Στον υπολογισμό δυνάμεων μιγαδικών αριθμών συναντούμε συνήθως τις επόμενες πε-
ριπτώσεις: 

 Όταν θέλουμε να υπολογίσουμε  το  iν  τότε κάνουμε τη διαίρεση  ν:4  και βρί-
σκουμε υπόλοιπο  υ  με δυνατές τιμές  0, 1, 2, ή 3. Τότε το  iν  ισούται με  1, i, –1  
ή  –i αντίστοιχα. 

 Όταν θέλουμε να υπολογίσουμε  το  zν  με  z∈ , τότε υπολογίζουμε κάποιες από 
τις δυνάμεις  z2, z3, …  με σκοπό να πάρουμε έναν πραγματικό ή φανταστικό αριθ-
μό. Μετά εφαρμόζουμε ιδιότητες των δυνάμεων και υπολογίζουμε, όπου εμφανί-
ζεται, τη δύναμη του  i. 
  Παράδειγμα:   
      (1 – i)2004 .   Είναι  (1 – i)2 = 1 – 2i + i2 = 1 – 2i – 1 = –2i.   
      Άρα  (1 – i)2004 = [(1 – i)2]1002 = (–2i)1002 = 21002.i1002 = 21002.i2 = –21002. 

 Όταν δεν μπορούμε να φθάσουμε σε πραγματικό ή φανταστικό αριθμό, όπως προ-
ηγούμενα, τότε τα αποτελέσματα κάποιων δυνάμεων μιγαδικών έχουν κάποια 
σχέση ή μπορούμε να  μετασχηματίσουμε τη βάση της δύναμης για να συσχετιστεί 
με κάποια άλλη ώστε να απλοποιηθούν. 

 
1.7. α) Να βρείτε τον  i1962. 

β) Να υπολογίσετε το άθροισμα  w = –i + i2 – i3 + … – i1961 + i1962  και να γράψετε το απο-

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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τέλεσμα στη μορφή  α+βi. 
γ) Να αποδείξετε ότι  w4 = –4. 

ΛΥΣΗ: 
α) Το υπόλοιπο της διαίρεσης  1962:4  είναι  2, άρα  i1962 = i2 = –1. 
β) Το πλήθος των προσθετέων είναι  1962  και είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου με 
πρώτο όρο τον  –i  και λόγο  –i. 

Άρα  w = –i
1962( ) 1

1
i

i
− −⋅
− −

 = i
1962 1
1

i
i
−⋅

+
 = i 1 1

1 i
− −⋅
+

 = 2
1

i
i

−
+

 = 2 (1 )
(1 )(1 )

i i
i i

− −
+ −

 

= 2 (1 )
1 1
i i− −
+

 = 2 (1 )
2

i i− −  = –i(1–i) = –i + i2 = –1–i. 

γ) 2w = (–1+i)2 = (–1)2 + 2(–1)i + i2 = 1–2i –1 = –2i. 

 4w  = ( )22w  = (–2i)2 = 4i2 = –4. 
 
 

1.8. Αν ο φυσικός αριθμός  ν  δεν είναι πολλαπλάσιο του  4, τότε δείξτε ότι   
             (1+iν)(1+i2ν) = 0. 

ΛΥΣΗ: 
1ος τρόπος:  Το  ν  δεν είναι πολλαπλάσιο του  4, οπότε: 
• Αν  ν = 4κ+1, κ∈ , τότε  (1+iν)(1+i2ν) = (1+i4κ+1)(1+i8κ+2) = (1+i1)(1+i2) = (1+i)(1–1) = 0. 
• Αν  ν = 4κ+2, κ∈ , τότε  (1+iν)(1+i2ν) = (1+i4κ+2)(1+i8κ+4) = (1+i2)(1+i0) = (1–1)(1+1) = 0. 
• Αν  ν = 4κ+3, κ∈ , τότε  (1+iν)(1+i2ν) = (1+i4κ+3)(1+i8κ+6) = (1+i3)(1+i2) = (1–i)(1–1) = 0. 
2ος τρόπος:  Είναι  (1+iν)(1+i2ν) = 1 + iν + i2ν + i3ν. Οι τέσσερις όροι του αθροίσματος είναι δια-
δοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο  α1 = 1  και λόγο  λ = iν ≠  1, αφού ο  ν  δεν 
είναι πολλαπλάσιο του  4. Επομένως,  

(1+iν)(1+i2ν) = 1
4( ) 1
1

ν

ν
i
i

−⋅
−

 = 
4 1

1

ν

ν
i
i
−
−

 = 1 1
1νi

−
−

 = 0 

 
 

1.9. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  z = 3
2 + ⋅1

2 i. 
α)  Να βρείτε τον  z3. 
β)  Να βρείτε τους μιγαδικούς  z2002 ,  z2019 . 
γ)  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  αν ισχύει: 
              (α+i)z2002 + ⋅z2 z2019 – βiz = 3 + i. 

ΛΥΣΗ: 

α)  z3 = 
3

3 1
2 2 i⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
= ( )

31 32 i⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
= 1

8 ( 3 +i)3 = ( ) ( )3 2 2 31 3 3 3 3 38 i i i⎡ ⎤⋅ + ⋅ + ⋅ +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

      = 1
8 (3 3 +9i–3 3 –i) = 1

8
.8i = i. 

β)  z2002 = z3 . 667+1 = ( )6673z ⋅ z = i667 z = i3 z = –i z = –i 3 1
2 2 i⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = 1

2  – 3
2 ⋅ i. 

z2019 = z3 . 673 = ( )6733z  = i673 = i1 = i. 

γ)  2z = 
2

3 1
2 2 i⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
= 

2
3

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

– 2 3 1
2 2 i⋅ ⋅  + ( )21

2 i⋅ = 3
4 – 3

2 i⋅  – 

1
4 = 1

2 – 3
2 i⋅ . 

Το άθροισμα των  ν  πρώτων ό-
ρων μιας Γεωμετρικής Προόδου 
με πρώτο όρο  α1  και λόγο  λ  δί-
νεται από τον τύπο: 

      Sν = 1
1
1

νλα λ
−⋅ − . 

Εκτελούμε τη διαίρεση  2002:3 
Το υπόλοιπο της διαίρεσης 
677:4 είναι 3. 
Εκτελούμε τη διαίρεση  2019:3 
Το υπόλοιπο της διαίρεσης 
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(α+i).z2002 + 2z ⋅ z2019 – βiz = 3 + i    ⇔  

(α+i) 1 3
2 2 i⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
  +  1 3

2 2 i⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

.i  –  βi 3 1
2 2 i⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
  =  3 + i    ⇔  

1 3
2 2 i⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
(α+i+i)  –  βi 3 1

2 2 i⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  3 + i    ⇔  

1 3
2 2 i⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
(α+2i)  –  βi 3 1

2 2 i⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 3 + i    ⇔  

2
α  + i – 3

2
α i + 3 – 3

2
β i  + 2

β   =  3 + i    ⇔  

2
α β+   –  ( ) 3

2
α β i+ ⋅   =  0       ⇔  

α+β = 0. 
Άρα οι  α, β  είναι δύο αντίθετοι πραγματικοί αριθμοί. 
 
 

1.10. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις:    α)  Α =  (α+βi)4ρ – (β–αi)4ρ. 
                                                            β)  Β =  (α+βi)4ρ+2 + (β–αi)4ρ+2. 

ΛΥΣΗ: 
α)  (1ος  τρόπος) 

(α+βi)2 = α2 + 2αβi + (βi)2 = α2 – β2 + 2αβi = p    και 
(β–αi)2 = β2 – 2βαi + (αi)2 = β2 – α2 – 2αβi = –p. 
Επομένως,  Α = (α+βi)4ρ – (β–αi)4ρ = [(α+βi)2]2ρ – [(β–αi)2]2ρ = p2ρ – (–p)2ρ = p2ρ – p2ρ = 0. 
 
(2ος  τρόπος) 
Α = (α+βi)4ρ – (β–αi)4ρ   =  (α+βi)4ρ – (–βi2–αi)4ρ = (α+βi)4ρ – [–i(α+βi)]4ρ  
    = (α+βi)4ρ – i4ρ(α+βi)4ρ  =  (α+βi)4ρ –1.(α+βi)4ρ = (α+βi)4ρ – (α+βi)4ρ = 0. 

 
β)  (1ος  τρόπος) 
Όμοια  (α+βi)2 = p    και    (β–αi)2 = –p. 
Επομένως,  Β = (α+βi)4ρ+2 + (β–αi)4ρ+2 = (α+βi)2 (2ρ+1) + (β–αi)2 (2ρ+1)  
                = [(α+βi)2]2ρ+1 + [(β–αi)2]2ρ+1 = p2ρ+1 + (–p)2ρ+1 = p2ρ+1 + (–p2ρ+1) = p2ρ+1 – p2ρ+1 = 0. 
 
(2ος  τρόπος) 
Β = (α+βi)4ρ+2 + (β–αi)4ρ+2 = (α+βi)4ρ+2 + (–βi2–αi)4ρ+2 = (α+βi)4ρ+2 + [–i(α+βi)]4ρ+2  
   = (α+βi)4ρ+2 + i4ρ+2 (α+βi)4ρ+2 = (α+βi)4ρ+2 –1.(α+βi)4ρ+2  = (α+βi)4ρ+2 – (α+βi)4ρ+2 = 0. 

 
 

 
 

Εξέτασης ενός μιγαδικού αριθμού αν αυτός είναι πραγματι-
κός ή φανταστικός αριθμός. 

  

 Όταν θέλουμε να αποδείξουμε ότι ένας μιγαδικός αριθμός  z  είναι πραγματικός ή φα-
νταστικός, τότε προσπαθούμε να αποδείξουμε ότι: 

 z  = z   για να είναι ο  z  πραγματικός 
z  = –z   για να είναι ο  z  φανταστικός. 

 z = w + w    ή   z = w . w      για να είναι ο  z  πραγματικός. 
z = w – w    για να είναι ο  z  φανταστικός. 

 Αν δεν μπορούμε να φθάσουμε στο ζητούμενο με τις προηγούμενες μεθόδους, τό-

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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τε θέτουμε  z = α+βi   και χρησιμοποιώντας τα δεδομένα καταλήγουμε σε  β = 0  
αν ζητείται  z∈   ή  σε  α = 0  αν ζητείται  z∈ Ι. 

 
1.11. α)  Αν  z = z

z
1

2
 – z

z
1

2
   να δείξετε ότι ο  z  είναι φανταστικός αριθμός. 

β)  Αν  
⋅
z

i w  = ( )⋅i w
w  + i

1   να δείξετε ότι ο  z  είναι πραγματικός αριθμός. 

ΛΥΣΗ: 

α)  Είναι  z  = 1 1

2 2

z z
z z

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  1

2

z
z  – 1

2

z
z   =  – 1 1

2 2

z z
z z

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =  –z. 

Άρα  z∈ I. 

β)  Είναι  z
i w⋅  = ( )i w

w
⋅  + 1

i    ⇔    z
i w⋅  = i w

w
− ⋅  + 1

i    ⇔    z = –i2w + w    ⇔  

z = w + w .  Άρα  z∈ . 
 
 

 
 

Επίλυσης εξισώσεων και συστημάτων στο σύνολο των μι-
γαδικών αριθμών. 

  

 Στη λύση εξισώσεων ή συστημάτων στο σύνολο    συναντούμε συνήθως τις επόμενες 
περιπτώσεις: 

 Όταν έχουμε εξίσωση 1ου βαθμού τότε δουλεύουμε όπως και στους πραγματικούς 
αριθμούς. Ένα γραμμικό σύστημα μπορούμε να το λύσουμε με αντικατάσταση, 
αντίθετους συντελεστές ή με ορίζουσες. 

 Όταν έχουμε εξίσωση 2ου βαθμού  (αz2 + βz + γ = 0  με  α, β, γ ∈   και  α ≠ 0)  τό-
τε  βρίσκουμε τη διακρίνουσα  Δ = β2 – 4αγ  και ανάλογα με το πρόσημό της η ε-
ξίσωση έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες ή μια διπλή ρίζα ή δύο συζυγείς μιγαδι-
κές ρίζες. 
Όταν η εξίσωση είναι πολυωνυμική, βαθμού μεγαλύτερου του  2ου , τότε κάνουμε 
παραγοντοποίηση ή χρησιμοποιούμε το σχήμα του Horner. 

 Όταν δεν μπορούμε να δουλέψουμε όπως προηγούμενα ονομάζουμε τον άγνωστο  
z = x + yi ,  x, y∈   και μετά τις πράξεις καταλήγουμε σε σύστημα με αγνώστους 
τους  x, y. 

 
1.12.  Να λύσετε, στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών, τις εξισώσεις: 

α)  
−
z

i2  + 1 = z – i                                         β)  z
i1−  – z i

i2+
−  = z + i 11

2
− . 

ΛΥΣΗ: 

α)  2
z

i−  + 1 = z – i ⇔  z + 2 – i = (2–i)z – i(2–i) ⇔  z + 2 – i = 2z – iz – 2i + i2 ⇔   

z – 2z + iz = –2 + i – 2i – 1 ⇔  –z + iz = –3 – i ⇔   (1– i)z = 3 + i ⇔  z = 3
1

i
i

+
−

   

⇔  z = (3 )(1 )
(1 )(1 )

i i
i i

+ +
− +

 = 3 3 1
1 1
i i+ + −
+

 = 2 4
2

i+  = 2(1 2 )
2

i+  = 1 + 2i. 

β)  1
z

i−  – 2
z i

i
−
+

 = z + 11
2

i−  ⇔  (1 )
(1 )(1 )

z i
i i
+

− +
 – ( )(2 )

(2 )(2 )
z i i

i i
− −
+ −

 = z + 11
2

i−  ⇔   

2
z iz+  – 2 2 1

5
z iz i− − −  = z + 11

2
i−  ⇔  5(z + iz) – 2(2z – iz – 2i – 1) = 10z + 5(i – 11) ⇔   

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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5z + 5iz – 4z + 2iz – 4i + 2 = 10z + 5i – 55 ⇔  – 9z + 7iz = – 57 + i ⇔  (9 – 7i)z = 57 – i ⇔   

z = 57
9 7

i
i

−
−

 = (57 )(9 7 )
(9 7 )(9 7 )

i i
i i

− +
− +

 = 513 399 9 7
81 49

i i+ − +
+

 = 520 390
130

i+  = 520
130  + 390

130
i  = 4 + 3i. 

 
 

1.13. α)  Να λύσετε, στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών, ττην εξίσωση: 
                   z3 – 3z2 + 4z – 2 = 0   
β)  Να βρείτε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων: 
            z3 + 4z = 3z2 + 2          και          z10 – 32z + 32 = 0 . 

ΛΥΣΗ: 
α)  Οι πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης  z3 – 3z2 + 4z – 2 = 0  είναι:  ± 1 , ± 2. 

 
Άρα       z3 – 3z2 + 4z – 2 = 0         ⇔  
          (z – 1)(z2 – 2z + 2) = 0         ⇔  
       z – 1 = 0  ή  z2 – 2z + 2 = 0     ⇔  

                                                                   z = 1  ή  z = 1 + i  ή  z = 1 – i   

[ Δ = (–2)2 – 4.1.2 = 4 – 8 = –4  και  z = 2 2
2

i±  = 2(1 )
2

i±  = 1 ± i. ] 

 
β)  Είναι:  z3 + 4z = 3z2 – 2   ⇔   z3 – 3z2 + 4z – 2 = 0  ⇔   z = 1  ή  z = 1 + i  ή  z = 1 – i . 
Θα ελέγξουμε τώρα αν οι ρίζες της πρώτης εξίσωσης είναι ρίζες και της δεύτερης εξίσωσης. 

• Για την ρίζα  z1 = 1  έχουμε:  10
1z  – 32z1 + 32 = 110 – 32.1 + 32 = 1 – 32 + 32 = 1 ≠ 0  

• Για την ρίζα  z2 = 1 + i  έχουμε:  2
2z = (1 + i)2 = 1 + 2i – 1 = 2i     και   

                                                        10
2z = ( )52

2z = (2i)5 = 32 i5 = 32i   

                       οπότε  10
2z  – 32z2 + 32 = 32i – 32(1 + i) + 32 = 32i – 32 – 32i + 32 = 0  

• Για την ρίζα  z3 = 1 – i  έχουμε: 10
3z  – 32z3 + 32 = 10

2z  – 32 2z  + 32 = 10
2 232 32z z− +  = 0 = 0. 

Άρα οι κοινές ρίζες των δύο εξισώσεων είναι οι:  1 + i   ,   1 – i . 
 
 

1.14. α)  Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό  z  για τον οποίο ισχύει: 
                           (1+i)z + 4 z  = 8+10i. 
β)  Να γράψετε τον μιγαδικό αριθμό  w = ⋅z +z + z z+

z z +

2 2

3 3
5 2

36−
  στη μορφή  α+βi. 

γ)  Να δείξετε ότι ο  w–14  είναι φανταστικός αριθμός. 
ΛΥΣΗ: 
α)  1ος  τρόπος: 
Έστω  z = x + yi  με  x, y∈ .  Τότε: 
(1 + i)z + 4 z  = 8+10i          ⇔    (1 + i)(x + yi) + 4(x – yi)  = 8 + 10i    ⇔  
x + yi + xi – y + 4x – 4yi = 8 + 10i   ⇔    (5x – y) + (x – 3y)i = 8 + 10i   ⇔  

⎩
⎨
⎧

=−
=−
103
85

yx
yx

)5(−⋅
  ⇔   

⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

50155
85

yx
yx

 

                                               14y = –42  ⇔   y = 42
14
−   ⇔   y = –3 

και  x – 3(–3) = 10  ⇔   x + 9 = 10  ⇔   x = 1. 
Άρα   z = 1 – 3i. 

 

1 –3 4 –2 1 
 1 –2 2  

1 –2 2 0  
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2ος  τρόπος: 
Είναι  zzi 4)1( ++  = i108+   ⇔   (1 – i) z  + 4z = 8 – 10i. 

Έχουμε το σύστημα:   
(1 ) 4 8 10
4 (1 ) 8 10

i z z i
z i z i
+ + = +⎧

⎨ + − = −⎩
 

D = 
1 4
4 1

i
i

+
−

 = (1 + i)(1– i) – 16 = 1 + (–1)2 – 16 = 1 + 1 – 16 = –14. 

Dz = 
8 10 4
8 10 1

i
i i

+
− −

 = (8 + 10i)(1 – i) – 4(8 – 10i) = 8 – 8i + 10i + 10 – 32 + 40i = –14 + 42i. 

z = zD
D = 14 42

14
i− +

−
 = 1 – 3i. 

 
β)  Είναι  z + z  = 2 ,  z – z  = 6i  και  z. z  = 1 + 9 = 10 , οπότε   

w = 
2 2

3 3
5 2

36
z z z z

z z
+ + ⋅ +

− +
 = 

2

3 2 2
( ) 2 5 2

( ) 3 3 36
z z z z z z

z z z z z z
+ − ⋅ + ⋅ +
− + − ⋅ +

 = 
2

3
( ) 3 2

( ) 3 ( ) 36
z z z z

z z z z z z
+ + ⋅ +

− + ⋅ − +
 = 

2

3
( ) 3 2

( ) 3 ( ) 36
z z z z

z z z z z z
+ + ⋅ +

− + ⋅ − +
 = 

2

3
2 3 10 2

( 6 ) 3 10( 6 ) 36i i
+ ⋅ +

− + ⋅ − +
 = 3

4 30 2
216 180 36i i

+ +
− − +

 = 36
216 180 36i i− +

 = 

36
36 36i+

 = 36
36(1 )i+  = 1

1 i+  = 1
(1 )(1 )

i
i i
−

+ −
 = 1

1 1
i−

+
 = 1

2  – 1
2 i⋅ . 

 

γ)  Είναι  w = 
21 (1 )2 i⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 1
4 ⋅ (1 – i)2 = 1

4 ⋅ (1 – 2i + i2) = 1
4 ⋅ (1 – 2i – 1) = 1

4 ⋅ (–2i) = – 1
2 i   και 

w14 = (w2)7 = ( )71
2 i−  = – 7

1
2
⋅ i7 = – 7

1
2
⋅ i3 = – 7

1
2
⋅ (–i) = 7

1
2
⋅ i. 

Επομένως,  w –14 = 14
1

w
 = 

7

1
1
2

i⋅
 = 

72
i  = 2

128 i
i
⋅  = 128

1
i⋅

−
 = –128i∈ I. 

 
 

 
 

Εύρεσης γεωμετρικών τόπων ή της γραμμής στην οποία βρί-
σκονται οι εικόνες των μιγαδικών που επαληθεύουν μία σχέση. 

  

  Όταν ζητείται να βρούμε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων  Μ(x,y)  ενός μιγαδικού 
αριθμού  z = x+yi  στο μιγαδικό επίπεδο αν γνωρίζουμε ότι ένας άλλος αριθμός  w  
είναι πραγματικός ή είναι φανταστικός ή ικανοποιεί μια ισότητα κ.λ.π., τότε μετά 
από τις πράξεις καταλήγουμε σε μια ισότητα η οποία είναι συνήθως εξίσωση ευ-
θείας, κύκλου, παραβολής, έλλειψης ή υπερβολής. 
Καθ’όλη τη διάρκεια των πράξεων πρέπει να διατηρούνται οι ισοδυναμίες ώστε να 
εξασφαλίσουμε ότι κάθε σημείο των γραμμών θα είναι εικόνα ενός  z. 
Αν υπάρχουν περιορισμοί για τα  x, y  τότε ο γεωμετρικός τόπος είναι μέρος των 
παραπάνω γραμμών. 

 Όταν ζητείται να βρούμε τις γραμμές στις οποίες κινείται η εικόνα  Μ(x,y)  ενός 
μιγαδικού αριθμού  z = x + yi  στο μιγαδικό επίπεδο, τότε δουλεύουμε όπως προη-
γούμενα χωρίς να είναι απαραίτητο να διατηρείται η ισοδυναμία καθ’όλη τη διάρ-
κεια των πράξεων. 

 
1.15. Θεωρούμε τον μιγαδικό  z=x+yi  με  x, y∈   και τον  w = (z–i)( z +1). 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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α)  Να γράψετε τον  w  στη μορφή  α+βi. 
β)  Αν  w∈  , να δείξετε ότι το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z  είναι ευθεία  ε. 
γ)  Αν  w∈ I , να δείξετε ότι το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z  είναι κύκλος  C. 
δ)  Να δείξετε ότι η ευθεία  ε  διέρχεται από το κέντρο του κύκλου  C  και να βρείτε τα ση-
μεία τομής τους  Α, Β. Έπειτα να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου  ΟΑΒ , όπου  Ο  
η αρχή των αξόνων. 

ΛΥΣΗ: 
α) Είναι  w = (z – i)( z + 1) = z z + z – i z – i = x2 + y2 + x + yi – i(x – yi) – i 

                = x2 + y2 + x + yi –xi – y – i = (x2 + y2 + x – y) + (– x + y – 1)i . 
β) w∈  ⇔  – x + y – 1 = 0 ⇔  y = x + 1 
Άρα το σύνολο των εικόνων των  z  είναι η ευθεία  ε: y = x + 1. 

γ) w∈ I ⇔  x2 + y2 + x – y = 0 ⇔  x2 + 2.x. 1
2  + 1

4  + y2 – 2.y. 1
2  + 1

4  = 1
4  + 1

4   

          ⇔   ( ) 21
2x+  + ( ) 21

2y −  = 1
2 . 

Άρα το σύνολο των εικόνων των  z  είναι ο κύκλος  C: ( ) 21
2x+  + ( ) 21

2y −  = 1
2 . 

δ) Το κέντρο του κύκλου  C  είναι  Κ(– 1
2 , 1

2 ). 

Για  x = – 1
2   είναι  y = – 1

2  + 1 = 1
2 . Άρα το κέντρο 

του κύκλου  C  ανήκει στην ευθεία  ε. 
Για να βρούμε τα σημεία τομής του κύκλου  C  και της 
ευθείας  ε  θα λύσουμε το σύστημα των εξισώσεών 
τους. 
Για  y = x + 1  έχουμε:   
     x2 + y2 + x – y = 0 ⇔  
     x2 + (x+1)2 + x – (x+1) = 0  ⇔    
     x2 + x2 + 2x +1 + x – x – 1 = 0  ⇔    
     2x2 + 2x = 0  ⇔    
     2x(x+1) = 0  ⇔   x = 0  ή  x+1=0  ⇔    
     x = 0  ή  x = –1. 
Αν  x = 0  τότε  y = x + 1 = 0 + 1 = 1  και 
αν  x = –1  τότε  y = x + 1 = –1 + 1 = 0. 
Άρα τα σημεία τομής του κύκλου  C  και της ευθείας  ε  είναι  Α(–1,0)  και  Β(0,1).  (ΟΑΒ) = 
( ) ( )

2
OA OB⋅  = 1 1

2
⋅  = 1

2 τ.μ. 

 
 

1.16. Δίνεται η συνάρτηση  f (z) = 
⋅

z i
i z

4
+2

−   με  z∈ . 
α)  Να βρείτε το σύνολο στο οποίο ορίζεται η  f. 

β)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  z *∈ –{– 1
2 i}  ισχύει:    ( )f z

1  = – ( )f z
1− . 

γ)  Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο αν   
f (z)∈ . 

ΛΥΣΗ: 

α)  Απαιτούμε  iz+2 ≠ 0  ⇔   iz ≠ –2  ⇔   z ≠ 2
i
−   ⇔   z ≠ 2

2( )i
i

− −
−

  ⇔   z ≠ 2i. 

Άρα το σύνολο στο οποίο ορίζεται η  f  είναι το  –{2i}. 
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β)  Οι παραστάσεις ορίζονται όταν  z ≠ 0 ,  
z
1 ≠ 2i  ⇔   z ≠ 1

2i   ⇔   z ≠ 22
i
i

  ⇔   z ≠ – 2
1 i   

και   – z
1 ≠ 2 i  ⇔   –

z
1 ≠ –2 i  ⇔   

z
1 ≠ 2 i  ⇔   z ≠ 1

2i   ⇔   z ≠ – 2
1 i. 

Όταν  z *∈ –{– 1
2 i}  είναι: f (

z
1 ) =  

1 4

1 2

iz
i z

−

⋅ +
  =  

1 4

2

iz
z

i z
z

−

+
  =  1 4

2
iz

i z
−
+

 

f (– z
1 ) =  

( )
1 4

1 2

iz
i z

− −

⋅ − +
  =  

1 4

2

i z
z

i z
z

− −

− +
  =  1 4

2
iz

i z
− −
− +

  =  4 1
2

iz
i z

+
−

. 

Άρα  1( )f z  =  1 4
2
iz

i z
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
  =  1 4

2
iz

i z
+

− +
  =  – 4 1

2
i z
i z

+
−

  =  – f (– 1
z ). 

γ)  Έστω  z = x + yi  με  x, y∈  με  (x,y) ≠ (0,2).  Τότε: 

f (z)∈   ⇔   )(zf  = f (z)  ⇔   ( )4
2

z i
iz
−
+

 = 4
2

z i
iz
−
+

  ⇔   4
2

z i
iz
+

− +
 = 4

2
z i
iz
−
+

  ⇔    

( z  + 4i)(iz + 2) = (–i z + 2)(z – 4i)  ⇔   iz z + 2 z + 4i2z + 8i = –iz z + 4i2 z + 2z – 8i  ⇔    
2iz z – 6z + 6 z  + 16i = 0  ⇔   iz z – 3(z – z ) + 8i = 0  ⇔   i(x2 + y2) – 3.2yi + 8i = 0  ⇔    
x2 + y2 – 6y + 8 = 0  ⇔   x2 + (y–3)2 = 1. 
Για  x = 0  και  y = 2  έχουμε:  02 + (2–3)2 = 0 + 1 = 1. 
Άρα το σύνολο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ο κύκλος  C: x2+(y–3)2 = 1  
εκτός του σημείου  (0,2). 

 
 
 
____________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ_______________ 
 
Α΄  Ομάδα 
1.17. Να βρείτε τον  λ∈   αν δίνεται ότι:    (λ2 – 1) + (λ10 – 9λ – 10)i = 0. 

[Απ.λ=-1] 

 
1.18. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  x, y,  για τους οποίους ισχύει: 

                 
3 2

x
i−

 – 1
y

i+  = 9 1
5
i

i
−
+

 
[Απ.x=5 , y=2] 

 

1.19. α) Να δείξετε ότι:   α βi
α βi
+
−

 + α βi
α βi
−
+

 = 2
2 2

2 2
α β
α β

−
+

   με   α, β∈   και  (α, β) ≠ (0,0). 

β) Αν  z = 3
3

i
i

+
−

 + 3
3

i
i

−
+

, να βρείτε το  Re(z). 

γ) Αν  w = 121 153
121 153

i
i

−
+

 + 121 153
121 153

i
i

+
−

 ,  να βρείτε το  Im(w). 

[Απ.β)1, γ)0] 

 
1.20. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  z = 5 – 13i. Να τον γράψετε στη μορφή  z = x(1 + i) + y(1 – i). 

[Απ.x=-4, y=9] 
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1.21. Έστω  z1 = 1 + 2i  και  z2 = 1
2 – i. Να τεθεί ο μιγαδικός αριθμός  w  στη μορφή   

w = κz1 + λz2  με  κ, λ∈ ,  όταν: 
α) w = 5+2i                          β) w = – 1

12 + 7
6 i. 

[Απ.α)κ=3 , λ=4  β)κ=1/4 , λ=- 2
3
] 

 

1.22. Αν  α, β, γ *∈   και  6
α  = 

4
β  = 5

γ
  δείξτε ότι  z = w , όπου   z = 2(α – β) + (2β – α)γi  και   

w = 2
3 α + 2

βγ i. 

 
1.23. Αν  z1, z2∈  τότε  Re(z1.z2) = Re(z1).Re(z2)  αν και μόνο αν  z1∈   ή  z2∈ . 
 
1.24. Να βρείτε τον  x∈ ,  αν ο  z = 4

9
xi

x i
+
+

  είναι πραγματικός θετικός αριθμός. 
[Απ.x=6] 

 
1.25. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  w = 2x i

y i
−
+

  με  x, y∈ . 

α) Να βρείτε τη σχέση που συνδέει τους  x, y  όταν  w∈ . 
β) Δείξτε ότι αν ο  w  είναι πραγματικός αριθμός, ισούται με  –2. 

[Απ.α)x+2y=0] 

 
1.26. Έστω  z = 4

2
x i

yi
−
+

  με  x∈   και  y *∈ . Θεωρούμε ότι ο  z  είναι πραγματικός αριθμός. Τότε: 

α)  Δείξτε ότι  x = – 8
y

. 

β)  Δείξτε ότι  z = – 4
y

  

γ)  Αν  z ≤ –2 ,  να βρείτε τα  x, y. 
[Απ.(x,y)=(-8,1) ή (-4,2)] 

 
1.27. Έστω  Μ1, Μ2, Μ3  και  Μ4  οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z1, z2, z3  και  z4  αντίστοιχα. 
Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο  Μ1Μ2Μ3Μ4  είναι παραλληλόγραμμο αν και μόνο αν    
z1 + z3 = z2 + z4 . 

 

1.28. Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό   w = 
16592009

1990

2i i
i

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

[Απ.i] 

 
1.29. Να γράψετε στη μορφή  α + βi ,  α, β∈   τον αριθμό: 

i)   z = ( )963 7
7 3

i
i

+
−

+ ( )351 3
3

i
i

+
−

                                                 ii)   w = ( )1336 5
5 6

i
i

−
+

+ ( )1679 2
2 9

i
i

−
+

 
[Απ.i)z=1-i ii)0] 

 
1.30. Να αποδείξετε ότι: 

α)  
να βi

β αi
+⎛ ⎞

⎜ ⎟−⎝ ⎠
+ ( ) μκ λi

λ κi
+
−

 = iν + iμ                                     β)  
να βi

β αi
−⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠
+ ( ) μκ λi

λ κi
−
+

 = (–i)ν + (–i)μ. 

 
1.31. Να υπολογισετε τα αθρίσματα: 
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α)  S1 = i + i3 + i5 + … + i1777. 
β)  S2 = (1 + i) + (2 + 3i) + (22 + 5i) + … + (299 + 199i). 
γ)  S3 = (–20 + i) + (–17 – 2i) + (–14 + 4i) + … + (31 – 217i). 
δ)  S4 = i + (2 + 3i) + (4 + 5i) + (6 + 7i) + … + [(2ν – 2) + (2ν – 1)i] ,  ν *∈ . 

[Απ.α)i β)2100-1+104i γ)99-87381i δ)ν(ν-1)+ν2i] 

 
1.32. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός   z = 2 2i + – 2 2− . 
α) Να βρείτε τους αριθμούς   z2 ,  z4 ,  z8. 
β) Να δείξετε ότι:  z1792 = 21792. 

 
1.33. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός   z = 2 3−  + i 2 3⋅ + . 
α) Να βρείτε τους αριθμούς   z2 ,  z4 ,  z12. 
β) Να δείξετε ότι:  z1980 = –21980. 

 

1.34. Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός    z = 1
2
⋅ i – 3

2
. 

α) Να υπολογίσετε τους μιγαδικούς  z3,  z1006,  z1531 . 
β) Να γράψετε τον μιγαδικό αριθμό  w = i.z1006 + z1531 + 1254 3i z⋅ + i  στη μορφή  α + βi. 
γ) Να δείξετε ότι  w2010 = –22010. 

[Απ.β)w =2i] 

 
1.35. Αν για τον μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει  z + 1

z  = 1, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι:  z3 = –1. 
β) Να υπολογίσετε τον  w = z2015 + 2015

1
z

. 
[Απ.β)1] 

 
1.36. Να δείξετε ότι: 
α) (3 + 4i)2024 – (4 – 3i)2024 = 0 
β) (5 + 2i)2010 + (2 – 5i)2010 = 0 
γ) (2 + i)1992 – (1 – 2i)1992 = (1 – i)2138 + (1 + i)2138  

 
1.37. Για ποιους φυσικούς αριθμούς  ν  ισχύει η σχέση  i3ν+1 = 1. 

[Απ.ν=4κ+1] 

 
1.38. Να βρείτε τις δυνατές τιμές της παράστασης  Π = (2 + i2ν)(3 – iν) ,  ν∈ . 
 
1.39. Αν  z = 1–2i,  να υπολογίσετε τις παραστάσεις: 

i) 1
z + 1

z                                           ii) z2 + 2z                                          iii) z
z  + z

z  

iv) z3 + 3z                                        v) z4 + 4z                                          vi) 3
z

z
 – 3

z
z

 
[Απ.i)2/5 ii)-6 iii)-6/5 iv)-22 v)-14 vi)48i/125] 

 
1.40. Δείξτε ότι ο αριθμός  z = (5 + 9i)2010 + (5 – 9i)2010  είναι πραγματικός. 
 
1.41. Αν  κ, λ∈   και  ν *∈ , να αποδείξετε ότι ο αριθμός  z = (κ + λi)ν – (κ – λi)ν  είναι φανταστι-
κός. 

 

1.42. Αν  x∈ , να αποδείξετε ότι ο αριθμός  w = ( )2020x i
x i
+
−

+ ( )2020x i
x i
−
+

 είναι πραγματικός. 
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1.43. Έστω  z = α + βi  με  α, β∈ . Να εκφράσετε ως συνάρτηση των  z , z   τις παραστάσεις   

3α – 4β + 10 = 0   και   4α2 + 6β2 = 5. 
 

1.44. Αν  z1, z2∈ , με  z2 ≠ 0 να αποδείξετε ότι  Re 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 2 1 2

2 22
z z z z

z z
+  ,   Im 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 2 1 2

2 22
z z z z

iz z
− . 

 
1.45. Αν  z1, z2∈  , να αποδείξετε ότι οι επόμενοι αριθμοί είναι πραγματικοί: 

α) z2 + 2z                                             β) 1

2

z
z

 + 1

2

z
z

                                            γ) 1z
z
+  + 1z

z
+  

 
1.46. Αν  z1, z2∈ , να δείξετε ότι ο αριθμός  w = z1 2z  + 1z z2  είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός   

u = z1 2z  – 1z z2  είναι φανταστικός. 
 

1.47. Αν  3 5
2
z i

z
−  = ( )3 5

2
z i

z
+  ,  z *∈   τότε δείξτε ότι  z∈ . 

 

1.48. Αν  2 9
3
i z
i z
−
⋅

 = 2 9
3

i z
z

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  z *∈   τότε δείξτε ότι  z∈ . 

 

1.49. Αν  4
5

i z
iz

⋅ −  = ( )4
5

z i
z

+
−

 ,  z *∈   τότε δείξτε ότι  z∈ Ι. 

 

1.50. Έστω  z1, z2, z ∈   με  z2 ≠ 0  για τις οποίους ισχύει   1 2

2

z z z
z
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(z1 + z2). Δείξτε ότι  

z ∈ . 
 

1.51. Αν  i z w
w

⋅ +  = 2
1 i−  – ( )w

i w⋅  ,  με  z∈   και  w *∈  τότε δείξτε ότι ο  z  είναι φανταστικός α-

ριθμός. 
 

1.52. Αν  
1 2

1
z z⋅

 = 1 2

1 2

z z
z w z w

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  με  z1 , z2 , w *∈   τότε δείξτε ότι ο  w  είναι πραγματικός αριθμός. 

 
1.53. Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w  ισχύει  w ≠ 0  και  z .w =1. Να αποδείξετε ότι: 
α) z + w ≠ 0 
β) Οι αριθμοί  1 zw

z w
+
+

,  z w
z w
−
+

  και  1 zw i
z w
− ⋅
+

  είναι πραγματικοί. 

 
1.54. Να βρείτε τον  z∈ , ώστε οι εικόνες των  w = iz – 2  και  u = 3(z – 2 + 6i)  στο μιγαδικό επί-
πεδο να συμπίπτουν. 

[Απ.z=3-5i] 

 
1.55. Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό  z ,  αν ισχύει  

1
z

i+  – 1
3 2
z

i
−
−

 = 13 23
4 6

i
i
+
−

. 
[Απ.z=5-2i] 
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1.56. Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις επόμενες εξισώσεις: 
i) x2 – 8x + 25 = 0                               ii) 36x2 + 48x + 25 = 0                        iii) x2 – 2 3 x + 7 = 0  
iv) x4 – 3x2 – 4 = 0                              v) x4 + 14x2 + 45 = 0                            vi) x3 – x2 + 8x + 10 = 0 

[Απ.i)4 ± 3i , ii)- 23 ± 1
2 i , iii) 3 ± 2i , iv) ± 2, ± i  v) ± 3i, ± 5 i vi)-1, 1 ± 3i] 

 
1.57. Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις επόμενες εξισώσεις: 
α) x2 – 2

4
x

 = 3                                                                 β) x2 + 2
4
x

 = –5 

[Απ.α) ± 2, ± i β) ± i, ± 2i] 

 
1.58. Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός  z  αν δίνεται ότι  (1 – 3i)iz – (1 + i) z⋅  = 6 – 4i. 

[Απ.z=2-i] 

 
1.59. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει μιγαδικός αριθμός  z  τέτοιος ώστε να ισχύει  i.z + z + i = 3. 
 
1.60. Να δείξετε ότι δεν υπάρχει  z∈   τέτοιος ώστε να ισχύει  2 z + (1–i 3 )z = i. 
 
1.61. Να λύσετε στο    την εξίσωση  z2 + 2 z + 1 = 0. 

[Απ.–1, 1+2i, 1-2i] 

 

1.62. Να λύσετε το σύστημα    
(1 ) 4

2 (1 2 ) 6 3
i z iw i

z i w i
+ − = +⎧

⎨ − + = −⎩
. 

[Απ.z=2-i , w=i] 

 

1.63. Να λύσετε το σύστημα    
2 1 4

(1 2 ) 2 1 3
z iw i
i z i w i
+ = +⎧

⎨ + − = −⎩
. 

[Απ.z=1+i , w=2+i] 

 
1.64. Να δείξετε ότι η εξίσωση  x2 – 3x + 3 + i = 0  έχει ρίζα τον αριθμό  1 + i. Να εξετάσετε αν έχει 
ρίζα τον μιγαδικό  1 – i.  Τι έχετε να παρατηρήσετε; 

 
1.65. Αν μια ρίζα τις εξίσωσης  2x2 + βx + γ = 0 , όπου  β, γ∈ , είναι η  2 – i  να βρείτε τις τιμές 
των  β  και  γ. 

[Απ.β=-8, γ=10] 

 
1.66. Αν μια ρίζα τις εξίσωσης  αx2 + βx + 5 = 0 , όπου  α, β∈ , είναι η  1 + 1

2
⋅ i  να βρείτε τις τι-

μές των  α  και  β. 
[Απ.α=4, β=-8] 

 

1.67. Η εξίσωση  4x2 – κx + λ = 0 , όπου  κ, λ∈ , έχει ρίζα το μιγαδικό αριθμό  1
2

 – 3
i

. Να βρεί-

τε τις τιμές των  κ  και  λ. 
[Απ.κ=4, λ=13] 

 
1.68. Αν ο  z = 1–i  είναι ρίζα της εξίσωσης   z5 + αz3 + β = 0 ,  α, β∈  ,  να δείξετε ότι  α = 2  και  
β = 8. 

 
1.69. Να βρείτε την εξίσωση  2ου  βαθμού, με πραγματικούς συντελεστές, της οποίας η μια ρίζα εί-
ναι ο μιγαδικός  1

3
 – i. 

[Απ.9x2-6x+10=0] 
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1.70. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων  2z3 – z + 1 = 0  και  128z14 + 2z – 1 = 0. 
[Απ. 1

2
(1 ± i)] 

 
1.71. Δίνονται τα πολυώνυμα  Ρ(z) = z2 – 2z + 2  και  Q(z) = z3 + αz2 + βz – 2  όπου  α, β∈ . 

i)  Να βρείτε τις ρίζες  z1 , z2  του  Ρ(z)  και να αποδείξετε ότι  12
1z  + 12

2z = –27. 
ii)  Αν  μια ρίζα του  P(z)  είναι και ρίζα του  Q(z), να προσδιορίσετε τις τιμές των  α, β. 

(Εξετάσεις  2001)           [Απ.ii)α=-3,β=4] 
 
1.72. α) Αν  z1, z2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης  z2 + 2z + 2 = 0, να αποδείξετε ότι  20

1z  – 20
2z  = 0. 

β) Αν  z1  είναι η ρίζα της εξίσωσης του  (α)  ερωτήματος, με φανταστικό μέρος θετικό αριθμό, να 
βρείτε τις τιμές του θετικού ακεραίου  ν  για τις οποίες ο  1

νz  είναι πραγματικός αριθμός. 
[Απ.β)ν=πολ4] 

 
1.73. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  για τους οποίους ισχύει:    z  = z2. 

[Απ.β)0, 1, - 12 +
3
2 i, - 12 -

3
2 i] 

 
1.74. Δίνεται το πολυώνυμο  P(z) = z3 – (3+i)z2 + (3+2i)z – 1 –3i. Δείξτε ότι οι αριθμοί  i , 1–i  και   

2 + i  είναι ρίζες του πολυωνύμου. 
 
1.75. Δίνεται η συνάρτηση  f (z) = z4 + (2 – 3i)z3 + (1 – 6i)z2 + (2 – 3i)z – 6i  
α) Να δείξετε ότι:  f (i) = f (–i) = 0. 
β) Να λύσετε την εξίσωση  f (z) = 0. 

[Απ.β)-2, -i, i, 3i] 

 
1.76. Να βρείτε τον μιγαδικό αριθμό  z  για τον οποίο ισχύει: 
α) z2 = 3+4i                                    β) z2 = –3–4i                                    γ) z2 = 16–30i  

[Απ.α)2+i,-2-i β)1-2i, -1+2i γ)5-3i, -5+3i] 

 
1.77. Θεωρούμε τον μιγαδικό αριθμό  z. Να αποδείξετε ότι: 
α) Αν  z2 ≥  0,  τότε  z∈ . 
β) Αν  z2 < 0,  τότε  z = λi , όπου  λ *∈ . 
γ) Αν  z3 > 0,  τότε  ο  z  είναι θετικός πραγματικός αριθμός  ή  της μορφής  κ ± κ 3 i ,  κ < 0. 

 
1.78. Να γράψετε το μιγαδικό αριθμό  z = –1 + 3i  σαν άθροισμα δύο άλλων μιγαδικών  z1 , z2  των 
οποίων οι εικόνες στο επίπεδο ανήκουν αντίστοιχα στις ευθείες με εξισώσεις  y = 3 – x  και   
y = 2x + 5. 

[Απ.z1=1+2i, z2=-2+i] 

 
1.79. Θεωρούμε ένα μιγαδικό αριθμό  z = α + βi ,  α, β∈ , του οποίου η εικόνα βρίσκεται στην ευ-
θεία με εξίσωση  x – y = 2  και τη συνάρτηση  f (ν) = iν.z , ν∈ . 
α)  Να γράψετε τους μιγαδικούς αριθμούς  f (1600),  f (1994),  f (1729)  ως συνάρτηση του  β. 
β) Να βρείτε τον  z  αν οι εικόνες των μιγαδικών του ερωτήματος  (α)  σχηματίζουν τρίγωνο με 
εμβαδόν  2τ.μ. 

[Απ.β)z=1-i] 

 
1.80. Δίνεται η εξίσωση  αz2 + 2βz + α = 0  με  α > β > 0. 
α) Να βρείτε τις ρίζες της εξίσωσης. 
β) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των ριζών της εξίσωσης κινούνται πάνω στον μοναδιαίο κύκλο. 
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1.81. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z = x + yi,  όπου  x, y∈   για τους οποίους υπάρχει  

α∈   ώστε να ισχύει:  ( )2

2
z z+  + ( )2

2
z z

i
− ⋅ i = α + (1–α)i.  Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν  Im(z) = 0 , τότε  α = 1. 
β) Αν  α = 0 , τότε  z2 + 1 = 0. 
γ) Για τον πραγματικό αριθμό  α  ισχύει  0 ≤  α ≤ 1. 
δ) Οι εικόνες  Μ  των μιγαδικών αυτών αριθμών  z  στο μιγαδικό επίπεδο ανήκουν σε κύκλο, του 
οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

[Απ.δ)Κέντρο Ο, ρ=1] 

 
1.82. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z , z2 – 1  και έστω  Α, Β  οι εικόνες τους στο μιγαδικό 
επίπεδο. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων  Α  έτσι ώστε να ισχύει  OA OB⊥ , όπου  Ο  
η αρχή των αξόνων. 

[Απ.x=0 , x2+y2=1] 

 
1.83. Έστω  Μ  η εικόνα του μιγαδικού αριθμού  z  στο μιγαδικό επίπεδο. Να βρείτε το γεωμετρικό 

τόπο του σημείου  Μ, αν οι εικόνες των μιγαδικών  1, z, 1 + z2  βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 
[Απ.y=0 και (x-1)2+y2=1] 

 
1.84. Έστω  Μ  η εικόνα του μιγαδικού αριθμού  z  στο μιγαδικό επίπεδο. Να βρείτε το γεωμετρικό 
τόπο του σημείου  Μ, αν οι εικόνες των μιγαδικών  1, z, i.z βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 

[Απ.(x- 1
2
)2+(y+ 1

2
)2= 1

2
] 

 
1.85. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z  για τους οποίους ισχύει   

Re(z2 – z) = 1 – Re(z). 
[Απ.x2-y2=1] 

 
1.86. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών  z  για τους οποίους ισχύει  

           z2 + 2z + 4 ( )2Im( )z  = 2Re(z) – 4.Im(z) 

[Απ.(x- 12 )
2+(y+1)2= 54 ] 

 
1.87. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών  z  αν δίνεται ότι: 

          z3 + 3z  = 2.Re(z). 
[Απ.O y΄y και x2-3y2=1] 

 
1.88. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w,  με   w = 4

2
i z
i z
⋅ −
⋅ +

. 

α) Να βρείτε τις τιμές του  z  για τις οποίες ορίζεται ο  w. 
β) Να βρείτε το σύνολο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο αν  w∈ I. 

[Απ.α)z ≠ 2i  β)x2+(y+1)2=9 εκτός του (0,2)] 

 
1.89. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z  για τους οποίους ισχύ-
ει: 
α) Re(z – 1

z ) = 1
2
⋅Re(z)                                                           β) Im(z – 1

z ) = 2.Im(z) 
[Απ.α)Ο y΄y εκτός του Ο(0,0) και x2+y2=2 
β) Ο x΄x εκτός του Ο(0,0) και x2+y2=1] 

 
1.90. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w, με   w = z + i

z
 ,   z ≠ 0. Να περιγράψετε γεω-

μετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z , αν  Re(w) = Im(w). 
[Απ.y=x εκτός του Ο(0,0) και x2+y2=1] 
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1.91. Να βρείτε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z  στο μιγαδικό επίπεδο αν ο  
2 1

1
z
z
+
+

  είναι 

πραγματικός. 
[Απ.y=0 εκτός του (-1,0) ή (x+1)2+y2=2] 

 
1.92. Να βρεθεί το σύνολο των εικόνων  Μ  των μιγαδικών αριθμών  z  στο μιγαδικό επίπεδο, για 

τους οποίους ο αριθμός  
2

1
i z
z
⋅
+

∈ Ι. 
[Απ.y=0 εκτός του (-1,0) και (x+1)2+y2=1] 

 
1.93. Δίνεται η συνάρτηση  f (z) = 3

1
z i
i z
+
⋅ −

  με  z∈ . 

α) Να βρείτε το σύνολο στο οποίο ορίζεται η  f. 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε  z *∈ –{i}  ισχύει   1( )f z   =  – f (– 1
z ). 

γ) Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο αν  f (z)∈ . 
[Απ.α)C-{-i} γ)x2+(y+2)2=1 εκτός του (0,-1)] 

 
1.94. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (z) = iz + 2 z  – 3i  με  z∈ . 
α) Να βρείτε τους μιγαδικούς οι οποίοι δια μέσου της  f  αντιστοιχούν στο  0. 
β) Να βρείτε τους μιγαδικούς των οποίων οι εικόνες στο μιγαδικό επίπεδο συμπίπτουν με τις ει-
κόνες των μιγαδικών που αυτοί αντιστοιχούν δια μέσου της  f. 

γ) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών των οποίων οι εικόνες μέσω της  f  βρίσκονται 
στον άξονα  x΄x. 

[Απ.α)-1-2i β)- 32 - 
3
2 i γ)x-2y-3=0] 

 
1.95. Έστω η συνάρτηση  f (z) = iz + 1  με z∈ . 
α) Να βρείτε τους μιγαδικούς των οποίων οι εικόνες στο μιγαδικό επίπεδο συμπίπτουν με τις ει-
κόνες των μιγαδικών που αυτοί αντιστοιχούν δια μέσου της  f. 

β) Αν  Ρ  είναι η εικόνα ενός μιγαδικού του ερωτήματος  (α)  και  Μ, Μ΄  οι εικόνες ενός μιγαδι-
κού και του αντιστοίχου του μέσω της  f  στο μιγαδικό επίπεδο, τότε το τρίγωνο  ΜΡΜ΄  είναι 
ορθογώνιο και ισοσκελές.. 

[Απ.α) 12 +
1
2 i] 

 
1.96. Έστω  z = κ(2 – i) ,  κ *∈ . 

α) Να γράψετε το μιγαδικό  1
z   στη μορφή  α + βi. 

β) Αν  Μ(x,y)  το μέσο του τμήματος με άκρα τις εικόνες των  z , 1
z ,  να αποδείξετε ότι 

             x + 2y = 2
5κ   ,   x – 2y = 2κ. 

γ) Να δείξετε ότι το  Μ  κινείται σε υπερβολή της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 
[Απ.γ)5x2-20y2=4] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
1.97. α)  Αν  για τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w  ισχύει  z+w∈   και  z–w∈ Ι , τότε να αποδείξετε 
ότι αυτοί είναι συζυγείς μιγαδικοί. 
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β)  Δίνεται το πολυώνυμο  P(x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 ,  αi∈   0 ≤  i ≤  ν.  
Αν  z∈   τότε να αποδείξετε ότι  P(z) = κ + λi  και  P( z ) = κ – λi ,  κ, λ∈ . 

 
1.98. Για να αποδείξουμε ότι το σύνολο των μιγαδικών αριθμών δεν είναι διατεταγμένο, αρκεί να 
αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει ένα μη κενό υποσύνολο  Α  του    με τις ιδιότητες: 
i) Για κάθε  z∈   ισχύει μόνο μία από τις τρεις σχέσεις: 

          z∈Α    ,     z = 0    ,     –z∈Α 
ii) Για κάθε  z, w∈Α, ισχύουν:  (z + w)∈Α   και   (z.w)∈Α. 

 
1.99. α)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  (1 + i)z2 + (1 – 5i)z – 4 + 2i = 0 
έχει ρίζες τους αριθμούς  1 + i  και  1 + 2i. 
β)  Να λύσετε την εξίσωση   (z2 + z – 4)2 + (z2 – 5z + 2)2 = 0. 

 
1.100. Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του θετικού ακέραιου  ν, για την οποία ισχύει: 

               (1 + 2i)ν + (2 – i)ν = 0. 
[Απ.2] 

 
1.101. Να αποδείξετε ότι για κάθε φυσικό αριθμό  ν  ισχύει   (1 + iν)(1 + iν+1)(1 + iν+2)(1 + iν+3) = 0. 
 
1.102. Δείξτε ότι οι ρίζες της εξίσωσης:   x4 – 16x3 + 80x2 – 168x + 135 = 0  είναι οι αριθμοί   

(2 + i2ν)(2 – iν) ,  ν∈ . 
 
1.103. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  για τους οποίους ισχύει   z  = z3. 

[Απ.β)0, -1, 1, i, -i] 

 

1.104. Να λυθεί το σύστημα   

13 19

5 7

2 2

1
1

2

z w
z w

z w

⎧ ⋅ =
⎪ ⋅ =⎨
⎪ + = −⎩

. 

[Απ.(i,i), (-i,-i)] 

 
1.105. Δίνεται το άθροισμα    S = i + 2i2 + 3i3 + … + νiν. Να υπολογίσετε: 
α)  Το  S – i.S                                          β)  Το  S 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
1.106. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας. 
I. Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών  z = α + βi  και  w = γ + δi, είναι η διαφορά 

των διανυσματικών ακτίνων τους. 
II. Αν  α , β∈   τότε ισχύει η ισοδυναμία:  α = β = 0  ⇔   α2 + β2 = 0. 
III. Ισχύει  –2 – 3i < 2 + 3i. 

IV. Είναι  
23

2i⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =  
3 22i ⋅

 =  i3  =  –i. 

V. Αν  κ, λ  ακέραιοι τότε:  iκ = iλ  ⇔   κ = λ. 
VI. Αν  z1, z2∈   με  Re(z1 + z2) = 0  τότε  Re(z1) + Re(z2) = 0. 
VII. Αν  z1, z2∈   με  Re(z1 – z2) = 0  και  Im(z1 + z2) = 0  τότε  z1 = 2z . 

VIII. Για κάθε  z1, z2∈   ισχύει  Im(z1.z2) = Im(z1).Im(z2). 
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IX. Αν  z1, z2∈ , z2 ≠ 0  τότε ισχύει πάντα   Re 1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1

2

Re( )
Re( )

z
z

. 

X. Αν  z∈   τότε  (z – z )2 ≤  0. 
XI. Αν  z1 = α + βi , z2∈   και  z1 + z2 = 2α ,  τότε  z2 = 1z . 

XII. Αν  z1 = α + βi , z2∈   και  z1.z2 = α2 + β2 ,  τότε  z2 = 1z . 

XIII. Αν  Re(z) = 1  τότε οι εικόνες των μιγαδικών  z  στο μιγαδικό επίπεδο βρίσκονται πάνω στην 
ευθεία  x = 1. 

XIV. Αν  Μ1, Μ2  είναι οι εικόνες των μιγαδικών  z1  και  z2  στο μιγαδικό επίπεδο και ο άξονας  x΄x  
είναι η μεσοκάθετος του ευθυγράμμου τμήματος  Μ1Μ2  τότε είναι  z1 = 2z . 

XV. Αν  Im(z) = 4  τότε οι εικόνες των μιγαδικών  z  στο μιγαδικό επίπεδο βρίσκονται στην ευθεία  
y = 4. 

XVI. Αν  Α  και  Β  είναι οι εικόνες των μιγαδικών  z  και  w  στο επίπεδο, τότε το μέσο  Μ  του τμή-
ματος  ΑΒ  είναι η εικόνα του μιγαδικού  

2
z w+ . 

XVII. Η εξίσωση  x2 – 4x + λ = 0 , λ∈ , μπορεί να έχει ρίζες τους μιγαδικούς  1 + 2i  και  1 – 2i. 

XVIII. Αν η εξίσωση  x2 + κx + λ = 0 , κ, λ∈ ,   έχει ρίζα τον  3–2i, θα έχει ρίζα και τον  13
3 2i−

. 

 
1.107. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 

I. Αν  ( )23
κ

i⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 1, τότε η μικρότερη τιμή του θετικού ακέραιου  κ  είναι: 

Α.  1                         Β.  3                         Γ.  2                         Δ.  6                         Ε.  5 
II. Οι εικόνες των μιγαδικών  2 + 3i  και  3 + 2i  στο μιγαδικό επίπεδο έχουν άξονα συμμετρίας την 

ευθεία  
Α. x = 2                     Β. y = 3                     Γ. y = x                     Δ. y = 3                     Ε.  x = 0 

III. Η εξίσωση  z2 + 8z – α = 0 ,  α∈   μπορεί να έχει ρίζα τον αριθμό: 
Α.  3 + 4i               Β.  –4 + 3i               Γ.  α + i               Δ.  4 – 3i               Ε.  –8 + 2i 

IV. Η εξίσωση  x2 + κx + 13 = 0 , κ∈   μπορεί να έχει ρίζα τον αριθμό: 
Α.  –3 + i               Β.  1 – 3i               Γ.  3 + 4i               Δ.  2 – 2i               Ε.  3 + 2i 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    2 
 
 

 

ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ 
 

Η έννοια, η οποία είναι πραγματικά θεμελιώδης, που απο-
τελεί τη βάση και διεισδύει σε όλη τη μοντέρνα Ανάλυση και 
Γεωμετρία, είναι αυτή της φανταστικής ποσότητας στην 
Ανάλυση και του φανταστικού χώρου στη Γεωμετρία. 

– ARTHUR  CAYLEY (1821 – 1904) 
 
 
 
 
 

τους πραγματικούς αριθμούς η απόλυτη τιμή μας δίνει τη δυνατότητα να 
υπολογίσουμε την απόσταση μεταξύ δύο σημείων της ευθείας των πραγ-

ματικών αριθμών. Έτσι αν  α  είναι ένας πραγματικός αριθμός τότε η  α   εί-
ναι η απόσταση του σημείου που αντιστοιχεί στον  α  από την αρχή του άξο-
να  Ο, ενώ η απόσταση των σημείων της ευθείας που αντιστοιχούν οι  α, β  
είναι  d(α, β) = α β− . 
Η έννοια της απόλυτης τιμής στο    επεκτείνεται από την έννοια του μέ-
τρου ενός μιγαδικού αριθμού  z  στο  . Το μέτρο ενός μιγαδικού  z, το  z , 
είναι η απόσταση της εικόνας του στο μιγαδικό επίπεδο από την αρχή των 
αξόνων  Ο. Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε τον ορισμό του μέτρου και θα 
αποδείξουμε τις ιδιότητές του οι οποίες είναι παρόμοιες με αυτές της απόλυ-
της τιμής. 

 
2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω  z = x + yi  και  Μ(x, y)  η εικόνα του στο μιγαδικό επίπεδο. Ο-

ρίζουμε ως μέτρο του  z  την απόσταση του  Μ  από την αρχή των α-
ξόνων  Ο,  δηλαδή 
                   z  = OM  = 2 2x y+ . 

 
 
2.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για ένα μιγαδικό αριθμό  z  ισχύουν οι ισότητες: 

  (i)   z  = z  = z−  = z−   

 (ii)   2z  = z z⋅   
Απόδειξη:  Αν  z = x + yi , με  x, y∈   τότε 
(i)  z  = x – yi ,  –z = –x – yi  και  – z  = –x + yi. 

Επομένως  z  = z  = z−  = z−  = 2 2x y+ . 

(ii)  zz ⋅  = (x + yi)(x – yi) = x2 – (yi)2 = x2 – y2i2 = x2 + y2 = 2z .  
 

Σ
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2.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν  z1 , z2  είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί  τότε: 
  (i)   1 2z z⋅   =  1 2z z⋅   

 (ii)   1

2

z
z  = 1

2

z
z

  ,  z2 ≠ 0. 

Απόδειξη: 
(i)   Έχουμε: 
           1 2z z⋅  = 1 2z z⋅        ⇔  

          2
1 2z z⋅  = ( )2

1 2z z⋅   ⇔  

(z1.z2) ( )1 2z z⋅  = 2 2
1 2z z⋅    ⇔   

      z1.z2. 1z .
2z  = z1. 1z .z2. 2z    

             ισχύει, άρα αποδείχθηκε. 

(ii)   Έχουμε: 

                 1

2

z
z  = 1

2

z
z

          ⇔  

                 
2

1

2

z
z  = 

2
1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ⇔  

       1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
2

1
2

2

z

z
       ⇔  

              1 1

2 2

z z
z z⋅  = 1 1

2 2

z z
z z
⋅
⋅

 

          ισχύει, άρα αποδείχθηκε.   
 
2.4. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Γενικότερα ισχύει ότι:  1 2 ... νz z z⋅ ⋅ ⋅   =  1 2 ... νz z z⋅ ⋅ ⋅ . 

Αν  z1 = z2 = … = zν = z  τότε   νz  = ...
ν παραγοντες

z z z
−

⋅ ⋅ ⋅  = ...
ν παραγοντες

z z z
−

⋅ ⋅ ⋅  = νz . 

 
 
2.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z1 , z2  ισχύει η σχέση  

1 2z z− ≤  1 2z z+ ≤  1z + 2z . 
Απόδειξη:  Θεωρούμε τις εικόνες  Μ1(z1) , Μ2(z2)  και  Μ(z1 + z2)  
των μιγαδικών  z1 , z2  και  z1 + z2  αντίστοιχα στο μιγαδικό επίπεδο. 
Τότε έχουμε: 

1 2OM OM−  ≤  1 2OM OM+  ≤  1OM  + 2OM . 

Επομένως  1 2z z−  ≤  1 2z z+  ≤  1z + 2z .  
 
 
2.6. ΠΡΟΤΑΣΗ: Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των 

εικόνων τους. 
Απόδειξη:  Θεωρούμε τις εικόνες  Μ1(z1) , Μ2(z2)  και  
N(z1–z2)  των μιγαδικών  z1 , z2  και  z1 – z2  αντίστοι-
χα στο μιγαδικό επίπεδο.  Τότε από το παραλληλό-
γραμμο  ΟΝΜ1Μ2  έχουμε: 
 
     (Μ1Μ2) = 2 1M M  = ON  = 1 2z z− .  
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Η εξίσωση  0z z−  = ρ  επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς  z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από την εικόνα του μιγα-
δικού  z0  απόσταση ίση με  ρ. Άρα η παραπάνω εξίσωση παριστάνει κύ-
κλο με κέντρο το σημείο  Κ(z0)  και ακτίνα  ρ. 
 
Η εξίσωση  1z z−  = 2z z−   επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς  z  
που έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις εικόνες των 
μιγαδικών  z1  και  z2. Άρα η παραπάνω εξίσωση παριστάνει τη μεσοκά-
θετο του τμήματος με άκρα τα σημεία  Α(z1)  και  Β(z2). 
 
Η εξίσωση  1z z−  + 2z z−  = α, με  α > 0  και  1 2z z−  < α  επαληθεύε-
ται μόνο από τους μιγαδικούς  z  που οι εικόνες τους ανήκουν σε έλλειψη 
με εστίες τις εικόνες  Ε1  και  Ε2  των  z1  και  z2  αντίστοιχα. 
 
Η εξίσωση  1 2z z z z− − −  = α, με  α > 0  και  1 2z z−  > α  επαληθεύε-
ται μόνο από τους μιγαδικούς  z  που οι εικόνες τους ανήκουν σε υπερβο-
λή με εστίες τις εικόνες  Ε1  και  Ε2  των  z1  και  z2  αντίστοιχα. 
 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 Εύρεσης του μέτρου ενός μιγαδικού αριθμού. 

  

 Για να βρούμε το μέτρο ενός μιγαδικού αριθμού: 
 Εφαρμόζουμε τις ιδιότητες του γινομένου  ή  του πηλίκου για τα μέτρα μιγαδικών. 
Αν αυτές δεν εφαρμόζονται, τότε γράφουμε το μιγαδικό αριθμό  z  στη μορφή   
z = α + βi  και μετά βρίσκουμε το μέτρο του. 

 Αν μπορούμε να βρούμε μία δύναμη του  z , τότε εφαρμόζουμε την ιδιότητα  
 νz  = νz . 

 Αν στην έκφραση του  z  υπάρχει ένας άλλος μιγαδικός  w , τότε κάνουμε παραγο-
ντοποίηση. Σε ορισμένες περιπτώσεις μπορούμε να λύσουμε τη σχέση που συνδέει 
τους δύο μιγαδικούς ως προς  w  και να την αντικαταστήσουμε στην ισότητα που 
περιέχει το μέτρο του  w. 

 
2.7. Να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών  z , w  και  ω  αν: 

     α)  z = ⋅
⋅

3 4

5
(2+ ) (1 )

2 (1+2 )
i i

i i
−            β)  w = i 7(1+ )  – ⋅2 (3 )

1
i i

i
−

−
 – 5           γ)  ω9+ 512

i = 0. 

ΛΥΣΗ: 

α)  Είναι  z  = 
3 4

5
(2 ) (1 )

2 (1 2 )
i i

i i
+ −
⋅ +

  =  
3 4

5

(2 ) (1 )

2 (1 2 )

i i

i i

+ −

⋅ +
  =  

3 4

5

(2 ) (1 )

2 (1 2 )

i i

i i

+ ⋅ −

⋅ +
  =  

3 4

5

2 1

2 1 2

i i

i i

+ ⋅ −

⋅ +
 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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=  
( ) ( )

( )

3 4

5

5 2

2 5

⋅

⋅
  =  

( )
( )

4

2

2

2 5⋅
  =  4

2 5⋅   =  2
5 . 

β)  Είναι  (1+i)2 = 12 + 2i + i2 = 1 + 2i – 1 = 2i. 
Οπότε   (1+i)6 = [(1+i)2]3 = (2i)3 = 8i3 = –8i. 
Και   (1+i)7 = (1+i)6(1+i)  = –8i(1+i) = –8i–8i2 = 8–8i. 

Επομένως   w = (1+i)7 – 2 (3 )
1

i i
i

⋅ −
−

 – 5  =  8 – 8i – 2 (3 )(1 )
(1 )(1 )
i i i

i i
⋅ − +
− +

 – 5   

                       = 8 – 8i – 
22 (3 3 )

1 1
i i i i⋅ + − −

+
 – 5  =  8 – 8i – 2 (4 2 )

2
i i⋅ +  – 5  

                       =  8 – 8i – 4i – 2i2 – 5  =  5 – 12i. 
Άρα   w  = 5 12i−  = 2 25 ( 12)+ −  = 25 144+  = 169  = 13. 

γ)  Είναι   ω9 + 512
i  = 0  ⇔   ω9 = – 512

i . 

Τότε  9ω  = 512
i−   ⇔   9ω  = 1

512   ⇔   ω  = 9 1
512   ⇔   ω  = 1

2 . 

 
 

2.8. Αν  για τον μιγαδικό αριθμό  w  ισχύει  w i−  = 3 , να βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών: 
              α)   z1 = 3w+4+4wi–3i                    β)  z2 = w2–2wi–1   

ΛΥΣΗ: 
α)  1ος  τρόπος: 
Είναι  z1 = 3w+4+4wi–3i = 3(w–i) + 4i(w–i) = (w–i)(3+4i). 
Επομένως  1z  = ( ) (3 4 )w i i− +  = 3 4w i i− ⋅ +  = 2 23 3 4⋅ +  = 3.5 = 15. 
2ος  τρόπος: 

z1 = 3w+4+4wi–3i  ⇔   z1–4+3i = 3w+4wi  ⇔   z1–4+3i = w(3+4i)  ⇔   w = 1 4 3
3 4

z i
i

− +
+

. 

w i−  = 3  ⇔   1 4 3
3 4

z i ii
− +

−
+

 = 3  ⇔   
2

1 4 3 3 4
3 4

z i i i
i

− + − −
+

 = 3  ⇔   1

3 4
z

i+
 = 3  ⇔   1

3 4
z

i+
 = 

3  ⇔   1

2 23 4

z

+
 = 3  ⇔   1

5
z  = 3  ⇔   1z  = 15. 

 
β) Είναι   z2 = w2 – 2wi – 1 = w2 – 2wi + i2 = (w–i)2. 
Επομένως   2z  = 2( )w i−  = 2w i−  = 32 = 9. 

 
 

 
 

Απόδειξης ισοτήτων και ανισοτήτων οι οποίες περιέχουν 
μέτρα μιγαδικών αριθμών. 

  

 Σε ισότητες ή ανισότητες με μέτρα μιγαδικών χρησιμοποιούμε την ιδιότητα  2z = zz ⋅ . 
♦ Αν χρειάζεται υψώνουμε πρώτα στο τετράγωνο και μετά εφαρμόζουμε την ιδιότη-

τα. 
♦ Αν δίνεται ισότητα τριών ή περισσότερων μέτρων μιγαδικών αριθμών, ονομάζουμε 

καθένα  ρ > 0 , υψώνουμε στο τετράγωνο και μετά εφαρμόζουμε την ιδιότητα 
 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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2.9. Αν  z∈  ,  δείξτε ότι: z+4  = z−2 1  ⇔  z−2  = 3. 
ΛΥΣΗ: 

            Είναι                    4z+  = 2 1z−   ⇔   24z+  = 22 1z−   ⇔  

                   (z+4) ( 4)z+  = (2z–1) (2 1)z−   ⇔   (z+4)( z +4) = (2z–1)(2 z –1)  ⇔  
z z  + 4z + 4 z  + 16 = 4z z  – 2z – 2 z  + 1  ⇔   –3z z  + 6z + 6 z  + 15 = 0  ⇔  
                                 z z  – 2z – 2 z  –5 = 0  ⇔   z z  – 2z – 2 z  = 5  ⇔  
                                z z  – 2z – 2 z  + 4 = 9  ⇔   z( z –2) – 2( z –2) = 9  ⇔  
                                          ( z –2)(z–2) = 9  ⇔   (z–2) ( 2)z−  = 9  ⇔  

                                                  22z− = 9  ⇔   2z− = 3. 
 
 

2.10. Αν  z∈  ,  δείξτε ότι: z 1−  + z 2−  ≤  z  + z 3− . 
ΛΥΣΗ: 
Είναι                                    1−z + 2−z  ≤  z + 3−z                                    ⇔  
                                         ( 1−z + 2−z )2 ≤  ( z + 3−z )2                               ⇔  

                   21z− + 2 1−z 2−z + 22z−  ≤  2z + 2 z 3−z + 23z−             ⇔  

     (z–1)( z –1) + 2 2 3 2z z− + +(z–2)( z –2) ≤  z z + 2 2 3z z− + (z–3)( z –3)   ⇔  

z z –z– z +1+2 2 3 2z z− + + z z –2z–2 z +4 ≤  z z +2 2 3z z− + z z –3z–3 z +9   ⇔  

                                               2 2 3 2z z− +  ≤  2 2 3z z− +4                       ⇔  

                                                 2 3 2z z− +  ≤  2 3z z− +2  ,  ισχύει , άρα αποδείχθηκε. 
 
 

2.11. Θεωρούμε τους μιγαδικούς  z1 , z2 , … , zκ  διαφορετικούς ανά δύο οι οποίοι έχουν ίσα 
μέτρα. Να αποδείξετε ότι ο  w  είναι πραγματικός όταν 

         w = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2ν
1 2

1 2

+z z
z z−

+ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2ν
2 3

2 3

+z z
z z−

+ … + ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2ν
1

1

+κ κ

κ κ

z z
z z

−

− −
,  ν  θετικός ακέραιος. 

ΛΥΣΗ: 
Έστω ότι:  1z  = 2z  = … = zκ  = ρ. 

Αν  1 ≤ λ ≤ κ–1  τότε:  λz  = ρ ⇔  2
λz = ρ2 ⇔  zλ . λz  = ρ2 ⇔  λz  = 

2

λ

ρ
z    και   1λz +  = 

2

+1λ

ρ
z . 

2
1

1

ν
λ λ

λ λ

z z
z z

+

+

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= 
2

1

1

ν

λ λ

λ λ

z z
z z

+

+

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= 
2

1

1

ν
λ λ

λ λ

z z
z z

+

+

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

= 

22 2

1
2 2

1

ν

λ λ

λ λ

ρ ρ
z z
ρ ρ
z z

+

+

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 

22
1

1
2

1

1

( )

( )

ν

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

ρ z z
z z

ρ z z
z z

+

+

+

+

⎛ ⎞+
⎜ ⎟⋅⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

 = 
2

1

1

ν
λ λ

λ

z z
z zλ

+

+

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

= 
2

1

1

ν
λ λ

λ λ

z z
z z

+

+

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  Επομένως  w  = w , οπότε ο  w  είναι πραγματικός αριθμός. 

 
 

 
 

Απόδειξης ότι ένας μιγαδικός αριθμός είναι πραγματικός ή 
φανταστικός χρησιμοποιώντας μέτρα. 

  

 Ένας επι πλέον τρόπος για να αποδείξουμε ότι ένας μιγαδικός αριθμός  z  είναι πραγμα-

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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τικός ή φανταστικός, είναι να δείξουμε ότι: 

 2z = z2   για να είναι ο  z  πραγματικός. 

 2z  = –z2   για να είναι ο  z  φανταστικός 

 
2.12. α)  Δείξτε ότι:  z 2 = z2  ⇔   z∈ . 

β)  Για τον μη μηδενικό αριθμό  z  ισχύουν οι σχέσεις: z
3  = z −2z   και   z

3 = z−2 z . 

Να δείξετε ότι ο  z  είναι πραγματικός. 
ΛΥΣΗ: 

α)  2z = z2  ⇔   z z = z2  ⇔   z z – z2 =0  ⇔   z( z – z) = 0  ⇔   z=0  ή  z = z  ⇔   z∈ . 

β)  3
z  = z  – 2z ⇔  

z
3  = z  – 2z ⇔  z ( z  – 2z) = 3 ⇔  2z – 2 z z = 3⇔ 2z = 3+2 z z. 

z
3  = z – 2 z  ⇔  z(z – 2 z ) = 3 ⇔  z2 – 2 z z = 3⇔  z2 = 3+2 z z. 

Επομένως  2z  = z2 .  Άρα ο  z  είναι πραγματικός. 
 

 
 

Εύρεσης γεωμετρικών τόπων ή απόδειξης σχέσεων όταν τα 
μέτρα τους επαληθεύουν κάποιες σχέσεις. 

  

 Προκειμένου να βρούμε μήκη τμημάτων των οποίων τα άκρα είναι εικόνες μιγαδικών, 
βρίσκουμε το μέτρο της διαφοράς τους. 
Τις περισσότερες φορές τα προβλήματα αυτά λύνονται ευκολότερα γεωμετρικά. Γι’ αυ-
το σχεδιάζουμε στο μιγαδικό επίπεδο τις περιοχές στις οποίες βρίσκονται οι μιγαδικοί 
που παρουσιάζονται και χρησιμοποιώντας γεωμετρικές προτάσεις προσπαθούμε να 
φθάσουμε στο αποτέλεσμα. Θα πρέπει να έχουμε υπ’ όψη μας τις δύο βασικές περιπτώ-
σεις  0z z−  = ρ  και  1z z−  = 2z z−  στις οποίες ο γεωμετρικός τόπος των  z  είναι ο 
κύκλος με κέντρο την εικόνα του  z0  και ακτίνα  ρ  καθώς και η μεσοκάθετος του τμή-
ματος με άκρα τις εικόνες των  z1  και  z2  αντίστοιχα. 

 
2.13.  Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w  ισχύουν οι σχέσεις: 

                       z w−  = z w+       και       z = w . 
Να αποδείξετε ότι  z = –w. 

ΛΥΣΗ: 
1ος τρόπος  (γεωμετρικός) 
Έστω  Α  και  Β  οι εικόνες των  z  και  w  μιγαδικό επίπεδο. OA   και  OB   είναι οι αντίστοι-
χες διανυσματικές ακτίνες των  Α  και  Β. Τότε: 

z w−  = z w+  ⇔  OA OB−  = OA OB+  ⇔  OA ↑↓ OB    και 

z = w  ⇔  OA = OB . Δηλαδή τα διανύσματα  OA   και  OB   είναι αντίρροπα και έχουν 
ίσα μέτρα. Επομένως τα σημεία  Α  και  Β  είναι συμμετρικά ως προς το  Ο, οπότε  z = –w. 
 
2ος τρόπος  (αλγεβρικός) 
Έστω  z = α+βi  και  w = γ+δi. Έχουμε  z = w  ⇔  2z = 2w  ⇔  α2 + β2 = γ2 + δ2. 

Είναι  z w−  = z w+  ⇔  2z w−  = 2z w+  ⇔  ( z – w )2 = (z+w) ( )z w+  ⇔   

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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2z –2 z w⋅ + 2w = (z+w)( z + w ) ⇔  z z –2 2z + w w = z z + z w  + w z  + w w  ⇔   

–2 2z = z w  + zw  ⇔  –2 2z = 2Re(z w ) ⇔  2z = –Re(z w )  (1)  
Είναι  z w  = (α+βi)(γ–δi) = αγ – αδi + βγi + βδ = (αγ+βδ) + (βγ–αδ)i.  
Η  (1) ⇔  α2 + β2 = –(αγ + βδ)  
Έχουμε  (α + γ)2 + (β + δ)2 = α2 + 2αγ + γ2 + β2 + 2βδ + δ2 = 2(α2 + β2) + 2(αγ + βδ)  
= –2(αγ + βδ) + 2(αγ + βδ) = 0. Άρα  α + γ = 0  και  β + δ =0 ⇔  α = –γ  και  β = –δ  οπότε   
z = –w. 
 
 

2.14.  Αν  w *∈   να αποδείξετε ότι οι εικόνες των  w , – 2
w + 3

2
iw  , – 2

w – 3
2

iw   στο μιγαδι-

κό επίπεδο, είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου. 
ΛΥΣΗ: 

Έστω  z1 = w , z2 = – 2
w + 3

2
iw   και  z3 = – 2

w – 3
2

iw   με εικόνες  Α, Β  και  Γ  αντίστοιχα στο 

μιγαδικό επίπεδο. Τότε   

(ΑΒ) = 1 2z z−  = 3
2 2
w iww ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = 3

2 2
w iww+ −  = 3 3

2 2
w iw−  = 3 3

2 2
iw⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

= w 3 3
2 2

i−  = w 9 3
4 4+  = w ⋅ 3 . 

(ΑΓ) = 1 3z z−  = 3
2 2
w iww ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = 3

2 2
w iww+ +  = 3 3

2 2
w iw+  = 3 3

2 2
iw⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

= w 3 3
2 2

i+  = w 9 3
4 4+  = w ⋅ 3 . 

(ΒΓ) = 2 3z z−  =  3 3
2 2 2 2
w iw w iw⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 = 3 3

2 2 2 2
w iw w iw− + + +  = 2 3

2
iw  = 3iw   

= w ⋅ 3 . 
Επομένως, (ΑΒ) = (ΑΓ) = (ΒΓ)  δηλαδή το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 
 
 

2.15. Δίνεται η συνάρτηση  f (z) = 2z−  + 4z+ i   με  z∈ . Να βρείτε: 
α)  Την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης. 
β)  Τους μιγαδικούς  z  για τους οποίους η  f  παίρνει την ελάχιστη τιμή της. 
γ)  Από τους προηγούμενους μιγαδικούς  z  να βρείτε αυτόν με το ελάχιστο μέτρο, καθώς 
και το ελάχιστο μέτρο του. 

ΛΥΣΗ: 
α) Είναι  f (z) = 2z−  + 4z i+  = 2 z−  + 4z i+  ≥  (2 ) ( 4 )z z i− + +  = 2 4z z i− + +  = 2 4i+  

= 2 22 4+ = 4 16+ = 20 = 2 5 = f (2). Άρα η ελάχιστη τιμή της  f  είναι  2 5 . 
 
β) Είναι  f (z) = 2z−  + 4z i+  = 2z−  + ( 4 )z i− −  = (ΜΑ) + (ΜΒ) 
≥  (ΑΒ) = 2 5 . Άρα η  f  παίρνει την ελάχιστη τιμή της για εκεί-
νους μόνο τους μιγαδικούς  z  για τους οποίους ισχύει η ισότητα, 
δηλαδή αν και μόνο αν  (ΜΑ) + (ΜΒ) = (ΑΒ), αν και μόνο αν  η ει-
κόνα  Μ  του  z  βρίσκεται στο ευθύγραμμο τμήμα  ΑΒ. Ο συντελε-
στής διεύθυνσης της ευθείας  ΑΒ  είναι   

λΑΒ = Α Β

Α Β

y y
x x
−
−

 = 0 4
2 0
+
−

 = 2. Η εξίσωσή της είναι  y – yΑ = λΑΒ(x – xΑ)  
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⇔   y – 0 = 2(x–2)  ⇔   y = 2x – 4.  
Οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι  z = α + (2α – 4)i ,  με  α∈ [0,2]. 

 
γ) 1ος τρόπος:  Είναι  z  = 2 2(2 4)α α+ −  = 2 24 16 16α α α+ − +  = 25 16 16α α− + . Το μέτρο 
του  z  γίνεται ελάχιστο αν και μόνο αν το τριώνυμο  φ(α) = 5α2 – 16α + 16  πάρει την ελάχι-
στη δυνατή τιμή. Αυτό γίνεται αν και μόνο αν  α = – 16

2 5
−
⋅

 = 8
5 ∈ [0,2]. Άρα ο ζητούμενος  z  

είναι ο  z = 8
5  + (2 8

5⋅  – 4)i = 8
5  + ( 16

5  – 4)i = 8
5  – 4

5 i. 

Το μέτρο του είναι  z  = ( ) ( )2 28 4
5 5+ −  = 64 16

25 25+  = 80
25  = 4 5

5 . 

2ος τρόπος:  Ο ζητούμενος μιγαδικός είναι αυτός με εικόνα το σημείο  Μ, όπου  ΟΜ⊥ ΑΒ. 
Είναι  λΟΜ.λΑΒ = –1 ⇔  λΟΜ.2 = –1 ⇔  λΟΜ = – 1

2 . Η εξίσωση της ευθείας  ΟΜ  είναι: 

y – yΟ = λΟΑ(x – xΟ)  ⇔   y – 0 = – 1
2 (x – 0)  ⇔   y = – 1

2 x. Για να βρούμε το σημείο τομής 

των ευθειών  ΑΒ  και  ΟΜ  θα λύσουμε το σύστημα 
1
2

2 4

y x

y x

⎧ =−⎪
⎨
⎪ = −⎩

 ⇔  
1
2

1 2 42

y x

x x

⎧ =−⎪
⎨
⎪− = −⎩

 ⇔  
1
2

4 8

y x

x x

⎧ =−⎪
⎨
⎪− = −⎩

 ⇔  
1
2

5 8

y x

x

⎧ =−⎪
⎨
⎪ =⎩

 ⇔  
1 8 4
2 5 5

8
5

y

x

⎧ =− ⋅ =−⎪
⎨
⎪ =⎩

. 

Άρα  Μ( 8
5 , – 4

5 ). Επομένως ο ζητούμενος μιγαδικός είναι ο  z = 8
5  – 4

5 i  και  z  = 4 5
5 . 

 
 

2.16. Θεωρούμε τους μιγαδικούς  z  για τους οποίους ισχύει  4+3z i− ≤ 2.  
α)  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
β)  Να αποδείξετε ότι   3 ≤ z ≤ 7. 

ΛΥΣΗ: 

 
α) Είναι  4 3z i− + ≤  2  ⇔   (4 3 )z i− − ≤  2. Άρα ο γεωμε-
τρικός τόπος των  z  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ο κυκλικός 
δίσκος με κέντρο το  Κ(4,–3)  και ακτίνα  ρ = 2. 
 
β)  1ος τρόπος  (γεωμετρικός) 
Έστω  Μ  ένα σημείο του κύκλου  (Κ, ρ)  και  Α, Β  τα ση-
μεία στα οποία η ευθεία  ΟΚ  τέμνει τον κύκλο. Έχουμε   
(ΟΚ) = 2 2(4 0) ( 3 0)− + − −  = 16 9+  = 25  = 5. 
Είναι  (ΟΑ) ≤  (ΟΜ) ≤  (ΟΒ)  ⇔   (ΟΚ) – (ΚΑ) ≤  (ΟΜ) ≤  
(ΟΚ) + (ΚΒ) ⇔  

(ΟΚ) – ρ ≤  (ΟΜ) ≤  (ΟΚ) + ρ ⇔  5 – 2 ≤  z  ≤  5 + 2 ⇔  3 ≤  z  ≤  7. 
Η μέγιστη τιμή του  z   είναι  7, ενώ η ελάχιστη τιμή του είναι  3. 
2ος τρόπος  (αλγεβρικός) 
Είναι  4 3z i− + ≤  2  ⇔   ( 4 3 )z i+ − + ≤  2. 

4 3z i− − + ≤ ( 4 3 )z i+ − + = 4 3z i− + ≤  2. Επομένως,  
4 3z i− − + ≤  2 ⇔  5z − ≤ 2 ⇔  –2 ≤ z –5 ≤ 2 ⇔  –2 + 5 ≤ z ≤ 2 + 5 ⇔  3 ≤ z ≤ 7. 
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2.17. Θεωρούμε τους μιγαδικούς  z  για τους οποίους ισχύει  10+5 +2i z ≤ 5 . Να βρείτε 
α)  το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
β)  τους μιγαδικούς που ικανοποιούν την προηγούμενη σχέση και έχουν τη μεγαλύτερο 
και το μικρότερο δυνατό μέτρο. 

ΛΥΣΗ: 

α) Είναι  10 5 2i z+ + ≤  5   ⇔   5
2

2( 5 )z i+ + ≤  

5   ⇔   2 5
2

5z i+ + ≤  5   ⇔   5
2

( 5 )z i− − − ≤  

5
2 . Άρα ο γεωμετρικός τόπος των  z  στο 

μιγαδικό επίπεδο είναι ο κυκλικός δίσκος με 

κέντρο το  Κ(–5,– 5
2 )  και ακτίνα  ρ = 5

2 . 

 
β)  1ος τρόπος  (γεωμετρικός) 
Έστω  Μ  ένα σημείο του κύκλου  (Κ,ρ)  και  Α, Β  τα σημεία στα οποία η ευθεία  ΟΚ  τέμνει 
τον κύκλο. Είναι  (ΟΑ) ≤  (ΟΜ) ≤  (ΟΒ)  άρα οι ζητούμενοι μιγαδικοί είναι αυτοί με εικόνες 

τα  Α  και  Β. Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας  ΟΚ  είναι  λΟΚ = K Ο

K Ο

y y
x x

−
−

 = 
5 02
5 0

− −

− −
  

= 1
2 . Η εξίσωσή της είναι  y – yΟ = λΟΚ(x – xΟ)  ⇔   y – 0 = 1

2 (x – 0)  ⇔   y = 1
2 x. 

Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας  ΟΚ  και του κύκλου με κέντρο  Κ  θα λύσουμε 

το σύστημα  
2 2

1
2

5 5( 5) ( )2 4

y x

x y

⎧ =⎪
⎨
⎪ + + + =⎩

 ⇔  
( )2

2

1
2

1 5 5( 5) 2 2 4

y x

x x

⎧ =
⎪
⎨
⎪ + + + =
⎩

 ⇔  
( )2

2

1
2

5 5( 5) 2 4

y x

xx

⎧ =
⎪
⎨

+⎪ + + =
⎩

 ⇔  

2
2

1
2

( 5) 5( 5) 4 4

y x

xx

⎧ =
⎪
⎨ +⎪ + + =⎩

 ⇔  
2 2

1
2

4( 5) ( 5) 5

y x

x x

⎧ =⎪
⎨
⎪ + + + =⎩

 ⇔  
2

1
2

5( 5) 5

y x

x

⎧ =⎪
⎨
⎪ + =⎩

 ⇔  
2

1
2

( 5) 1

y x

x

⎧ =⎪
⎨
⎪ + =⎩

 ⇔  

2

1
2

( 5) 1

y x

x

⎧ =⎪
⎨
⎪ + =⎩

 ⇔  
1 1
2 2η

5 1 5 1

y x y x

x x

⎧ = =⎪
⎨
⎪ + = + =−⎩

 ⇔  
1 1( 4) ( 6)2 2η

4 6

y y

x x

⎧ = − = −⎪
⎨
⎪ =− =−⎩

 ⇔  
2 3

η
4 6

y y
x x
=− =−⎧

⎨ =− =−⎩
. 

Άρα  Α(–4, –2)  και  Β(–6, –3). Επομένως ο μιγαδικός με το ελάχιστο μέτρο είναι ο  z = –4–
2i  και ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο  z = –6 – 3i. 

 
2ος τρόπος  (αλγεβρικός) 

Είναι  z = ( ) ( )5 5
2 2

5 5z i i+ + + − − ≤ 5
2

5z i+ + + 5
2

5 i− − ≤ 5
2 + 2525 4+  = 5

2 + 5 25
4
⋅   

= 5
2 + 5 5

2  = 6 5
2  = 3 5 . Άρα το μέγιστο μέτρο του  z  είναι  3 5   και το έχουν οι μιγα-

δικοί για τους οποίους ισχύουν οι ισότητες στις παραπάνω σχέσεις. Δηλαδή είναι μόνο οι μι-
γαδικοί για τους οποίους ισχύει:   
z + 5 + 5

2 i = λ(–5– 5
2 i) ⇔  z = –5λ – 5

2
λ i – 5 – 5

2 i ⇔  z = (–5λ–5) + (– 5
2
λ – 5

2 )i , όπου  λ > 0 
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και  5
2

5z i+ +  = 5
2   ⇔   ( )5 5 5

2 2 2
( 5 5) 5λλ i i− − + − − + +  = 5

2   ⇔   

5 5 5
2 2 2

5 5 5λλ i i i− − − − + +  = 5
2   ⇔   5

2
5 λλ i− −  = 5

2   ⇔   
2

2 2525 4
λλ +  = 5

2   ⇔   

25 25
4
λ⋅  = 5

2   ⇔   5 5
2
λ  = 5

2   ⇔   λ  = 1
5   ⇔   λ = 1

5 . 

Επομένως ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο  z = (–5 1
5⋅ –5) + (– 5 1

2 5⋅ – 5
2 )i = –6–3i. 

Επίσης  z = ( ) ( )5 5
2 2

5 5i z i− − + + + ≥ 5 5
2 2

5 5i z i− − − + + ≥ 5 5 5
2 2−  = 4 5

2  = 2 5 . 

Άρα το ελάχιστο μέτρο του  z  είναι  2 5   και το έχουν οι μιγαδικοί για τους οποίους ισχύ-
ουν οι ισότητες στις παραπάνω σχέσεις. Δηλαδή είναι μόνο οι μιγαδικοί για τους οποίους ι-
σχύει:   

z+5+ 5
2 i = λ(–5– 5

2 i)  ⇔   z = –5λ– 5
2
λ i – 5 – 5

2 i  ⇔   z = –5(λ+1) – 5( 1)
2
λ+ i , όπου  λ < 0 

και  5
2

5z i+ +  = 5
2   ⇔   5 5 5

2 2 2
5 5 5λλ i i i− − − − + +  = 5

2   ⇔   5
2

5 λλ i+  = 5
2   ⇔   

2
2 2525 4

λλ +  = 5
2   ⇔   

25 25
4
λ⋅  = 5

2   ⇔   5 5
2
λ  = 5

2   ⇔   λ  = 1
5   ⇔   λ = – 1

5 . 

Επομένως ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο  z = –5(– 1
5 +1) – 5

2 (– 1
5 +1)i = –4–2i. 

 
 

2.18. Δύο μιγαδικοί αριθμοί  z  και  w  ικανοποιούν τις σχέσεις:  z−4 ≤ 2  και  w i3− ≤ 1. 
α)  Που βρίσκονται οι  z, w  στο μιγαδικό επίπεδο; 
β)  Να αποδείξετε ότι   2 ≤ z w− ≤ 8. 

γ)  Να βρείτε τους μιγαδικούς  z, w  για τους οποίους το  z w−   παίρνει την ελάχιστη και 
τη μέγιστη τιμή αντίστοιχα. 

ΛΥΣΗ: 
 

α) Είναι  4z− ≤  2  και  3w i− ≤  1. Άρα ο γεωμετρικός 
τόπος των  z  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ο κυκλικός δί-
σκος με κέντρο το  Κ(4,0)  και ακτίνα  ρ1 = 2, ενώ ο γεω-
μετρικός τόπος των  w  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ο κυ-
κλικός δίσκος με κέντρο το  Λ(0,3)  και ακτίνα  ρ2 = 1. 
 
β)  1ος τρόπος  (γεωμετρικός) 
Έστω  Μ , Ν  δύο σημεία των κύκλων  (Κ,ρ1)  και  (Λ,ρ2)  
αντίστοιχα. Η ευθεία  ΚΛ  τέμνει τον κύκλους στα ση-
μεία  Α, Β, Γ  και  Δ  όπως φαίνεται στο σχήμα. Έχουμε  

(ΚΛ) = 2 2(4 0) (0 3)− + −  = 16 9+  = 25  = 5. 
Είναι  (ΒΓ) ≤  (ΜΝ) ≤  (ΑΔ)  ⇔   (ΚΛ) – (ΚΒ) – (ΛΓ) ≤  (ΜΝ) ≤  (ΚΛ) + (ΚΑ) + (ΚΔ) ⇔  
(ΚΛ) – ρ1 – ρ2 ≤  (ΜΝ) ≤  (ΚΛ) + ρ1 + ρ2  ⇔  5 – 2 – 1 ≤  z w−  ≤  5 + 2 + 1  ⇔   
2 ≤  z w−  ≤  8. 
Η μέγιστη τιμή του  z w−   είναι  8, ενώ η ελάχιστη τιμή του είναι  2. 
2ος τρόπος  (αλγεβρικός) 
Είναι  z w− = ( 4) (4 3 ) (3 )z i i w− + − + − ≤ 4z− + 4 3i− + 3i w− ≤  2 + 5 + 1 = 8. 
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Ακόμα  z w− = ( 4) (4 3 ) (3 )z i i w− + − + − ≥ 4 3i− –( 4z− + 3i w− ) 
= 4 3i− – 4z− – 3i w− ≥  5 – 2 – 1 = 2. 
Άρα  2 ≤ z w− ≤  8. 

γ)  Ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας  ΚΛ  είναι  λΚΛ = K Λ

K Λ

y y
x x

−
−

 = 0 3
4 0
−
−

 = – 3
4 . 

Η εξίσωσή της είναι  y – yΚ = λΚΛ(x–xΚ)  ⇔   y – 0 = – 3
4 (x–4)  ⇔   y = – 3

4 x + 3. 

Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας  ΚΛ  και του κύκλου με κέντρο  Κ  θα λύσουμε 

το σύστημα  
2 2

3 34
( 4) 4

y x

x y

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ − + =⎩

 ⇔  
( )2

3 34
3( 4) 3 44

y x

x x

⎧ =− +
⎪
⎨
⎪ − + − + =
⎩

 ⇔  
( )2

2

3 34
12 3( 4) 44

y x

xx

⎧ =− +
⎪
⎨

−⎪ − + =
⎩

 ⇔  

2
2

3 34
3( 4)( 4) 44

y x

xx

⎧ =− +
⎪
⎨ −⎛ ⎞⎪ − + =⎜ ⎟
⎩ ⎝ ⎠

 ⇔  2
2

3 34
9( 4)( 4) 416

y x

xx

⎧ =− +
⎪
⎨ −⎪ − + =⎩

 ⇔  
2 2

3 34
16( 4) 9( 4) 4 16

y x

x x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ − + − = ⋅⎩

 ⇔  

2

3 34
25( 4) 4 16

y x

x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ − = ⋅⎩

 ⇔  
2

3 34
4 16( 4) 25

y x

x

⎧ =− +⎪
⎨ ⋅⎪ − =⎩

 ⇔  
3 33 34 4η

2 4 2 44 45 5

y x y x

x x

⎧ =− + =− +⎪
⎨ ⋅ ⋅⎪ − = − =−⎩

 ⇔  

3 28 3 123 34 5 4 5η
28 12
5 5

y y

x x

⎧ =− ⋅ + =− ⋅ +⎪
⎨
⎪ = =⎩

 ⇔  
6 6
5 5η

28 12
5 5

y y

x x

⎧ =− =⎪
⎨
⎪ = =⎩

. Άρα  Α( 28
5 ,– 6

5 )  και  Β( 12
5 , 6

5 ). 

Για να βρούμε τα σημεία τομής της ευθείας  ΚΛ  και του κύκλου με κέντρο  Λ  θα λύσουμε 

το σύστημα  
2 2

3 34
( 3) 1

y x

x y

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ + − =⎩

 ⇔  
2 2

3 34
3( 3 3) 14

y x

x x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ + − + − =⎩

 ⇔  
2 2

3 34
9 116

y x

x x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ + =⎩

 ⇔  
2 2

3 34
16 9 16

y x

x x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ + =⎩

 

⇔
2

3 34
25 16

y x

x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ =⎩

⇔
2

3 34
16
25

y x

x

⎧ =− +⎪
⎨
⎪ =⎩

⇔
( )3 43 4 33 4 54 5 η

4 4
5 5

yy

x x

⎧ =− ⋅ − +=− ⋅ +⎪
⎨
⎪ = =−⎩

⇔
12 18
5 5η
4 4
5 5

y y

x x

⎧ = =⎪
⎨
⎪ = =−⎩

.

Άρα  Γ( 4
5 , 12

5 )  και  Δ(– 4
5 , 18

5 ). 

Αρα οι μιγαδικοί  z, w  με το ελάχιστο z w−  είναι οι  z = 12
5 + 6

5 i  και  w = 4
5 + 12

5 i  και οι 

μιγαδικοί  z, w  με το μέγιστο  z w−   είναι οι  z = 28
5 – 6

5 i  και  w = – 4
5 + 18

5 i. 

 
2.19. Αν για το μιγαδικό αριθμό  z  ισχύουν  z−1 ≤ 1  και  z−2  = 1, να βρείτε τη μέγιστη και 

την ελάχιστη τιμή του μέτρου του  z. 
ΛΥΣΗ: 

Επειδή  1z− ≤  1  και  2z− = 1, οι εικόνες  z  στο 
μιγαδικό επίπεδο θα βρίσκονται στον κυκλικό δίσκο 
με κέντρο το  Λ(1,0)  και ακτίνα  ρ = 1 καθώς επίσης 
και στον κύκλο με κέντρο το  Κ(2,0)  και ακτίνα   
ρ = 1. Επομένως, οι εικόνες των  z  θα βρίσκονται στο 
τόξο ΑΛΒ . Από αυτούς οι μιγαδικοί με το μέγιστο 
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μέτρο είναι αυτοί που έχουν εικόνες τα σημεία  Α  και  Β, ενώ το ελάχιστο μέτρο το έχει αυ-
τός με εικόνα το  Λ. Η γωνία  ΟΑΚ = 900  γιατί είναι εγγεγραμμένη στο κύκλο  (Λ, ρ)  και 
βαίνει σε ημικύκλιο. Είναι  ΟΚ = 2, ΑΚ = 1   οπότε   
ΟΑ = 2 2ΟΚ ΑΚ−  = 2 22 1−  = 4 1−  = 3 . Άρα η μέγιστη τιμή του  z   είναι  3 , ενώ η 
ελάχιστη τιμή του είναι  1. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
2.20. Να βρείτε το μέτρο των μιγαδικών: 

α) z1 = 
5

6
( 3 )
(1 )

i
i
−
+

                                              β) z2 = (1 ) (1 2 )(1 3 )
(1 )(2 )(3 )

i i i
i i i

+ + +
− − −

  

[Απ.α)4 β)1] 

 
2.21. Να βρείτε το μέτρο των μιγαδικών: 

α)  z1 = 7 + i(2–i) – (1–2i)(3+i) – 6i                                           β)  z2 = 
3

2
(1 )
(1 )

i
i

+
−

 – 1 

γ)  z3 = 2
1

i
i

+
−

 + ( )21 2
1

i
i

+
+

                                                              δ)  z4 = 
2(1 3 )

1
i
i

−
+

 – (3 )(3 )
2
i i

i
− +

−
   

[Απ.α) 10  β) 5  γ) 61 /2 δ) 122 ] 

 
2.22. Να βρείτε το μέτρο του μιγαδικού αριθμού  z, αν: 
α) z2 + 169i = 0                               β) z3 – 125i = 0                               γ) z4 + 81i = 0   

δ)  z5 – 1
32 i = 0                              ε)  z2004 + i = 0  

[Απ.α)13 β)5 γ)3 δ) 1
2
 ε)1] 

 

2.23. Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w  δίνεται ότι  3
2

z− = 2  και  w = 9 2
9 6

z
z

+
−

.  

Να αποδείξετε ότι  1
3

w+  = 1. 

 
2.24. Θεωρούμε τους μιγαδικούς    z = 3α + 2(1 – 2α)i ,  α∈ . 
α)  Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ευθεία 
με εξίσωση  4x + 3y = 6. 

β)  Για όλους τους παραπάνω μιγαδικούς  z  ισχύει ότι   z ≥  1,2. 
 
2.25. Θεωρούμε τους μιγαδικούς   z = (λ – 3) + 2(2 + λ)i ,  λ∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο είναι ευθεία 
με εξίσωση  2x – y + 10 = 0. 

β) Για όλους τους παραπάνω μιγαδικούς  z  ισχύει ότι   z ≥  2 5 . 
γ) Να βρείτε ποιοί από τους παραπάνω μιγαδικούς  z  έχουν το ελάχιστο μέτρο. 

 
2.26. Θεωρούμε τον μιγαδικό αριθμό  z ≠ αi , όπου  α  θετικός πραγματικός αριθμός. Αν  z  = 1, να 

αποδείξετε ότι και ο  w = 
2 ( )z z α i
α iz
−
+

  έχει μέτρο  1. 
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2.27. Να αποδείξετε ότι ο μιγαδικός αριθμός  z0  με  0z ≠ 1  είναι αδύνατο να είναι ρίζα της εξίσω-
σης   1 + z + z2 + … + zν–1 = 0. 

 
2.28. Αν  z∈   και  z ≠ 1  τότε δείξτε ότι:  z  = 1   ⇔    1

1
z
z
+
−

∈ Ι. 

 
2.29. Αν  z∈   και  z ≠ – α , α *

+∈   τότε δείξτε ότι    z α
z α
−
+

∈ Ι  ⇔   z  = α. 

 
2.30. Για τους  z1, z2∈  ,  δείξτε ότι: 
α) 2

1 22z z+  + 2
2 12z z−  = 5( 2

1z  + 2
2z ). 

β)
2

1 2z αz+ + 2
2 1z αz−  =  (α2 + 1)( 2

1z  + 2
2z ) , α∈ . 

 
2.31. Αν  z∈ , να αποδείξτε ότι:  
α)  2z iz+  = 2 2z + 2.Im(z2)                                        β)  2z iz−  = 2 2z – 2.Im(z2). 

 
2.32. Αν  z∈   δείξτε ότι:   2 1z−  = 2z−   ⇔   z  = 1. 
 
2.33. Αν  z∈   δείξτε ότι:    16z+  = 4 1z+   ⇔   z  = 4. 
 
2.34. Έστω ότι για τον μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει:  (5z – 1)5 = (z – 5)5. 
α)  5 1z−  = 5z−                                                        β)  z  = 1 
γ)  Αν  w = 5z + 1 , να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων  Μ(w)  στο μιγαδικό επίπεδο. 

 
2.35. Αν  z∈   δείξτε ότι:    8z−  = 3 z   ⇔   1z+  = 3. 
 
2.36. Αν  z∈   δείξτε ότι:    10z−  = 3 2z−   ⇔   1z−  = 3. 
 
2.37. Αν  z∈   τότε δείξτε ότι:  3z+  = 2 z i+   ⇔   3 3 4z i− +  = 2 10 . 
 
2.38. Για τον  z∈  ,  δείξτε ότι: 
α) 5z i−  = 5iz+   ⇔   z  = 1                               β) αz i−  = iz α+  ⇔  z  = 1  με  α∈ –{–1,1}. 
 
2.39. Για τον  z∈  ,  δείξτε ότι: 
α)  9z−  = 9 1z−   ⇔   z  = 1                                                       β)  4 1z−  = 4z−   ⇔   z  = 1. 
γ)  z α−  = 1αz−   ⇔   z  = 1  με  α∈ –{–1,1}. 
 
2.40. Για τον  z∈  ,  δείξτε ότι: 
α)  49z+  = 7 1z⋅ +   ⇔   z  = 7                            β)  2z α+  = α 1z⋅ +   ⇔   z  = α   με  0 ≤  α ≠ 1. 

 
2.41. Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών  z  που ικανοποιούν την ισότητα  (4 – z)10 = z10  
ανήκουν στην ευθεία με εξίσωση  x = 2. 

 
2.42. Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w  ισχύει η ισότητα:  100z w+  = 100z w− . Να αποδείξτε ότι: 

α) z w+  = z w−                                  β) z ⋅ w + z w⋅  = 0                                 γ) Re( z ⋅ w) = 0 
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2.43. Έστω  z, w *∈ . Να αποδείξτε ότι:   z w+  = z w−   αν και μόνο αν  z

w ∈ Ι. 

 
2.44. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z ≠ 1

2i   και  w = 2
2 1
z i
i z
+
⋅ −

. Να δείξετε ότι το μέτρο του  

w  ισούται με  1  αν και μόνο αν το μέτρο του  z  είναι ίσο με  1. 
 
2.45. Έστω  z∈ ,  με  z2 + z + 1 = 0. Να αποδείξετε ότι   z  = 1z+  =1. 
 
2.46. Αν  z∈ ,  με  z  = 1z+  = 1, δείξτε ότι:  z2 + z + 1 = 0. 
 
2.47. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  τους  z1, z2. Δείξτε ότι 

2
1 2z z− ≤  (1+ 2

1z )(1+ 2
2z ) 

 
2.48. Αν  z∈   και  z ≤ 1

2
 ,  δείξτε ότι:  3(1 )i z iz− +  < 3

4
. 

 
2.49. Για κάθε  z∈   να αποδείξετε ότι:    1z −  + 3z +   ≤   6 + z  + 2z − . 
 

2.50. Για κάθε  z∈ ,  να αποδείξετε ότι:  
Re( ) Im( )

2
z z+

≤ z ≤ Re( )z  + Im( )z . 

Πότε ισχύει η ισότητα; 
Ποια είναι η γεωμετρική ερμηνεία της παραπάνω σχέσης; 

 
2.51. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z1 ,  z2 και  z3  με μέτρα  1 , 2  και  4  αντίστοιχα. Να αποδείξετε 
ότι: 

α)  z1 + z2 + z3 ≠  0                                                        β)  1 2 3z z z+ +  = 
1 2 3

1 4 16
z z z
+ + . 

 
2.52. Αν  z, w∈   και  z2 + w2 = 0 , τότε αποδείξτε ότι   z w+  = z w− . 
 
2.53. Αν οι μιγαδικοί αριθμοί  z1, z2  είναι  διάφοροι του  0  τότε να αποδείξετε τις επόμενες ισοδυ-
ναμίες: 

i)  1 2z z+  = 1z  + 2z   ⇔   1

2

z
z

 > 0                                  ii)  1 2z z−  = 1z  + 2z   ⇔   1

2

z
z

 < 0. 

iii)  1 2z z−  = 1 2z z+   ⇔   1

2

z
z

 < 0                               iv)  1 2z z−  = 1 2z z−   ⇔   1

2

z
z

 > 0. 

 
2.54. α) Να λύσετε την εξίσωση   z2 – (3 + 2i)z + 6i = 0. 
β) Έστω  f (z) = 1z z− + 2z z−   όπου  z1, z2, οι ρίζες της προηγούμενης εξίσωσης. Να βρείτε την 
ελάχιστη τιμή της  f. 

[Απ. α)3,2i β) 13 ] 

 
2.55. Αν  z∈ ,  δείξτε ότι:    1z+  + 2z+  ≤  z  + 3z+  
 
2.56. Αν  z∈ ,  δείξτε ότι:    2z+  + 3z+  ≤  1z+  + 4z+  
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2.57. Αν  z1, z2, z3
*∈   με  1z  = 2z  = 3z  = 1  και  z1 + z2 + z3 = 1,  να αποδείξετε ότι:   

1

1
z

 + 
2

1
z

 + 
3

1
z

 = 1. 

 
2.58. Αν  z1, z2, z3

*∈   με  1z  = 2z  = 3z  = α  και  z1 + z2 + z3 = α,  δείξτε ότι:   

1

1
z

 + 
2

1
z

 + 
3

1
z

 = 1
α . 

 
2.59. Οι μιγαδικοί αριθμοί  z, w, u  έχουν μέτρο 1. Να αποδείξετε ότι οι μιγαδικοί  z + w + u  και   

zw + wu + uz  έχουν ίσα μέτρα. 
 

2.60. Αν οι μιγαδικοί αριθμοί  z1, z2  έχουν ίσα μέτρα, τότε ο αριθμός  w = 1 2

1 2

( )ν
ν ν

z z
z z
+
+

 ,  ν∈ ,  είναι 

πραγματικός. 
 
2.61. Αν  z1, z2, z3∈   με  1z  = 2z  = 3z   και  z1z2 + z2z3 + z3z1 = 0,  δείξτε ότι   z1 + z2 + z3 = 0. 
 
2.62. Α. Αν  z1, z2, z3∈   με  1z  = 2z  = 3z   και  z1+ z2+ z3 = 0,  να αποδείξετε ότι: 

α) z1z2 + z2z3 + z3z1 = 0                       β) 2
1z + 2

2z + 2
3z  = 0                       γ) 3

1z  + 3
2z  + 3

3z  = 3z1.z2.z3. 
Β. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  w1, w2, w3 , διαφορετικούς ανά δύο, τέτοιους ώστε   

1 2w w−  = 2 3w w−  = 3 1w w− . 

Δείξτε ότι  2
1w  + 2

2w  + 2
3w  = w1w2 + w2w3 + w3w1. 

 
2.63. Αν  z1, z2, z3∈   με  z1 + z2 + z3 = 0  και  z1.z2 + z2.z3 + z3.z1 = 0,  δείξτε ότι  1z = 2z = 3z . 
 
2.64. α) Αν  z1, z2, z3∈  με  z1 + z2 + z3 = 0  και  2

1z  + 2
2z  + 2

3z  = 0  να αποδείξετε ότι:   
            1z  = 2z  = 3z . 
β) Στο μιγαδικό επίπεδο θεωρούμε τρίγωνο  ΑΒΓ, όπου οι κορυφές  Α, Β, Γ  είναι εικόνες των μι-
γαδικών  w1, w2  και  w3  αντίστοιχα, για τους οποίους ισχύει η σχέση: 
         2

1w + 2
2w + 2

3w  =  w1.w2 + w2.w3 + w3.w1 . 
Να δείξετε ότι το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 

 
2.65. Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w  ισχύουν οι σχέσεις: 

           z w+  = z  + w     και    z  = w . 
Να αποδείξετε ότι  z = w. 

 
2.66. Έστω  Α, Β, Γ  είναι οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών   

              z1 = 1 + 2i ,   z2 = 4 – 2i ,   z3 = 1 – 6i   
στο μιγαδικό επίπεδο αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισοσκελές. 

 
2.67. α) Να λύσετε, στο σύνολο  , την εξίσωση  z3 = 8. 
β) Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των ριζών της προηγούμενης εξίσωσης στο μιγαδικό επίπεδο 
σχηματίζουν ισόπλευρο τρίγωνο. 
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2.68. Αν  z1, z2∈  ,  με  z2 ≠ 0  και τα σημεία  Α, Β, Γ  είναι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z1+z2 ,  
z1 – z2 ,  z1 + z2i 3⋅  αντίστοιχα στο μιγαδικό επίπεδο, τότε το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ισόπλευρο. 

 
2.69. Αν  z∈  να δείξετε ότι η εξίσωση του κύκλου  0z z− = ρ ,  z0∈ ,  ρ∈   μπορεί να γραφεί 

ως  2z  = 2Re( 0z z⋅ ) + ρ2 – 2
0z . 

 
2.70. Να βρείτε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z  στο μιγαδικό επίπεδο, για τους οποίους 

ισχύει: 
α) z  = 3                                           β) 2z i−  = 1                                             γ) 3 4z i+ −  = 4  
δ) 2 4z i+ +  = 6                                ε) 12 3 2z i− −  = 3                                    στ) 2 6z i− −  = 5  

ζ) 2 2 1z iz− −  = 9  
 
2.71. Να βρείτε που ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών  z, για τους οποίους ισχύει: 

α) z  < 2                                          β) 3i z−  ≥  1                                           γ) 1 ≤  z  ≤  3  
δ) 2 < 8 2 4i z− −  < 6                       ε) 10 ≤  10 3 5i z+ −  < 30                      στ) 1z iz+ − ≥ 2 . 

 
2.72. Ένας μιγαδικός  z  ικανοποιεί τις σχέσεις:   (α) Re( )z ≤ 3      (β) Im( )z ≤ 3      (γ) z ≥ 3. 
Να γραμμοσκιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο την περιοχή στην οποία ανήκει ο  z  και να βρείτε το 
εμβαδόν της. 

[Απ. Ε=9(4-π)] 

 
2.73. Να βρείτε το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών  z  στο μιγαδικό επίπεδο, για τους οποίους 
ισχύει: 
α)  4z i−  = iz 2+                                                            β)  2z+  = 6z i−  
γ)  6 2z i− +  = 3 4i z− −                                                    δ) 4 4 12z i− +  = 16 2 4i z− −  

 
2.74. α) Να βρείτε την καμπύλη που διαγράφουν οι εικόνες των μιγαδικών  z  στο επίπεδο, οι οποίοι 
επαληθεύουν τη σχέση: 4z−  + 4z+  = 10. 
β) Να βρείτε την ελάχιστη και την μέγιστη τιμή που μπορεί να πάρει το  z . 

[Απ.α)
2x

25
+

2y
9
=1 β)ελάχιστη 3, μέγιστη 5] 

 
2.75. α) Να βρείτε την καμπύλη που διαγράφουν οι εικόνες των μιγαδικών  z  στο επίπεδο, οι οποίοι 

ικανοποιούν την ισότητα:  1
5z i−

 + 1
5z i+

 = 2
26

25z +
. 

β) Αν  z1 , z2  δύο από τους μιγαδικούς του ερωτήματος  α) , να βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή που 
μπορεί να πάρει η απόσταση των εικόνων τους στο μιγαδικό επίπεδο. 

[Απ.α)
2x

144
+

2y
169

=1 β)26] 

 
2.76. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο, αν αυτοί ικανοποι-
ούν την ισότητα  1z z− +  = 1z z+ − . 

[Απ.Ο άξονας y΄y και το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα Α(1,0) , Α΄(-1,0)] 

 
2.77. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση: 8z+  + 6z i−  = 10. 
α) Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των  z  είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα, του 
οποίου να βρείτε τα άκρα. 
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β) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του  z . 
[Απ.α)Α(-8,0) Β(0,6) β)4,8] 

 
2.78. Έστω  w∈   με την ιδιότητα  2w−  + w i−  = 5 . 
α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  w  στο μιγαδικό επίπεδο. 
β) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει το μέτρο του  w. 
γ) Να βρείτε τον  w  που έχει το μικρότερο μέτρο. 

[Απ.α)Ευθύγραμμο τμήμα με άκρα Α(2,0) Β(0,-1) β) 2 5
5

 γ) 2
5
- 4
5
i] 

 
2.79. α) Να περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο  (Σ)  των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z  που 
ικανοποιούν τις σχέσεις:    z  = 2   και   Im(z) ≥  0. 
β) Να αποδείξετε ότι, αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού  z  κινείται στο σύνολο  (Σ), τότε η εικό-
να του μιγαδικού αριθμού  w = 1

2
(z + 4

z )  κινείται σε ευθύγραμμο τμήμα το οποίο βρίσκεται 

στον άξονα  x΄x. 
[Απ.α)Ημικύκλιο κέντρου Ο και ρ=2 β)ΑΒ με Α(-2,0) και Β(2,0)] 

 
2.80. Δίνεται η συνάρτηση   f (z) = 

1
z

i z⋅ +
. 

α)  Να βρείτε τις τιμές του  z  για τις οποίες ορίζεται η συνάρτηση. 
β)  Να αποδείξετε ότι   ( )f z  = ( )f z   ⇔   z∈ . 
γ)  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο, αν ο  f (z)  βρίσκεται 
στον κύκλο με κέντρο το  Ο  και ακτίνα  1. 

[Απ.α)z ≠ i γ)y= 1
2
] 

 

2.81. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (z) = z i
z
+ , όπου  z  μιγαδικός αριθμός με  z ≠ 0. 

α) Αν  ( )f z  = ( )f z  , να αποδείξετε  ότι ο  z  είναι πραγματικός αριθμός. 
β) Αν  ( )f z  = 1, να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
γ) Αν  Re(f (z)) = 2 , να αποδείξετε ότι οι εικόνες του μιγαδικού αριθμού  z, βρίσκονται σε κύκλο 
του οποίου να προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα. 

[Απ.β)y=- 1
2
 γ)x2+(y- 1

2
)2= 1

4
 εκτός του (0,0)] 

 
2.82. α)  Να σχεδιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο τους μιγαδικούς  z, w  οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέ-
σεις  2z i−  = 1 ,   3 2w i− +  = 3. 

β) Να αποδείξετε ότι   1 ≤  z w−  ≤  9. 
 
2.83. α)  Αν  z, w∈  να αποδείξετε ότι:  21zw−  – 2z w−  = ( 2z –1)( 2w –1). 
β) Να αποδείξετε ότι μία τουλάχιστον από τις εικόνες των  z, w  στο μιγαδικό επίπεδο βρίσκονται 
στον μοναδιαίο κύκλο αν και μόνο αν, η απόσταση των εικόνων τους ισούται με την απόσταση 
των εικόνων των μιγαδικών  zw , 1. 

 
2.84.  Οι μιγαδικοί  z1  και  z2  ικανοποιούν τις σχέσεις  1z i+  = 1  και  2 4z −  = 2. Να βρείτε τη 

μέγιστη και την ελάχιστη τιμή της παράστασης  1 2z z− . 
[Απ. 17 -3, 17 +3] 

 
2.85. Να περιγράψετε γραφικά τα επόμενα σύνολα: 
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i)  A = {z / z∈   με  1z i+ −  ≤  5}. 
ii)  B = {z / z∈   με  6z i+ −  ≥  4 5z i+ − }. 
iii)  Γ = Α∩ Β. 

 
2.86. Έστω  α, β∈  με και  z∈ . Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν  z αi+  = z βi+   με  α ≠ β  τότε  Im(z) = – 2
α β+ . 

β) Αν  z α+  = z β+   με  α ≠ β  τότε  Re(z) = – 2
α β+ . 

γ) Αν  z α−  = z βi−    τότε    α.Re(z) – β.Im(z) = 
2 2

2
α β− . 

 

2.87. Αν  z1, z2∈   και  z2 = z1
.z2  να αποδείξετε ότι   1z  + 2z  = 1 2

2
z z z+

−  + 1 2

2
z z z+

+ . 

 

2.88. Αν  z, z1, z2∈   με  z = 1 22 3
5

z z+  ,  δείξτε ότι  1z z−  + 2z z−  = 1 2z z− . 

Ποια είναι η θέση των εικόνων των  z, z1, z2  στο μιγαδικό επίπεδο; 
 

2.89. Αν  z, z1, z2∈   με  z = 1 2κ z λ z
κ λ

⋅ + ⋅
+

  όπου  κ, λ∈   και  κλ > 0,  δείξτε ότι:   

    1z z−  + 2z z−  = 1 2z z− . 
Ποια είναι η θέση των εικόνων των  z, z1, z2  στο μιγαδικό επίπεδο; 

 
2.90. α) Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z1, z2  δείξτε ότι:  

2
1 2z z+  + 2

1 2z z−  = 2 2
1z  + 2 2

2z . 
Να εξηγήσετε τη γεωμετρική ερμηνία της παραπάνω ισότητας. 
β) Αν  z1, z2∈   με  1 2z z−  = 1z  = 2z , δείξτε ότι  1 2z z+  = 3 1z . 

γ) Αν  z∈   και  1z+  = z  = 1, δείξτε ότι:   1z−  = 3 . 

δ) Αν  z1, z2∈   με  1z  = 2z  = 2  ,  δείξτε ότι:  
2

1
1

2

zz z+  + 
2

1 2 1
2

2

z z z

z

⋅ −
 = 6. 

 
2.91. Αν  z1, z2∈   να αποδείξετε ότι:   1 2z z+  = 2 1z   ⇔   1 2z z−  = 2 2z . 
 
2.92. Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς  z1, z2  ισχύει  

2
1z + 2

2z  = 2
1 2z z− ,  δείξτε ότι   

1 2z z+  = 1 2z z−   και αντιστρόφως. 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 

2.93. Αν  z∈   και  2z  = 2 1z − ,  δείξτε ότι  Re(z2) = 1
2 . 

 

2.94. Αν  z *∈   και  z  = 1z z+ ,  δείξτε ότι  Re(z2) = – 1
2 . 

 

2.95. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς  z, ώστε οι αριθμοί  z , 1
z   και  z–1  να έχουν το ίδιο μέ-

τρο. 
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[Απ. 1 3± i22 ] 

 
2.96. Να βρεθεί ο μιγαδικός αριθμός  z , αν  1−z  = 3−z  = iz − . 

[Απ.2+2i] 

 
2.97. Αν για το μιγαδικό αριθμό  w  ισχύει η ισότητα:   2(w4+ 4w ) = (w2+ 2w )2 ,  δείξτε ότι  w∈ . 
 
2.98. α) Αν  w∈  ,  δείξτε ότι:   w2+ 2w  = 0  ⇔   Re(w) = Im(w)   ή   Re(w) = –Im(w). 
β) Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w  ισχύει η ισότητα:   (zw)2 + (z w )2 = zw2 z  + ( w z )2. 
Να αποδείξετε ότι ο  z  είναι πραγματικός αριθμός ή ότι η εικόνα του  w  βρίσκεται σε μία από 
τις διχοτόμους των αξόνων. 

 
2.99. Αν  z∈ , να αποδείξετε ότι: 

i)   z z+  + z z−  = 2 z    ⇔    z∈  

ii)  z z+  + z z−  > 2 z    ⇔    z ( )∈ −  
 
2.100. Να λύσετε στο    τις εξισώσεις:     α) 2z – 2z + 2i = 0                       β) 2z – 4z = 1 + 8i. 

[Απ. α)1+i β)3-2i,1-2i] 

 
2.101. Να λύσετε στο    τις εξισώσεις:     α) 2z – z2 – 8i = 2                        β) 2z + z2 + 6i = 2. 

[Απ. α)4-i,-4+i β)1-3i,-1+3i] 

 
2.102. Να λύσετε στο    τις εξισώσεις:     α) z  – 2z + 3 + 6i = 0                  β) z  + z2 + 1 = 0. 

[Απ. α)4+3i β) 1+ 5
2

i,- 1+ 5
2

i] 

 
2.103. Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  για τους οποίους ισχύει:   1z−  + i 1z⋅ +  = z i−  + i. 

[Απ. z=0 ή z=-1-i] 

 
2.104. Αν οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z1, z2  βρίσκονται στο εσωτερικό του κυκλικού δίσκου 
με κέντρο την αρχή των αξόνων  Ο  και ακτίνα  1 ,  δείξτε ότι  1 2z z−  < 1 21 z z− . 

 

2.105. Αν  z1, z2∈ ,  δείξτε ότι το μέτρο του μιγαδικού  1 2

1 21
z z

z z
+

+ ⋅
  είναι ίσο με τη μονάδα αν και 

μόνο αν η εικόνα ενός τουλάχιστον από τους  z1, z2  βρίσκεται στον κύκλο με κέντρο το  Ο  και 
ακτίνα  1. 

 
2.106. Θεωρούμε το μιγαδικό  z  για τον οποίο ισχύει  3 4z i+ −  = 2. Να βρείτε τη μικρότερη και τη 
μεγαλύτερη τιμή που μπορεί να πάρει το μέτρο του  z. 

[Απ.3, 7] 

 
2.107. α) Αν  z∈   και  z2 + z + 1 = 0  δείξτε ότι  z  = 1. 

β) Αν  w *∈   και  w – 1
w  = i ,  δείξτε ότι  w  = 1. 

γ) Έστω  z1, z2
*∈  για τους οποίους ισχύει:   1

2

z
z

 – 2

1

z
z

 = i. Να αποδείξετε ότι  1z  = 2z . 
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2.108. Να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί  z  για τους οποίους ισχύουν συγχρόνως οι σχέσεις: 
         4z −  ≤  5

2
    και    3z i−  ≤  5

2
. 

[Απ.z=2+ 32 i] 

 
2.109. Να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί  z  για τους οποίους ισχύουν συγχρόνως οι ισότητες: 

             z  = 1    και    1
2
iz −−  = 2. 

[Απ. z=- 1
2
+ 1

2
i] 

 
2.110. α) Αν  z∈  να αποδείξετε ότι   ( )( )2 22 2z i z i+ − − − ≤ 0  ⇔   21 z+ ≤ 2 z . 

β) Να σχεδιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο την περιοχή που δημιουργείται από τις εικόνες των μιγα-
δικών  z  που επαληθεύουν τη σχέση  2 z ≥ 21 z+ . 

 
2.111. α) Αν  z∈  να αποδείξετε ότι   ( )( )2 21 2 1 2z z+ − − − ≤ 0 ⇔  2 1z − ≤ 2 z . 

β) Να σχεδιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο την περιοχή που δημιουργείται από τις εικόνες των μιγα-
δικών  z  που επαληθεύουν τη σχέση  2 z ≤ 21 z+ . 

 
2.112. Έστω  z∈   με  z ≤ 1. Δείξτε ότι:  2 ≤ 3z− ≤ 4. Να σχεδιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο τις 
εικόνες των  z  και να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.113. Έστω  z∈   με  z ≤  2.  Δείξτε ότι:  2 ≤ 4z− ≤ 6. 
Να σχεδιάσετε στο μιγαδικό επίπεδο τις εικόνες των  z  και να εξηγήσετε γεωμετρικά την προη-
γούμενη σχέση. 

 
2.114. Έστω  z∈   με  z ≤ 3. Δείξτε ότι:  2 ≤ 5z i− ≤ 8. 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.115. Έστω  z∈   με  1−z ≤ 1. Δείξτε ότι:    1 ≤ 1+z ≤ 3. 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.116. Αν  z∈   με  4z i+ ≤ 1, δείξτε ότι:   2 5 –1 ≤  2z−  ≤  2 5 +1. 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.117. Αν  z∈   με  3z−  = 2  και  2z− ≤  2, να δείξτε ότι  1 ≤ z ≤ 10 . 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.118. Αν  z∈   με  1z+ =1  και  2z+ ≤ 1, να δείξτε ότι  3 ≤ z ≤ 2. 
Να εξηγήσετε γεωμετρικά την προηγούμενη σχέση. 

 
2.119. Αν για το μιγαδικό αριθμό  z  ισχύουν  z i−  = 1, να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή 
του  1z+ . 
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∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
 
Β΄  Ομάδα 
2.120. α)  Για τους μιγαδικούς αριθμούς  z1 , z2 , z3 , z4  να αποδείξετε ότι: 

        (z1 – z4)(z2 – z3) + (z2 – z4)(z3 – z1) + (z3 – z4)(z1 – z2) = 0. 
β) Θεώρημα  Πτολεμαίου 
Αν  Α, Β, Γ, Δ  είναι οι αντίστοιχες εικόνες  των  z1 , z2 , z3 , z4  στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδεί-
ξετε ότι:   (ΑΓ).(ΒΔ)  ≤   (ΑΒ).(ΓΔ) + (ΑΔ).(ΒΓ). 
Δηλαδή να αποδειχθεί ότι: 
Σε κάθε τετράπλευρο  ΑΒΓΔ  το γινόμενο των διαγωνίων του είναι μικρότερο ή ίσο με το ά-
θροισμα των γινομένων των απέναντι πλευρών του. 

 
2.121. Οι μιγαδικοί αριθμοί  z, w  έχουν μέτρο  1. Ακόμα θεωρούμε τους μιγαδικούς  u, v  τέτοιους 
ώστε  u = z – w – αzw + 1   και   v = z – w – zw + α ,  α∈ . 
Να αποδείξετε ότι οι  u, v  έχουν ίσα μέτρα. 

 

2.122. Αν  z∈   με  z = 1  και  κ + λi = 
2

2
1
1

z iz
z iz
+ +
− +

  με  κ, λ∈  

Να αποδείξετε ότι   (κ – 1)2 + λ2 = 2 2
4

3z z+ +
. 

 
2.123. Οι μιγαδικοί αριθμοί  z1, z2, z3  έχουν μέτρο  1  και επαληθεύουν την ισότητα   

3z1 + 4z2 + 5z3 = 0. Δείξτε ότι: 
α)  Re(z1. 2z ) = 0.                                                  β)  2

1z  + 2
2z  = 0. 

 
2.124. Αν  z, w∈   τέτοιοι, ώστε  z.w = 1  και  z + w  = 2,  να δείξετε ότι ο αριθμός  z + w  είναι 
πραγματικός. 

 
2.125. Αν  α ≥ 0, να λύσετε στο σύνολο    την εξίσωση  2z – 2iz + 2α(1+i) = 0. 

[Απ.z1,2=α+(-1
2± 1-α -2α )i , 0 ≤ α ≤ 2 -1] 

 

2.126. Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών το σύστημα    
3 5

2 4

0
1

z w
z w

⎧ + =
⎨

⋅ =⎩
. 

[Απ.(z,w)=(-1,1), (z,w)=(1,-1)] 

 

2.127. Να λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών το σύστημα     
3 7

5 11

0
1

z w
z w

⎧ + =
⎨

⋅ =⎩
. 

[Απ.(z,w)=(i,i), (z,w)=(-i,-i)] 

 
2.128. Αν  z1, z2∈   και  α  θετικός πραγματικός αριθμός, να αποδείξετε ότι: 

          2
1 2z z+ ≤  (1+α) 2

1z + (1+ 1
α ) 2

2z . 

 
2.129. Αν  z1, z2, z3∈   να αποδείξετε ότι: 1 2 3(1 )(1 )(1 )z z z− − − ≥  1 – 1z  – 2z  – 3z . 
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2.130. Να αποδείξετε ότι κάθε μιγαδικός αριθμός  z ≠ –1  με  z  = 1, μπορεί να τεθεί στη μορφή  
1
1
λ i
λ i

+
−

 ,  όπου  λ∈ . 

 
2.131. Αν καθένας από τους μιγαδικούς αριθμούς  z1, z2, … , zν  και  z1 + z2 + … + zν  είναι διάφορος 

του  –i  και ισχύει ότι  1

1

z i
z i
−
+

 + 2

2

z i
z i
−
+

 + … + ν

ν

z i
z i
−
+

  <  1 ,   να αποδείξετε ότι: 

α)  Καθένας από τους  z1, z2, … , zν  δεν είναι πραγματικός. 

β)   1 2

1 2

. . .

. . .
ν

ν

z z z i
z z z i
+ + + −
+ + + +

 < 1. 

 
2.132. Δίνεται η εξίσωση  zν.συν(να) + zν–1.συν(ν–1)α + … + z.συνα – 1 = 0,  ν *.∈  Να αποδείξετε 

ότι αν  z0  είναι μία ρίζα της εξίσωσης τότε ισχύει  0z  > 1
2 . 

 
2.133. Θεωρούμε τον μιγαδικό  z = α + βi,  α, β∈   με  z =1. Να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραιο  

ν  ισχύει  2 1νz − ∈ . 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
2.134. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας. 
I. Το μέτρο της διαφοράς δύο μιγαδικών είναι ίσο με την απόσταση των εικόνων τους. 

II. Ισχύει:   z  = 3  ⇔   z  = 3
z . 

III. Αν  z, w∈   και  2z  + 2w  = 0  τότε  z = w = 0. 

IV. Αν  z1.z2 = 2
2z   τότε οι  z1 , z2  είναι συζυγείς. 

V. Είναι  z i−  = 1iz+ . 

VI. Η εξίσωση  1z z−  = 2z z−   με άγνωστο το  z∈   και  z1, z2∈ , έχει μία μόνο λύση. 

VII. Οι εικόνες των μιγαδικών  z, στο μιγαδικό επίπεδο, που ικανοποιούν την ισότητα:  
2 9z −  = 2 6z − , βρίσκονται σε κύκλο. 

 
2.135. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 

I. Το μέτρο του μιγαδικού  z = 
3

2
(1 2 )

(2 )(1 )
i

i i
+

− −
 ισούται με: 

Α. 5
2                    Β. 5

2                    Γ. 5
4                    Δ. 5

2
                   Ε. 5 5

2  

II. Το μέτρο του μιγαδικού  z = 
3 3

2 2
(2 ) (2 ) 2
(1 2 ) (1 ) 2

i i i
i i i

+ − − −
− + + −

 ισούται με: 

Α. 4                       Β. 20
2

                 Γ. 5                      Δ. 5 2
2

                 Ε. 3 
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III. Αν  z = 12 + yi, y∈ , και  z  = 13, τότε μία τιμή του  y  είναι: 

Α. 13                     Β. 13                 Γ. 12                   Δ. –5                      Ε. 2 3  

IV. Αν  1z  = 3  και  z2 = 3 + 4i  τότε η μεγαλύτερη τιμή του μέτρου του  z1 + z2  είναι: 
Α. 5                       Β. 8                     Γ. 9                      Δ. 12                      Ε. 14 

V. Η εξίσωση  102z i+ = 10  παριστάνει: 
Α.  Ευθεία         Β.  Κυκλικό δίσκο         Γ.  Κύκλο         Δ.  Έλλειψη         Ε.  Τίποτε από αυτά 
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_________________________________________ΓΕΝΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ_________________ 
 
3.1. Έστω  z  μιγαδικός αριθμός, με  z ≠ ± i  και  w = 2 1

z
z +

. 

α) Να αποδείξετε ότι αν ο  w  είναι πραγματικός, τότε ο z είναι πραγματικός ή z = 1. 

β) Να λύσετε, στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών, την εξίσωση  2 1
z

z +
 = 3

3
. 

γ) Αν  z1, z2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος  (β), να υπολογίσετε την τιμή της παρά-

στασης  Κ = 
2 2
1 1 2 2

2 2
1 1 2 2

( 1) ( 1)
3

z z z z
z z z z
+ + −
− ⋅ +

 είναι φανταστικός αριθμός. 

[Απ.ii) 3
2

± 1
2
i iii) 3

2
i ή - 3

2
i] 

 

3.2. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z1 = α + βi  και  z2 = 1

1

2
2

z
z

−
+

 , όπου  α, β∈ , με  β ≠ 0. Δίνεται ε-

πίσης ότι  z2 – z1∈ . 
α) Να αποδειχθεί ότι  z2 – z1 = 1. 
β) Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z1  στο μιγαδικό επίπεδο. 
γ) Αν  ο αριθμός  2

1z  είναι φανταστικός και  α.β > 0, να υπολογιστεί ο  z1  και να δειχθεί ότι 
                  (z1 + 1 + i)20 – ( 1z + 1 – i)20 = 0. 

 
3.3. α) Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε μιγαδικούς αριθμούς  z1 , z2 , ισχύει 

   2
1z + 2

2z  = 2
1 2z z−    αν και μόνο αν    1 2Re( )z z⋅ = 0. 

β) Έστω μια συνάρτηση  f : [α, β]→   συνεχής στο  [α, β]  και οι μιγαδικοί αριθμοί   
z = α2 + i.f (α) , w = f (β) + i.β2  με  α.β ≠ 0. Αν  2w  + 2z  = 2w z−   να αποδείξετε ότι η εξί-
σωση  f (x) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  [α, β]. 

(Εξετάσεις  1995) 
 
3.4. Έστω  f, g  συνεχείς συναρτήσεις στο  [α, β] , παραγωγίσιμες στο  (α, β)  και  g(x) ( )g x′⋅ ≠ 0 , 

για κάθε  x∈ (α, β). Αν  z1 = f (α) + i.g(β) ,  z2 = g(α) + i.f (β)  και  1 2z z+  = 1 2z z−  , τότε να 

αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (α, β)  τέτοιος, ώστε   ( )
( )

f ξ
g ξ
′
′  + ( )

( )
f ξ
g ξ

 = 0. 

 
3.5. α) Να βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς  z1, z2  για τους οποίους ισχύει: 

          z1 + z2 = 4 + 4i    και     2z1 – 2z = 5 + 5i. 

β) Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς  z, w  ισχύουν  1z z− ≤ 2   και  2w z− ≤ 2  
i) να δείξετε ότι υπάρχουν μοναδικοί μιγαδικοί αριθμοί  z, w  έτσι, ώστε  z = w      και 
ii) να βρείτε τη μέγιστη τιμή του  z w− . 

[Απ.α)3+i, 1+3i β)i)z=w=2+2i ii)4 2 ] 

 
3.6. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί   z = 1 + i.αημx  και  w = 1 + ημx + i , με  , α > 0  και  x∈ , για 

τους οποίους ισχύει  2w z+  ≤  2w z− . Να αποδείξετε ότι  α = e. 
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3.7. Δίνεται μία συνάρτηση  f : [α, β]→   συνεχής στο διάστημα  [α, β]  με  f (x) ≠ 0 , για κάθε  
x∈ [α, β]  και ο μιγαδικός αριθμός  z  με  Re(z) ≠ 0 , Im(z) ≠ 0  και   
Re( )z  > Im( )z . Αν  z + 1

z  = f (α)  και  z2 + 2
1
z

 = f 2(β), να αποδείξετε ότι: 

α) z  = 1                                  β) f 2(β) < f 2(α) 

γ) Η εξίσωση  x3.f (α) + f (β) = 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα  (–1,1). 
 

3.8. Θεωρούμε τους μιγαδικούς  z  που επαληθεύουν την ισότητα  1
4

z−  = 1
4

Re( )z + . 

α) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z  στο μιγαδικό επίπεδο. 
β) Να βρείτε τoυς  z  για τους οποίους το μέτρο του μιγαδικού  w = z – 1  γίνεται ελάχιστο. 

[Απ.α)y2=x β)z= z=
2
1 ± 1

2
i] 

 
3.9. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = z ixw+  + i z ixw⋅ − ,  με  z, w *∈   και   x∈ .  

Να αποδείξετε ότι: 
α) Αν η συνάρτηση έχει πραγματική ρίζα τότε  zw∈ I. 
β) Η  f (x)  δεν έχει ρίζα στο  Ι. 

 

3.10. Δίνεται η συνάρτηση  f  ορισμένη στο    με τύπο  f (x) = 
2 2

22

x z x z
x z

− − +
+

, όπου  z  συγκεκρι-

μένος μιγαδικός αριθμός  z = α + βi, α, β∈ , με α ≠ 0. 
α) Να βρείτε τα όρια  lim

x→+∞
f (x), lim

x→−∞
f (x). 

β) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης  f, εάν  1z+  > 1z− . 
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της  f. 

[Απ.α)0,0 β)τ.μ.f(- 2+2α β )=
2

2
+

+

2

2

2α α β
α β

 τ.ε. f( 2+2α β )=-
2

2
+

+

2

2

2α α β
α β

 γ)[-
2

2
+

+

2

2

2α α β
α β

,
2

2
+

+

2

2

2α α β
α β

] 
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     ΜΕΡΟΣ   Β΄ 
 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ   1. 
 
 
 

  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
        ΟΡΙΟ  –  ΣΥΝΕΧΕΙΑ 
 
 
 

 Συναρτήσεις 
 

 Μονότονες  Συναρτήσεις 
   Αντίστροφη  Συνάρτηση 

 
 Όριο  συνάρτησης  στο  
                                  x0∈  

 
 Ιδιότητες  των  ορίων 

 
 Μη  πεπερασμένο  όριο  
                         στο  x0∈  

 
 Όρια  συνάρτησης  στο  
                              άπειρο 

 
 Συνέχεια  συνάρτησης 

 
 Βασικά  θεωρήματα   
συνεχών  συναρτήσεων 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

το κεφάλαιο αυτό γίνεται εισαγωγή στην έννοια της 
συνάρτησης η οποία είναι γνωστή από προηγούμε-

νες τάξεις. Ο μαθητής έρχεται σε επαφή με την έννοια της 
συνάρτησης από τα πρώτα μαθήματα Άλγεβρας όπου μα-
θαίνει για τις μεταβλητές και τις σχέσεις με τις οποίες αυ-
τές μπορούν να συνδέονται. Γι’ αυτό η αναφορά σε βασι-
κά χαρακτηριστικά όπως το πεδίο ορισμού, το σύνολο τι-
μών, τις πράξεις μεταξύ συναρτήσεων, τη σχεδίαση της 
γραφικής παράστασης, τη μονοτονία, τα ακρότατα, το 
“ένα προς ένα” καθώς την ύπαρξη και υπολογισμό της 
αντίστροφης, επιχειρείται σε σύντομο μέρος. Αυτό που 
χρειάζεται μέχρι εδώ ένας μαθητής είναι ένα καλό υπό-
βαθρο γνώσεων κλασσικής Άλγεβρας. 
Μετά την υπενθύμιση και συμπλήρωση στην Άλγεβρα 

των συναρτήσεων ακολουθεί η εισαγωγή στη “λεπτή” 
έννοια του ορίου συνάρτησης, η οποία παίζει τον κεντρι-
κό ρόλο σε όλη τη Μαθηματική Ανάλυση. Το όριο εισάγε-
ται μέσα από παραδείγματα στα οποία η ανεξάρτητη με-
ταβλητή προσεγγίζει όσο θέλουμε έναν αριθμό ενώ οι τι-
μές της συνάρτησης προσεγγίζουν έναν άλλο. Η εισαγωγή 
είναι διαισθητική και όχι αυστηρά αναλυτική. Με την α-
ναφορά στις ιδιότητες των ορίων, στο άπειρο όριο και το 
όριο όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή τείνει στο άπειρο, όλο 
το μέρος αυτό χαρακτηρίζεται περισσότερο τεχνικό. 
Με τη βοήθεια του ορίου χαρακτηρίζεται μια σημαντι-

κή κλάση συναρτήσεων, αυτή των συνεχών. Ενώ η επο-
πτική αναγνώρισή τους ως συνεχόμενες γραμμές όταν 
σχεδιαστούν στο χαρτί ή στον πίνακα, ο αναλυτικός ορι-
σμός τους χρειάστηκε την έννοια του ορίου. 
Οι συνεχείς συναρτήσεις που είναι ορισμένες σε κλει-

στό διάστημα [α,β] έχουν τη βασική ιδιότητα των ενδια-
μέσων τιμών η οποία είναι συνέπεια του θεωρήματος 
Bolzano. Η ύπαρξη μέγιστης και ελάχιστης τιμής, η εικό-
να ενός διαστήματος μέσω μιας συνεχούς και μη σταθε-
ρής συνάρτησης και οι προτάσεις για την εύρεση του συ-
νόλου τιμών μιας μονότονης συνεχούς συνάρτησης, συ-
μπληρώνουν το σύνολο των βασικών θεωρημάτων που 
έχουν οι συνεχείς συναρτήσεις. 

Σ
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ΕΝΟΤΗΤΑ    1 
 
 

 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 

 
 
 
 
 

 έννοια της συνάρτησης συνειδητοποιήθηκε το 16ο αιώνα σαν συνέπεια 
διαφόρων μαθηματικών δραστηριοτήτων, όπως ήταν ο διαχωρισμός α-

γνώστων και παραμέτρων στις αλγεβρικές εξισώσεις, η εφεύρεση της  

    
Το έργο του 
Euler  
“Introductio in 
analysin infinito-
rum” 
 

αναλυτικής γεωμετρίας με την αντιστοίχιση μιας αλγεβρικής εξίσωσης με μία 
καμπύλη. Η έννοια της συνάρτησης εισήχθηκε στα μαθηματικά από τον 
Euler1 στο έργο του Introductio in analysin infinitorum το 1748. Σ’ αυτόν 
οφείλεται ο όρος “συνάρτηση” (function) καθώς και ο συμβολισμός  f (x). 
Εδώ διατυπώνεται ο ορισμός της συνάρτησης, γίνεται αναφορά στο πεδίο 

ορισμού της και στο σύνολο τιμών της, στη γραφική παράστασή της σε ένα 
ορθογώνιο σύστημα αξόνων και παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις 
βασικών συναρτήσεων που έχουμε μελετήσει μέχρι τώρα. Αμέσως μετά τον 
ορισμό ενός μαθηματικού αντικειμένου, εδώ της συνάρτησης, δίνουμε τον 
ορισμό της ισότητας μεταξύ αυτών. 
Οι πράξεις μεταξύ συναρτήσεων που μπορούμε να εκτελέσουμε είναι το 

επόμενο βήμα. Εκτός της πρόσθεσης, αφαίρεσης, πολλαπλασιασμού και 
διαίρεσης μία νέα πράξη ορίζεται εδώ η οποία είναι χαρακτηριστική για τις 
συναρτήσεις, η σύνθεση. 

 
1.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω  Α  ένα υποσύνολο του  . Ονομάζουμε πραγματική συνάρτη-

ση με πεδίο ορισμού το  Α  μια διαδικασία (κανόνα)  f, με την οποία 
κάθε στοιχείο  x∈Α  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό  
y. Το  y  ονομάζεται τιμή της  f  στο  x  και συμβολίζεται με  f (x). 

Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε:  f : Α→  
                                                                  x→ f (x). 

                                                                 
1 LEONARD EULER (1707–1783). 

 

Ο μεγαλύτερος μαθηματικός του 18ου αιώνα και ο παραγωγικότερος όλων των εποχών. Α-
κόμα και τα τελευταία δεκαεπτά χρόνια της ζωής του όπου είχε τυφλωθεί παρουσίαζε εργα-
σίες ακατάπαυστα. Οι εργασίες του αφορούσαν όλους τους τομείς, τόσο στα διακριτά όσο 
και στα συνεχή μαθηματικά. Ιδιαίτερη ήταν η συμβολή του στην ανάλυση. Οι μεγάλες του 
πραγματείες στον Λογισμό ήταν “Introductio in analysin infinitorum”, “Institutiones calculi  

differentialis”, “ Institutiones calculi integralis”. Εργάστηκε στο Λοσγισμό των μεταβολών, τη Διοφαντι-
κή ανάλυση αλλά και στην Άλγεβρα, τη Γεωμετρία και την Τριγωνομετρία. Εισήγαγε την Ανάλυση στη 
Μηχανική, βρήκε τις εξισώσεις της κίνησης των ρευστών και συνέβαλε στο πρόβλημα των τριών σωμά-
των. Ήταν ακόμα σπουδαίος επινοητής αλγορίθμων. 
 

Η
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 Το γράμμα  x  που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του  Α  λέγεται ανε-
ξάρτητη μεταβλητή, ενώ το γράμμα  y, που παριστάνει την τιμή της  f  στο  
x, λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή. 

 Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f  συμβολίζεται συνήθως με  Df. 
 Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της  f  σε όλα τα  x∈Α, λέ-
γεται σύνολο τιμών της  f  και συμβολίζεται με  f (Α). Είναι δηλαδή:   
f (Α) = {y / y = f (x)  για κάποιο  x∈Α}. 

 
1.2. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω  f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού  Α  και  Οxy  ένα σύστημα 

συντεταγμένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων  Μ(x, y)  για τα 
οποία ισχύει  y = f (x), δηλαδή το σύνολο των σημείων  Μ(x, f (x)) , 
x∈A, λέγεται γραφική παράσταση της  f  και συμβολίζεται με  Cf. 

 
Γραφική 
παράσταση  
συνάρτησης 
 
 

Έστω  f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού  Α  και  Οxy  ένα σύστημα συντε-
ταγμένων στο επίπεδο. Το σύνολο των σημείων  Μ(x,y)  για τα οποία ισχύει   
y = f (x), δηλαδή το σύνολο των σημείων  Μ(x, f (x)) , x∈A, λέγεται γραφική 
παράσταση της  f  και συμβολίζεται με  Cf. 
 
Επειδή κάθε  x∈A  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο  
y∈ , δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστα-
σης της  f  με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι 
κάθε κατακόρυφη ευθεία έχει με τη γραφική παρά-
σταση της  f  το πολύ ένα κοινό σημείο. 
Από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης μπο-
ρούμε να δούμε ότι: 
o Το πεδίο ορισμού της  f  είναι το σύνολο  Α  των τετμημένων των ση-

μείων της  Cf. 
o Το σύνολο τιμών της  f  είναι το σύνολο  f (Α)  των τεταγμένων των ση-

μείων της  Cf. 
 

                    
 

 

 
 
H γραφική παράσταση της συνάρτησης  – f  είναι 
συμμετρική, ως προς τον άξονα  x΄x, της γραφι-
κής παράστασης της  f, γιατί αποτελείται από τα 
σημεία  Μ΄(x, –f (x)) που είναι συμμετρικά των  
Μ(x, f (x)), ως προς τον άξονα  x΄x. 
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H γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   αποτελείται 
από τα τμήματα της  Cf  που βρίσκονται πάνω από τον 
άξονα  x΄x  και από τα συμμετρικά, ως προς τον άξονα  
x΄x  των τμημάτων της  Cf  που βρίσκονται κάτω από τον 
άξονα αυτόν. 

 
Ανάλογα με τη μορφή που έχει ο τύπος από τον οποίο ορίζεται μία συνάρτηση, διακρίνουμε τα 
επόμενα είδη συναρτήσεων: 
1.  Πολυωνυμικές συναρτήσεις. Ονομάζουμε πολυωνυμικές τις συναρτήσεις που ορίζονται από 
τύπο της μορφής  f (x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 ,  όπου  α0, α1, … , αν ∈  και  
ν∈ . Το πεδίο ορισμού της  f  είναι το  και αν  αν ≠ 0  τότε το  ν  λέγεται βαθμός της πο-
λυωνυμικής συνάρτησης. Για παράδειγμα οι συναρτήσεις που ορίζονται από τους τύπους  
f (x) = 2x3 – 5x2 + 0,2x + 2  ,  g(x) = – 2

3 x4 + 9x3 – 3 5 x2 + 6     είναι πολυωνυμικές. 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι γραφικές παραστάσεις μερικών βασικών πολυωνυμικών συ-
ναρτήσεων. 

                                               f (x) = αx + β                                  

                                             
 
                                                           f (x) = αx2 ,  α ≠ 0 

                                      
 
                                                             f (x) = αx3 ,  α ≠ 0       

                                               
2.  Ρητές συναρτήσεις. Ονομάζουμε ρητές τις συναρτήσεις που ορίζονται από τύπο της μορφής 

της μορφής  f (x) = ( )
( )

P x
Q x

 ,  όπου  Ρ(x)  και  Q(x)  είναι πολυωνυμικές συναρτήσεις. Το πεδίο 
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ορισμού της  f  είναι το  εκτός από της ρίζες του πολυωνύμου  Q(x). 

Για παράδειγμα οι συναρτήσεις  f (x) = 
5 3 2

4
3 6 8

2 3
x x x

x x
− + −
− +

 ,  g(x) = 
3

2
3 1,2

5
x x

x x
− +
− −

  είναι ρητές. 

                                      f (x) = αx  ,  α ≠ 0  

                              
3.  Άρρητες συναρτήσεις. Ονομάζουμε άρρητες τις συναρτήσεις που ορίζονται από τύπο ο ο-
ποίος περιέχει ριζικά και οι υπόριζες ποσότητες είναι ρητές εκφράσεις του  x. Το πεδίο ορι-
σμού τους αποτελείται από τους πραγματικούς αριθμούς που καθιστούν τις υπόριζες ποσό-
τητες μη αρνητικές. Ο τύπος των συναρτήσεων αυτών μπορεί να πάρει τη μορφή  F(x,y) = 0.  
Για παράδειγμα οι συναρτήσεις  f (x) = 2 3x−  ,  g(x) = 3 5x− – 2  είναι άρρητές. Οι τύποι 
τους μπορούν να πάρουν τη μορφή  y2 – 2x + 3 = 0  και  (y + 2)2 – x + 5 = 0  αντίστοιχα. 
f (x) = x  

                     
 
4.  Tριγωνομετρικές συναρτήσεις.  Τριγωνομετρικές λέγονται οι συναρτήσεις  

f (x) = ημx  ,   f (x) = συνx  ,    f (x) = εφx   και   f (x) = σφx. 

                                              
 

 
 
5.  Η εκθετική συνάρτηση   f (x) = αx ,   0 < α ≠ 1. 



ΕΝΟΤΗΤΑ  1Η:   ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ                                                                              59 

                                                           
 
6.  Η λογαριθμική συνάρτηση   f (x) = logαx ,   0 < α ≠ 1. 

                                                        . 
 
1.3. ΣΗΜΕΙΩΣΗ: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σύμβολο 
Kronecker 
 
 
 

Υπάρχουν συναρτήσεις οι οποίες είναι χρήσιμες για την παραγωγή παραδειγμά-
των ή αντιπαραδειγμάτων, που βοηθούν στον ορισμό άλλων πιο πολύπλοκων 
συναρτήσεων και άλλες που χρησιμοποιούνται για την κατανόηση λεπτών εν-
νοιών της Μαθηματικής Ανάλυσης. 
Μερικές από αυτές είναι οι ακόλουθες: 
I. Αν  f :Α→   τότε η συνάρτηση  f   ορίζεται με τον κανόνα   

f (x) = ( )f x   για κάθε  x∈A. 
II. Αν  f, g :Α→   τότε 

max{f, g}(x) =max{f (x),g(x)} = ( ) ( ) ( ) ( )
2

f x g x f x g x+ + −  , για κάθε  x∈A 

min{f, g}(x) = min{f (x),g(x)} = ( ) ( ) ( ) ( )
2

f x g x f x g x+ − −  , για κάθε  x∈A 

III. Η συνάρτηση ακέραιο μέρος  f (x) = [x] , όπου το σύμβολο  [x]  εκφράζει το 
μεγαλύτερο ακέραιο, ο οποίος δεν υπερβαίνει τον  x. 

IV. Η συνάρτηση πρόσημο του  x.  sign(x) = 
1 αν 0

0 αν 0
1 αν 0

x
x
x

− <⎧
⎪ =⎨
⎪ >⎩

 

Παρατηρούμε ότι  x.sign(x) = 
( 1) αν 0

0 αν 0
1 αν 0

x x
x x
x x

− <⎧
⎪ ⋅ =⎨
⎪ ⋅ >⎩

 = 
αν 0

0 αν 0
αν 0

x x
x

x x

− <⎧
⎪ =⎨
⎪ >⎩

 = x . 

Επομένως, x.sign(x) = x  ⇔  sign(x) = 
x
x  = x

x
, για κάθε  x *∈ . 

V. Η συνάρτηση Dirichlet  

f (x) = 
1 αν
0 αν ( )

x
x

∈⎧
⎨ ∈ −⎩

. Η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης αυτης δεν 
μπορεί να γίνει με “απόλυτη ακρίβεια” 
αφού για παράδειγμα μεταξύ δύο ρητών 
υπάρχει πάντα κάποιος άλλος ρητός. 
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1.4. ΟΡΙΣΜΟΣ: Δύο συναρτήσεις  f  και  g  λέγονται ίσες όταν: 

     Έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού  Α  και 
     Για κάθε  x∈Α  ισχύει  f (x) = g(x). 
Τότε γράφουμε  f = g. 

 
1.5. ΣΗΜΕΙΩΣΗ: (i) Έστω  f, g  δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού  Α, Β  αντίστοιχα και  Γ  

ένα υποσύνολο των  Α  και  Β. Αν για κάθε  x∈Γ  ισχύει  f (x) = g(x), τότε 
λέμε ότι οι συναρτήσεις  f, g  είναι ίσες στο σύνολο  Γ. 

(ii) Είναι  ΛΑΘΟΣ  η έκφραση: “Δύο συναρτήσεις είναι ίσες, όταν έχουν το 
ίδιο πεδίο ορισμού και τον ίδιο τύπο”. 
Για παράδειγμα οι συναρτήσεις  f (x) = x  και  g(x) = x3  με   
x∈A = {–1,0,1}  είναι ίσες, αλλά δεν έχουν τον ίδιο τύπο. 

 
1.6. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού το σύνολο  Α, λέγε-

ται άρτια αν  
για κάθε  x∈A  ισχύει: 
                                  – x∈A     και     f (– x) = f (x). 

 
Γραφική παρά-
σταση άρτιας συ-
νάρτησης 
 

Σε μία άρτια συνάρτηση, αν το σημείο  
(x, f (x))  ανήκει στη γραφική παράστα-
ση της, τότε θα ανήκει σ’ αυτήν και το 
σημείο  (–x, f (x)), τα οποία είναι συμ-
μετρικά ως προς τον άξονα  y΄y. Επομέ-
νως, Η γραφική παράσταση μιας άρτιας 
συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας τον 
άξονα  y΄y. 

 
1.7. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού το σύνολο  Α, λέ-

γεται περιττή αν 
για κάθε  x∈A  ισχύει: 
                                  – x∈A     και     f (– x) = – f (x). 

 
Γραφική παρά-
σταση περιττής 
συνάρτησης 
 

Σε μία περιττή συνάρτηση, αν το σημείο  
(x, f (x))  ανήκει στη γραφική παράστα-
ση της, τότε θα ανήκει σ’ αυτήν και το 
σημείο  (–x, –f (x)), τα οποία είναι συμ-
μετρικά ως προς την αρχή των αξόνων  
Ο. Επομένως, Η γραφική παράσταση 
μιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο 
συμμετρίας την αρχή των αξόνων  Ο. 

 
1.8. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού το σύνολο  Α, λέγεται πε-

ροδική με περίοδο  Τ *∈   αν για κάθε  x∈A  ισχύει: 
                            x + Τ∈A     και     f (x + Τ) = f (x). 
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Γραφική παρά-
σταση περοδικής 
συνάρτησης 
 
 
 
 
 
Παραδείγματα 
περιοδικών συ-
ναρτήσεων 
 
 

Μια περιοδική συνάρτηση μπορεί 
να έχει πολλές περιόδους. Πολλές 
φορές υπάρχει η ελάχιστη από τις 
θετικές περιόδους η οποία λέγε-
ται βασική ή πρωτεύουσα περίο-
δος. 
Η γραφική παράσταση μιας περιοδικής συνάρτησης μπορεί να προκύψει με 
διαδοχικές μεταφορές του τμήματος που αντιστοιχεί σε μία περίοδό της. Γι’ 
αυτό η μελέτη μιας περιοδικής συνάρτησης γίνεται σε πλάτος μιας περιόδου 
της και ειδικά, αν υπάρχει, σε πλάτος της βασικής περιόδου της. 
Παράδειγμα 1:  Η σταθερή συνάρτηση  f (x) = c  είναι περιοδική με περίοδο 
οποιονδήποτε μη μηδενικό πραγματικό αριθμό. 
Παράδειγμα 2:  Οι συναρτήσεις  f (x) = ημx  και  g(x) = συνx  είναι περιοδικές 
με περίοδο  Τ = 2π, ενώ οι συναρτήσεις  h(x) = εφx  και  φ(x) = σφx  είναι πε-
ριοδικές με περίοδο  Τ = π. 
Παράδειγμα 3:  Η συνάρτηση Dirichlet  είναι περιοδική, με περίοδο κάθε ρητό 
αριθμό. Πράγματι, αν  ρ∈  τότε και  x + ρ∈  αν  x∈   και  f (x + ρ) = 1 =  
f (x). Ακόμα  x + ρ ( )∈ −  αν  x ( )∈ −   οπότε  f (x + ρ) = 0 = f (x). 

 
Άθροισμα, δια-
φορά, γινόμενο 
και πηλίκο δύο 
συναρτήσεων 
 

Έστω  f, g  δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το  Α  και  Β  αντίστοιχα. Τότε 
ορίζουμε ως 
• άθροισμα των  f, g  τη συνάρτηση  f + g   

o με πεδίο ορισμού το σύνολο  Γ = Α∩Β   και 
o (f + g)(x) = f (x) + g(x) ,  για κάθε  x∈Γ. 

• διαφορά των  f, g  τη συνάρτηση  f – g   
o με πεδίο ορισμού το σύνολο  Γ = Α∩Β   και 
o (f – g)(x) = f (x) – g(x) ,  για κάθε  x∈Γ. 

• γινόμενο των  f, g  τη συνάρτηση  f . g   
o με πεδίο ορισμού το σύνολο  Γ = Α∩Β   και 
o (f . g)(x) = f (x) . g(x) ,  για κάθε  x∈Γ. 

• πηλίκο των  f, g  τη συνάρτηση  f
g    

o με πεδίο ορισμού το σύνολο  Δ = {x / x∈Α  και  x∈Β , με  g(x) ≠ 0} 

o f
g

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x) = ( )
( )

f x
g x  ,  για κάθε  x∈Δ. 

 
 
 
 
 
 

Ας θεωρήσουμε τις συναρτήσεις  f (x) = 1
1

x
x
+
−

  και  g(x) = 3
x

x− . Τώρα ας 

φανταστούμε τις δύο συναρτήσεις σαν δύο “μηχανισμούς” που δέχονται τιμές 
στη μεταβλητή  x  και αποδίδουν τα αποτελέσματα  f (x)  και  g(x)  αντίστοι-
χα. Θέλουμε να συνδυάσουμε τους δύο μηχανισμούς  f  και  g  σε έναν έτσι 
ώστε αν δρά για παράδειγμα πρώτα η  f, τα αποτελέσματα να εισάγονται στην  
g  και έτσι να παίρνουμε τις τελικές τιμές. Αν θέσουμε στη θέση του  x  τις τι-
μές  –1 , 0 , 2 , 3 , 4  παίρνουμε  f (–1) = 0 , f (0) = –1 , f (2) = 3 , f (3) = 2 ,  
f (4) = 5

3 . Αυτές τίθενται στη θέση του  x  στον τύπο της  g  με αποτέλεσμα   

g(f (–1)) = g(0) = 0 , g( f (0)) = g(–1) = 1
4  , g(f (2)) = g(3) = ; , g(f (3)) = g(2)  
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= –2 , g(f (4)) = g( 5
3 ) = – 5

4 . Παρατηρούμε ότι για να δουλέψει ο συνδυασμός 

των δύο μηχανισμών αρκεί οι τιμές που τίθενται στο  x  να βρίσκονται στο 
πεδίο ορισμού της  f, το  Df = –{1}  και τα αποτελέσματα  f(x)  να ανήκουν 
στο πεδίο ορισμού της  g, το  Dg = –{3}. Αν θελήσουμε να αντικαταστή-
σουμε το συνδυασμό των δύο μηχανισμών με έναν νέο ο οποίος θα δέχεται τις 
τιμές που δεχόταν η  f  και θα δίνει τα αποτελέσματα που έδινε η  g, τότε για 
να βρούμε το πεδίο ορισμού του απαιτούμε  

( )
f

g

x D
f x D
∈⎧

⎨ ∈⎩
 ⇔  

1
1 31

x
x
x

≠⎧⎪
⎨ + ≠⎪⎩ −

 ⇔  
1

3 3 1
x

x x
≠⎧

⎨ − ≠ +⎩
 ⇔  

1
2 4
x
x
≠⎧

⎨ ≠⎩
 ⇔  

1
2

x
x
≠⎧

⎨ ≠⎩
. 

Για κάθε  x∈ –{1,2}  θα είναι   

g(f (x)) = g( 1
1

x
x
+
−

) =
1
1

1
1

3

x
x

x
x

+
−

+
−
−

=
1
1

1 3( 1)
1

x
x

x x
x

+
−

+ − −
−

= 1
1 3 3
x

x x
+

+ − +
= 1

4 2
x

x
+
−

. 

 
1.9. ΟΡΙΣΜΟΣ: Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού  Α, Β  αντιστοίχως, 

τότε ονομάζουμε σύνθεση της  f  με την  g,  και τη συμβολίζουμε με  
g f, τη συνάρτηση με πεδίο ορισμού το σύνολο   
Α1 = {x∈A / f (x) ∈B}  και τύπο  (g f )(x) = g(f (x)). 

 
 
 

Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f : Α→ f (A)  και  g : B→ g(B). 
 

            
Δηλαδή το πεδίο ορισμού της  g f  αποτελείται από εκείνα μόνα τα  x∈A  
για τα οποία το  f (x)∈Β, δηλαδή το σύνολο   Α1 = {x∈A / f (x)∈Β}. 
Προφανώς η  g f  ορίζεται αν  Α1 ≠∅ , δηλαδή αν  f (Α)∩B ≠∅ . 

 
1.10. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Γενικά, αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι  g f  και  f g , 

τότε αυτές δεν είναι υποχρεωτικά ίσες. Δηλαδή, γενικά ισχύει   
g f ≠  f g. (Δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα). 

 Αν  f, g, h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η  h (g f) , τότε ορίζε-
ται και η  (h g) f  και ισχύει:   h (g f) = (h g) f.  
(Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα). 

 Αν  Ι(x) = x  είναι η ταυτοτική συνάρτηση και  f  μία συνάρτηση τότε:  
I f = f I = f. (Η  Ι  είναι το ουδέτερο στοιχείο στη σύνθεση συναρτήσεων). 

 
 
___________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ______________________________________________ 
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1.11.  Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση  f  η οποία για κάθε  x, y∈   να ικανοποιεί 
τη σχέση:     f ( x –y) = (x+4).f (y–1) + (x+y)2 . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί τη δεδομένη σχέση. 
Για  x = 1  και  y = 1  έχουμε: 
     f ( 1 –1) = (1+4).f(1–1) + (1+1)2  ⇔   f (0) = 5.f (0) + 4  ⇔   –4.f (0) = 4  ⇔   f (0) = –1  (1). 
Για  x = –1  και  y = 1  έχουμε: 
 f ( 1− –1) = (–1+4).f (1–1) + (–1+1)2  ⇔   f (0) = 3.f(0) + 0  ⇔   –2.f (0) = 0  ⇔   f (0) = 0  (2). 
Από  (1)  και  (2)  συμπεραίνουμε ότι η  f  δεν είναι συνάρτηση. 
Επομένως, δεν υπάρχει συνάρτηση  f  που να ικανοποιεί τη δεδομένη σχέση. 
 
 

1.12.  Δίνονται οι συναρτήσεις  f, g  με τύπους: 

f (x) = 
⎧
⎪ ⋅⎨
⎪
⎩

2

αν

αν

αν

+1 <0
( 2) 2 0 1

3 +2 >1

x

x x
x x

x x x

−− ≤ ≤
−

      και    g(x) = 
⎧⎪
⎨
⎪⎩

x x x
x x

2 αν

αν

+ <0
2 0− ≥

. 

Να οριστεί η συνάρτηση  f
g   να γίνει η γραφική της παράσταση και απ’ αυτήν να προσ-

διοριστεί το σύνολο τιμών της. 
Λύση: 

x – ∞      –1               0                         1                     2              + ∞  
f (x) x+1 (x–2).2–x x2 – 3x+2 
g(x) x2+x x–2 x–2 

( )f xg
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2
1x

x x
+
+

 2
1x

x x
+
+

 ( 2) 2
2

xx
x

−− ⋅
−

 
2 3 2

2
x x

x
− +
−

2 3 2
2

x x
x
− +
−

 

Στον παραπάνω πίνακα φαίνονται οι δύο συναρτήσεις καθώς επίσης τα διαστήματα και ο τύ-
πος της συνάρτησης  f / g. 

Άρα  ( )f xg
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 

2

2

και

και

1 αν 0 1

( 2) 2 αν 0 12
3 2 αν 1 22

x

x x x
x x

x xx
x x x xx

−

+⎧ < ≠ −⎪ +
⎪

− ⋅⎪ ≤ ≤⎨ −⎪
− +⎪ > ≠⎪ −⎩

 = 

και

και

1 αν 0 1( 1)
2 αν 0 1

( 2)( 1) αν 1 22

x

x x xx x
x

x x x xx

−

+⎧ < ≠ −⎪ +
⎪ ≤ ≤⎨
⎪ − −⎪ > ≠

−⎩

 

 

= ( )
και

και

1 αν 0 1

1 αν 0 12
1 αν 1 2

x

x xx

x

x x x

⎧ < ≠ −⎪
⎪⎪ ≤ ≤⎨
⎪

− > ≠⎪
⎪⎩

. 

Το σύνολο τιμών της  f
g   είναι   

( )f Ag
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =  

(–∞ ,–1)∪ (–1,0)∪ (0,+ ∞ ). 
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1.13.  Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = x – 1  και  g(x) = x2 9− . Να βρείτε τις συναρτήσεις: 

i) g f                         ii) f g                        ii) f f                           iv) g g  
Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = [0,+∞ ). 
Η συνάρτηση  g  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  x2 – 9 ≥ 0  ⇔   
 x ≤  –3  ή  x ≥  3.  
Άρα το πεδίο ορισμού της  g  είναι Dg = (–∞ ,–3]∪ [3,+∞ ). 

i)  Είναι  
( )

f

g

x D
f x D
∈⎧

⎨ ∈⎩
  ⇔   

0
1 3 1 3

x
x η x

≥⎧
⎨ − ≤− − ≥⎩

  ⇔   
( )

0
2 4αδυνατο

x
x η x

≥⎧
⎨ ≤− ≥⎩

  ⇔  

0
16

x
x
≥⎧

⎨ ≥⎩
  ⇔   x ≥  16. Άρα το πεδίο ορισμού της  g f  είναι g fD  = [16,+∞ ). 

Για κάθε  x g fD∈  είναι  (g f )(x) = g( f (x)) = g( x –1) = 2( 1) 9x − − = 2 1 9x x− + −   

                                                       = 2 8x x− − . 

ii)  Είναι  
( )

g

f

x D
g x D

∈⎧
⎨ ∈⎩

  ⇔   
2

3 3

9 0

x η x

x

≤− ≥⎧
⎨

− ≥⎩
  ⇔   x ≤  –3  ή  x ≥  3. 

Άρα το πεδίο ορισμού της  f g  είναι f gD  = (–∞ ,–3]∪ [3,+∞ ). 

Για κάθε  x f gD∈  είναι  (f g)(x) = f (g(x)) = f ( 2 9x − ) = 2 9x − – 1 = 4 2 9x −  – 1. 

iii)  Είναι  
( )

f

f

x D
f x D
∈⎧

⎨ ∈⎩
  ⇔   

0
1 0

x
x
≥⎧

⎨ − ≥⎩
  ⇔   

0
1

x
x
≥⎧

⎨ ≥⎩
  ⇔   

0
1

x
x
≥⎧

⎨ ≥⎩
  ⇔   x ≥  1. 

Άρα το πεδίο ορισμού της  f f  είναι f fD  = [1,+∞ ). 

Για κάθε  x f fD∈  είναι  (f f )(x) = f ( f (x)) = f ( x –1) = 1x −  – 1. 
iv)  Είναι  

( )
g

g

x D
g x D

∈⎧
⎨ ∈⎩

⇔
2 2( )

3 η 3

9 3 η 9 3αδυνατο

x x

x x

≤− ≥⎧
⎨

− ≤− − ≥⎩

⇔ 2

3 η 3
9 9

x x
x
≤− ≥⎧

⎨ − ≥⎩
⇔ 2

3 η 3
18

x x
x

≤− ≥⎧
⎨ ≥⎩

  

⇔
2

3 η 3

18

x x

x

≤− ≥⎧
⎨

≥⎩
⇔

3 η 3
3 2

x x
x

≤− ≥⎧
⎨ ≥⎩

⇔

3 η 3
3 2 η 3 2

x x
x x

≤− ≥⎧
⎨ ≤− ≥⎩

⇔  x ≤  –3 2   ή  x ≥  3 2 . 

Άρα το πεδίο ορισμού της  g g  είναι g gD  = (–∞ ,–3 2 ]∪ [3 2 ,+∞ ). 

Για κάθε  x g gD∈  είναι  (g g)(x) = g(g(x)) = g( 2 9x − ) = 2 2( 9 ) 9x − −  = 2 9 9x − −  

                                                                                                                    = 2 18x − . 
 
 

1.14.  Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = ⎧⎨
⎩

x x
x x

2 , 1
5 6 , 1
− <
− ≥

  και  g(x) = x 1+ . 

Να βρείτε τις συναρτήσεις:       i) g f                             ii) f g  
Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  g  είναι  Dg = [–1,+∞ ). 

x – ∞    –3      3    + ∞  
x2–9     +     0  –  0     +   
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i)  (α)  f (x) = x – 2 , x∈ (–∞ ,1)   και  g(x) = 1x+  ,  x∈ [–1,+∞ ). 

Είναι  
( )

f

g

x D
f x D
∈⎧

⎨ ∈⎩
  ⇔   

1
2 1
x

x
<⎧

⎨ − ≥−⎩
  ⇔   

1
1

x
x
<⎧

⎨ ≥⎩
  αδύνατο. 

(β)  f (x) = 5 – 6x , x∈ [1,+∞ )   και  g(x) = 1x+  ,  x∈ [–1,+∞ ) 

Είναι  
( )

f

g

x D
f x D
∈⎧

⎨ ∈⎩
 ⇔  

1
5 6 1

x
x
≥⎧

⎨ − ≥−⎩
 ⇔  

1
6 6
x
x
≥⎧

⎨− ≥−⎩
 ⇔  

1
6
6

x

x

≥⎧⎪
⎨ −≤⎪⎩ −

 ⇔  
1
1

x
x
≥⎧

⎨ ≤⎩
 ⇔  x = 1. 

Για  x = 1  είναι  (g f )(1) = g( f (1)) = g(–1) = 1 1− +  = 0. 
Επομένως  g fD  = {1}  και  (g f )(1) = 0. 
 

ii)  (α)  f (x) = x – 2 , x∈ (–∞ ,1)   και  g(x) = 1x+  ,  x∈ [–1,+∞ ). 

Είναι 
( )

g

f

x D
g x D

∈⎧
⎨ ∈⎩

 ⇔  
1

1 1
x
x
≥−⎧

⎨ + <⎩
 ⇔  

1
1 1

x
x
≥−⎧

⎨ + <⎩
 ⇔  

1
0

x
x
≥−⎧

⎨ <⎩
 ⇔  –1 ≤  x < 0. 

Για κάθε  x∈ [–1,0) είναι  (f g)(x) = f (g(x)) = f ( 1x+ ) = 1x+  – 2. 
(β)  f (x) = 5 – 6x , x∈ [1,+∞ )   και  g(x) = 1x+  ,  x∈ [–1,+∞ ). 

Είναι  
( )

g

f

x D
g x D

∈⎧
⎨ ∈⎩

 ⇔  
1

1 1
x
x
≥−⎧

⎨ + ≥⎩
 ⇔  

1
1 1

x
x
≥−⎧

⎨ + ≥⎩
 ⇔  

1
0

x
x
≥−⎧

⎨ ≥⎩
 ⇔  x ≥  0. 

Για κάθε  x∈ [0,+∞ ) είναι  (f g)(x) = f (g(x)) = f ( 1x+ ) = 5 – 6 1x+ . 

Άρα  (f g)(x) = 1 2 , [ 1,0)
5 6 1 , [0, )

x x
x x

+ − ∈ −⎧
⎨
− + ∈ +∞⎩

. 

 
 

1.15. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x
x1− . Να βρεθεί συνάρτηση 

i)  h  τέτοια ώστε  ( f h )(x) = x
x x2 +2−

                ii)  g  τέτοια ώστε  ( g f )(x) = x
x x2

2 1
2 2 +1

−
−

. 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = –{1}. 
i)  Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  h  τέτοια, ώστε  ( f h )(x) = 2 2

x
x x− +

  ⇔  

f (h(x)) = 2 2
x

x x− +
  ⇔   ( )

1 ( )
h x

h x−
 = 2 2

x
x x− +

 , h(x) ≠ 1  ⇔   

   h(x).( x2 – x + 2) = x.(1–h(x)) ,  h(x) ≠ 1  ⇔   h(x).( x2 – x + 2) = x – x.h(x) ,  h(x) ≠ 1  ⇔  
   h(x).(x2 – x + 2) + x.h(x) = x ,  h(x) ≠ 1  ⇔   (x2 – x + 2 + x).h(x) = x ,  h(x) ≠ 1  ⇔  

   (x2 + 2).h(x) = x ,  h(x) ≠ 1  ⇔   h(x) = 2 2
x

x +
 ,  h(x) ≠ 1. 

Είναι  h(x) ≠ 1  ⇔   2 2
x

x +
 ≠ 1  ⇔   x2 + 2 ≠  x  ⇔   x2 – x + 2 ≠  0  που ισχύει πάντοτε, 

εφ’ όσον  Δ = 1 – 8 = –7 < 0. 

Για κάθε  x∈   είναι  (f h)(x) = f (h(x)) = f ( 2 2
x

x +
) = 

2

2

2
1

2

x
x

x
x

+
−

+

 = 
2

2

2

2
2

2

x
x

x x
x

+
+ −
+

 = 2 2
x

x x− +
 

Επομένως, η  h(x) = 2 2
x

x +
  είναι η ζητούμενη συνάρτηση. 
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ii)  Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  g  τέτοια, ώστε  (g f )(x) = 2
2 1

2 2 1
x

x x
−

− +
  

Θέτουμε  f (x) = y  οπότε  1
x

x−  = y  ⇔   x = y – yx  ⇔   x + yx = y  ⇔   (1+y)x = y   

Αν  y = –1  τότε  0.x = –1  αδύνατη. 

Αν  y ≠  –1  τότε  έχουμε  x = 1
y

y+
  (1)  

Επειδή  x ≠ 1  ⇔   1
y

y+
 ≠ 1  ⇔   y ≠  y+1  ⇔   0 ≠  1  που αληθεύει, η  (1)  θα ισχύει για 

κάθε  y ≠  –1. 

Άρα  (g f )(x) = 2
2 1

2 2 1
x

x x
−

− +
  ⇔   g( f (x)) = 2

2 1
2 2 1

x
x x

−
− +

  ⇔   g(y) = 2

2 11

2 2 11 1

y
y

y y
y y

⋅ −
+

⎛ ⎞ − ⋅ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 =  

2

2

2 1
1

2 2 11(1 )

y y
y

y y
yy

− −
+

− +
++

 =  2 2

2

1
1

2 2 (1 ) (1 )
(1 )

y
y

y y y y
y

−
+

− + + +
+

 = 2 2 2
( 1)(1 )

2 2 2 1 2
y y

y y y y y
− +

− − + + +
 = 

2

2
1
1

y
y
−
+

. 

Δηλαδή  g(x) = 
2

2
1
1

x
x
−
+

 ,  x∈ . Είναι:  (g f )(x) = g( f (x)) = g( 1
x

x− ) = 
( )
( )

2

2

11

11

x
x

x
x

−
−

+
−

  

= 

2 2

2

2 2

2

(1 )
(1 )

(1 )
(1 )

x x
x

x x
x

− −
−

+ −
−

 = 
2 2

2 2
1 2
1 2

x x x
x x x
− + −
+ − +

 = 2
2 1

2 2 1
x

x x
−

− +
. 

Επομένως, η  g(x) = 
2

2
1
1

x
x
−
+

 ,  x∈   είναι η ζητούμενη συνάρτηση. 

 
 

1.16.  Έστω συνάρτηση  f :[0,1] → [1,+ ∞ )  η οποία έχει την ιδιότητα: 
                  f 2(x) + x4 = 1 + 2x2.f(x) ,  για κάθε  x∈ [0,1]. 

Να βρείτε τις συναρτήσεις  f. 
Λύση: 

Για κάθε  x∈ [0,1]  είναι:   f 2(x) + x4 = 1 + 2x2.f (x) ⇔  f 2(x) – 2x2.f (x) + x4 = 1 ⇔  
[f (x) – x2]2 = 1 ⇔  f (x) – x2 = 1  ή  f (x) – x2 = –1 ⇔  f (x) = x2+1  ή  f (x) = x2 –1. 
♦ Για τα  x∈ [0,1]  που είναι  f (x) = x2 + 1  έχουμε  0 ≤ x ≤ 1 ⇒  1 ≤ x2+1 ≤ 2 ⇒  1 ≤  f (x) ≤ 2 
♦ Για τα  x∈ [0,1]  που είναι  f (x) = x2 –1  έχουμε  0 ≤ x ≤ 1 ⇒  –1 ≤ x2–1 ≤ 0 ⇒  –1 ≤  f (x) ≤ 0 
Επειδή  f (x)∈ [1,+∞ )  θα έχουμε ότι για κάθε  x∈ [0,1]  το  f (x) = x2 + 1. 
Επομένως, η μόνη συνάρτηση που έχει την δεδομένη ιδιότητα είναι η  f (x) = x2 + 1,  x∈ [0,1]. 
 
 

1.17.  Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί την ισότητα: 
                f (x+y) – f (x–y) + f (x) + f (y) = x2 + 4xy + y2 ,  για κάθε  x, y∈ . 

i)  Να αποδείξετε ότι  f (0) = 0. 
ii)  Να βρείτε τις συναρτήσεις  f. 

Λύση: 
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i)  Για  x = y = 0  η δεδομένη ισότητα δίνει:  
f (0+0) – f (0–0) + f (0) + f (0) = 02 + 4.0.0 + 02  ⇒  f (0) – f (0) + f (0) + f (0) = 0   
⇒  2f (0) = 0 ⇒  f (0) = 0. 

ii)  Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί την δεδομένη σχέση. 
Για  y = 0  η σχέση δίνει: 
f (x+0) – f (x–0) + f (x) + f (0) = x2 + 4x.0 + 02   ⇒    f (x) – f (x) + f (x) + 0 = x2 + 0 + 0   ⇒     
f (x) = x2. 
Για κάθε  x, y∈   είναι:   f (x + y) – f (x – y) + f (x) + f (y) = (x + y)2 – (x – y)2 + x2 + y2  
= x2 + 2xy + y2 – (x2 – 2xy + y2) + x2 + y2 = x2 + 2xy + y2 – x2 + 2xy – y2 + x2 + y2  
= x2 + 4xy + y2. 
Επομένως, η ζητούμενη συνάρτηση είναι  f (x) = x2, x∈ . 

 
 

1.18.  Να βρείτε τις συναρτήσεις  f : →   οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 
                f (x+y) – f (x–y) + f (x) + f (y) = 2x + 3y + 2 ,  για κάθε  x, y∈ . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί την δεδομένη σχέση. 
Για  x = y = 0  η δεδομένη ισότητα δίνει: f (0+0) – f (0–0) + f (0) + f (0) = 4.0 + 3.0 + 2 ⇒  
 f (0) – f (0) + f (0) + f (0) = 2  ⇒   2f (0) = 2   ⇒    f (0) = 1. 
Για  y = 0  η σχέση δίνει: 
f (x+0) – f (x–0) + f (x) + f (0) = 2x + 3.0 + 2  ⇒   f (x) – f (x) + f (x) + 1 = 2x + 2  ⇒    
f (x) = 2x + 1. 
Για κάθε  x, y∈   είναι:   
f (x+y) – f (x–y) + f (x) + f (y) = 2(x+y) + 1 – 2(x–y) – 1 + 2x + 1 + 2y + 1   
                                            = 2x + 2y + 1 – 2x + 2y – 1 + 2x + 1 + 2y + 1  = 2x + 6y + 2. 
Επομένως, δεν υπάρχει συνάρτηση  f  που να επαληθεύει τη δοθείσα σχέση. 
 
 

1.19.  Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο συναρτήσεις, ορισμένες στο  ,  που ικανοποιούν τη 
σχέση:    f (x).f (y) = f (x) + f (y) + 3 ,  για κάθε  x, y∈ . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί την δεδομένη σχέση. 
Για  y = x  η δεδομένη ισότητα δίνει: f (x).f (x) = f (x) + f (x) + 3 ⇒  f 2(x) – 2f (x) – 3 = 0 ⇒  
f (x) = –1  ή  f (x) = 3. 
Αν υπάρχουν  x1 , x2∈  με  f (x1) = –1  ή  f (x2) = 3, τότε η δοθείσα σχέση για  x = x1  και   
y = x2  δίνει:  f (x1).f (x2) = f (x1) + f (x2) + 3 ⇒  –1.3 = –1 + 3 + 3 ⇒  –3 = 5  αδύνατο. 
Επομένως  f (x) = –1 , για κάθε  x∈     ή    f (x) = 3 , για κάθε  x∈ . 
Για κάθε  x, y∈   είναι: f (x).f (y) = f (x) + f (y) + 3 ⇔  –1.(–1) = –1 – 1+ 3 ⇔  1 = 1 ισχύει. 
Για κάθε  x, y∈   είναι: f (x).f (y) = f (x) + f (y) + 3 ⇔  3.3 = 3 + 3 + 3 ⇔  9 = 9 ισχύει. 
Επομένως, οι ζητούμενες συναρτήσεις είναι:   f (x) = –1,   x∈     και    f (x) = 3,  x∈ . 
 
 

1.20.  Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις  f : (0,+ ∞ ) →   με  f (1) = 0  και για κάθε  x, y >0  
ισχύει η σχέση:   f (xy) ≤  lny + f (x). 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί την δεδομένη σχέση. 
Για  x = 1  η δεδομένη σχέση δίνει: 
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f (1.y) ≤  lny + f (1) ⇒  f (y) ≤  lny + 0 ⇒  f (y) ≤  lny. Επομένως  f (x) ≤  lnx, για κάθε  x > 0 (1) 

Για  y = 1
x   η σχέση δίνει: 

 f (x 1
x⋅ ) ≤  ln 1

x  + f (x) ⇒  f (1) ≤  ln1 – lnx + f (x) ⇒  0 ≤  – lnx + f (x) ⇒   

 lnx ≤  f (x)  για κάθε  x >0  (2) 
Από  (1)  και  (2)  έχουμε  f (x) = lnx , για κάθε  x > 0. 
Για κάθε  x, y∈ (0,+∞ )  είναι  f (xy) = ln(xy) = lnx + lny = lny + f (x) ≤  lny + f (x). 
Επομένως, η ζητούμενη συνάρτηση είναι  f (x) = lnx,  x > 0. 
 
 

1.21.  Να βρεθεί συνάρτηση  f : →   τέτοια ώστε: 

     α.f (1+x) + β.f (1–x) = x2 + 5x –12  ,    για κάθε  x∈  ,  αν η γραφική της παράσταση 
διέρχεται από τα σημεία  Α(–1,–10)  και  Β(3,–6). 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί τις δεδομένες συνθήκες. Αφού η  Cf  
διέρχεται από τα σημεία  Α(–1,–10)  και  Β(3,–6)  θα είναι  f (–1) = –10  και  f (3) = –6. 
Για  x = –2  και  x = 2  η σχέση δίνει: 
  α.f (1–2) + β.f (1+2) = (–2)2 + 5(–2) – 12  ⇔   α.f (–1) + β.f (3) = 4–10–12  ⇔    
  –10α–6β = – 18  ⇔   5α + 3β = 9   και 
  α.f (1+2) + β.f (1–2) = 22 + 5.2 – 12  ⇔   α.f (3) + β.f (–1) = 4+10–12  ⇔    
  –6α–10β = 2  ⇔   3α+5β = –1. 

Έχουμε το σύστημα  
5 3 9

3 5 1
α β
α β
+ =⎧

⎨ + = −⎩
 .  D = 

5 3
3 5

 = 25–9 = 16  ,  Dα = 
9 3
1 5−

 = 45+3 = 48  , 

 Dβ = 
5 9
3 1−

 = –5–27 = –32.  Επομένως  α = αD
D  = 48

16  = 3  και  β = βD
D  = 32

16
−  = –2. 

Η σχέση γίνεται:  3.f (1+x) – 2.f (1–x) = x2+5x–12  (1). 
Αν στη θέση του  x  θέσουμε  –x  παίρνουμε:   
     3.f (1–x) – 2.f (1+x) = (–x)2+5(–x)–12  ⇔   3.f (1–x) – 2.f (1+x) = x2–5x–12  (2) 
Από  (1)  και  (2)  έχουμε: 

2

2

33 (1 ) 2 (1 ) 5 12
22 (1 ) 3 (1 ) 5 12

f x f x x x
f x f x x x

⋅⎧ + − − = + −
⎨ ⋅− + + − = − −⎩

  ⇔   
2

2

9 (1 ) 6 (1 ) 3 15 36
4 (1 ) 6 (1 ) 2 10 24
f x f x x x
f x f x x x

⎧ + − − = + −
⎨
− + + − = − −⎩

 

                                                                         5.f (1+x) = 5x2+5x–60  ⇔   f (1+x) = x2+x–12. 
Αν στη θέση του  x  θέσουμε  x–1  παίρνουμε:   
f (1+x–1) = (x–1)2+x–1–12  ⇔   f (x) = x2–2x+1+x–1–12  ⇔   f (x) = x2–x–12. 
Για κάθε  x∈  είναι: 3.f (1+x) – 2.f (1–x) = 3[(1+x)2 – (1+x) – 12] – 2[(1–x)2 – (1–x) – 12]  
= 3(1+2x+x2) – 3(1+x) – 36 – 2(1–2x+x2) + 2(1–x) + 24 = 3+6x+3x2–3–3x–36–2+4x–2x2+2–2x 
+24 = x2+5x–12. Επομένως, η ζητούμενη συνάρτηση είναι  f (x) = x2–x–12 ,  x∈ . 
 
 

1.22.  Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία έχει την ιδιότητα   
              ex+y ≤  f (x).f (y) ≤  f (x+y) , για κάθε  x, y∈ . 

α)  Δείξτε ότι  f (0) = 1. 

β)  Δείξτε ότι  f (–x) = 1
( )f x , για κάθε  x∈ . 

γ)  Να βρείτε τις συναρτήσεις  f. 
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Λύση: 

α)  Για  x = y = 0  έχουμε  e0 ≤  f (0).f (0) ≤  f (0+0)  ⇒   1 ≤  f 2(0) ≤  f (0). 

Επομένως, f (0) ≥  1  και από την  f 2(0) ≤  f (0)  
(0) 0f >

⇔   f (0) ≤  1. Άρα  f (0) = 1. 
β)  Για  y = –x  έχουμε  e0 ≤  f (x).f (–x) ≤  f (0)  ⇒   1 ≤  f (x).f (–x) ≤  1. 

Επομένως, f (x).f (–x) = 1  ⇔   f (–x) = 1
( )f x . 

γ)  Υποθέτουμε ότι υπάρχει συνάρτηση  f  που ικανοποιεί την δεδομένη σχέση. 
Για  y = 0  η δεδομένη σχέση δίνει: 
ex ≤  f (x).f (0) ≤  f (x)  ⇒   ex ≤  f (x) ≤  f (x). Επομένως  f (x) ≥  ex για κάθε  x∈  (1)  
Αν στην προηγούμενη σχέση θέσουμε στη θέση του  x  το  –x  θα έχουμε: 
 f (–x) ≥  e–x  ⇒   1

( )f x  ≥  1
xe

  ⇒   ex ≥  f (x). Επομένως  f (x) ≤  ex για κάθε  x∈  (2)  

Από  (1)  και  (2)  έχουμε  f (x) = ex, για κάθε  x∈ . 
Προφανώς η συνάρτηση που βρήκαμε επαληθεύει τη δεδομένη σχέση, οπότε 
f (x) = ex, για κάθε  x∈ . 
 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

1.23. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) =
3 2

2

( 1) 5 αν 1
αν 1

κ x κx x
x κ x

⎧ + − + ≤
⎨

+ ≥⎩
.  

Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ. 
[Απ. κ=5] 

 
1.24. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση  f : → , η οποία να ικανοποιεί την ισότητα: 

      f (x) + x.f (y) = x + y ,  για κάθε  x, y∈ . 
 
1.25. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση  f  ορισμένη στο  , για την οποία να ισχύει: 

     f (x + 1) + f (1 – x) = 2x + 3 ,  για κάθε  x∈ . 
 
1.26. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των επόμενων συναρτήσεων 

α)  f (x) = 2x+  + 
2 4

3
x
x
−
−

                                             β)  f (x) = ln(1 – 5 x− )   

γ)  f (x) = 2
1

1

xe
x

−
−

                                                             δ)  f (x) = 3
ημ

2
x

x x+ −
 – ln( 1)x

x
+  

[Απ.α)Α={-2}∪ [2,3)∪ (3,+ ∞ ) β)Α=(4,5] γ)Α=[0,1)∪ (1,+ ∞ ) δ)Α=(-1,0)∪ (0,1)∪ (1,+ ∞ )] 

 
1.27. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των επόμενων συναρτήσεων 

α) f (x) = 2 1x− −         β) g(x) = 1 συν
1 συν

x
x

+
−

 

γ) h(x) = 
4ln(4 )x

x x
−
+

          δ) φ(x) = 
1

3
x

x
−
−

 

[Απ.α)Α=[1,5] β)Α= -{x∈ :x=2κπ,κ∈ } γ)Α=(0, 2 ) δ)Α=(-3,-1]∪ [1,3)] 
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1.28. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των επόμενων συναρτήσεων 

α)  f (x) = 21 x−  + εφ(πx)                                                β) g(x) = 
3 21 1

x

x− −
 

[Απ.α)Α=[-1,- 1
2
)∪ (- 1

2
, 1
2
)∪ ( 1

2
,1] β)[-1,0)∪ (0,1]] 

 
1.29. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων με τύπους 

α) f (x) = 2 8 9 24x x+ − −                                                β) g(x) = ( )5 3log log
5 2

x
x

+
−

 

[Απ. α)Α=(- ∞ ,-11]∪ [-5,-3]∪ [3,+ ∞ ) β)[ 47
25

, 5
2
)] 

 
1.30. Να προσδιορίσετε, αν υπάρχουν, τα κοινά σημεία των αξόνων με τις γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων: 

i) f (x) = 
2 6

2
x x

x
− −
+

                                                       ii) g(x) = ln( 3 x –1) 
[Απ. i)(3,0),(0,-3) ii)(8,0)] 

 
1.31. Να προσδιορίσετε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων με τύπους: 

α)  f (x) = x2 – 3x + 2     και    g(x) = 6
x

 

β)  f (x) = x + 1 + 1
1x+      και    g(x) = x2 + x + 2  

[Απ.α)(3,2) β)(0,2)] 

 
1.32. Να δώσετε πέντε παραδείγματα συναρτήσεων, οι οποίες επαληθεύουν την ισότητα   

                     [f (x) – x][f (x) + x] = 1 ,  για κάθε  x∈ . 
 
1.33. Έστω η συνάρτηση  f (x) = αx4 + x3 – (α3 + 1)x2 – α2x + 4 ,  α∈ . Η γραφική παράσταση της  f  

διέρχεται από το σημείο  Α(–1,0). 
i)  Να βρεθεί ο  α. 
ii) Να βρείτε τα σημεία τομής της  Cf  με τους άξονες. 

[Απ.i)α=2 ii)(-2,0), (-1,0), ( 1
2
,0), (2,0) και (0,4)] 

 
1.34. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = αx2 – βx + β + 3  και  g(x) = x3 + (5 – α)x2 – 2βx + α2 – 4. Να 

προσδιορίσετε τις τιμές των  α, β, ώστε οι γραφικές παραστάσεις των  f, g  να έχουν κοινά ση-
μεία πάνω στον άξονα  y΄y  και στην ευθεία  x = 2. 

[Απ.(α,β)=(3,2) ή (α,β)=(-7,42)] 

 
1.35. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f, g  για τις οποίες ισχύει:  f 2(x) + g2(x) = 4f (x) + 6g(x) – 13 ,  για 

κάθε  x∈ . 
[Απ.f(x)=2, g(x)=3] 

 
1.36. Να προσδιορίσετε τις τιμές των  α, β, ώστε οι γραφικές παραστάσεις των  συναρτήσεων   

f (x) = x3 + (α2 – 2)x2 – 2βx – α  και  g(x) = – 4x2 + (β2 + 4)x + 3α , να έχουν κοινό σημείο πάνω 
στην ευθεία με εξίσωση  x + 1 = 0. 

[Απ.α=2, β=-1] 

 

1.37. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 1
1 2x−

 + 1
1 2 x−−

. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
β) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή συνάρτηση. 
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γ) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράστασή της και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
[Απ.α)Α= *  β)f(x)=1] 

 

1.38. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
2 3

2

2

4 4

x x

x x

−

− +
. 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
ii)  Να απλοποιήσετε τον τύπο της. 
iii) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράστασή της και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

 

1.39. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = ln(x – 1) – ln(1 – 1
x ). 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
ii) Να απλοποιήσετε τον τύπο της. 
iii) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράστασή της και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

 
1.40. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των επόμενων συναρτήσεων και μετά από αυτές να 

βρείτε τα σύνολα τιμών τους. 

α) f (x) = 2 4 4x x− +  – 2 2 1x x+ +                     β) g(x) = 
2 1

1
x
x
−
+

                    γ)  h(x) = 
2 3

1
x x

x
−
−

 

δ)  φ(x) = 2

2
2

x
x x

−
−

                             ε)  k(x) = 
1 1
1 1

x x
x x
+ − −
+ + −

                             στ)  F(x) = 2 x−  

 
1.41. Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των επόμενων συναρτήσεων και μετά από αυτές να 

βρείτε τα σύνολα τιμών τους. 

α) f (x) = 
3 αν 1

1 αν 1

x x

x
x

≤⎧⎪
⎨

>−⎪⎩
                                                β) g(x) = 2 2x−  

 
1.42. Να εξετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι  f = g. Στις περιπτώσεις που είναι  

f ≠ g, να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του    στο οποίο ισχύει  f (x) = g(x). 

i)  f (x) = 
2

2
3 10 8
4 4
x x
x x
− +
− −

     και     g(x) = 4 3
2
x

x
−
−

 

ii) f (x) = 1
1x x+ +

  και  g(x) = 1x+  – x  

iii) f(x) = ln( 1
1

x
x

−
+

) και g(x) = ln(1 – x) – ln(1 + x) 

iv) f(x) = ln(
2

1
x

x− )   και   g(x) = 2lnx – ln(1 – x) 

 

1.43. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g με  f (1–2x) = 22 2 1
x

x x− −
  και  g(x) = 2

1
1

x
x
−
+

. 

Να αποδείξετε ότι  f = g. 
 

1.44. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = 
3 2

2 2
λ x x

x λ λ
−

+ −
  και  g(x) = 

3 2 2

2
2
( 1)

x λx λ x
x

− +
−

. Να προσδιορίσετε τον 

λ  ώστε  f = g. 
[Απ.λ=1] 
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1.45. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = 
3 2

2
4 4 3

1
λx + λx x

x λx
+ +

+ +
  και  g(x) = λx + 3.  Να προσδιορίσετε τον  

λ  ώστε  f = g. 
[Απ. λ=1] 

 

1.46. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  με  f (2–3x) = 2
3

9 12 7
x

x x− +
  και   

     g(x) = 
3 2

4 2
( ) ( 1) 4

6
x α β x β x

x αx
− + + + + +

+ +
. 

i)  Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
ii) Να βρείτε τις τιμές των  α, β  ώστε  f = g. 

iii) Για τις τιμές των  α, β  που θα βρείτε, να ορίσετε τη συνάρτηση  h = f
g

 – 1
2 ⋅ I, όπου  Ι  είναι η 

ταυτοτική συνάρτηση  Ι(x) = x. 
iv) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  h  και από αυτή να βρείτε το σύνολο τιμών της. 

[Απ.i)f(x)= 2
2-x
x +3

 ii)α=5,β=-3] 

 
1.47. Να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του  , στο οποίο η συνάρτηση   

     f (x) = 
3 2 2 12

3
x +x x

x
− +
+

 + 2x, είναι άρτια. 
[Απ.Α= -{-3,3}] 

 
1.48. Να αποδείξετε ότι η μόνη συνάρτηση η οποία είναι ταυτόχρονα άρτια και περιττή στο  , εί-

ναι η μηδενική συνάρτηση. 
 
1.49. Α. Έστω συνάρτηση  f : Α→ , όπου  Α  είναι υποσύνολο του  , συμμετρικό ως προς το  0. 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = ( ) ( )
2

f x f x+ −   είναι άρτια ενώ η συνάρτηση  h(x) = 

( ) ( )
2

f x f x− −   είναι περιττή και ισχύει  f = g + h. 

Β. Να γράψετε τη συνάρτηση f (x) = 
2

3
1x x

x x
− −
−

  σαν άθροισμα μιας άρτιας και μιας περιττής συ-

νάρτησης. 
 
1.50. Έστω συνάρτηση  f : Α→   περιττή και  0∈Α. Να δείξετε ότι  f (0) = 0. 
 
1.51. Έστω συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί την ισότητα  f (x + y) = f (x) – f (y),  για κάθε  

x, y∈ . Να δείξετε ότι η  f  είναι άρτια. 
 
1.52. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f , g : Α→ , όπου το  Α  είναι σύνολο συμμετρικό ως προς το  0. 

Να αποδείξετε ότι: 
α) Αν οι  f, g  είναι άρτιες, τότε και οι συναρτήσεις  f + g ,  f . g είναι άρτιες. 
β) Αν οι  f, g  είναι περιττές, τότε η  f + g  είναι περιττή, ενώ η  f . g  είναι άρτια. 
γ) Αν η μία είναι άρτια και η  άλλη περιττή, τότε η  f . g  είναι περιττή. 

 
1.53. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   τέτοια ώστε για κάθε  x, y∈   να ισχύει   

f (x + y) = f (x) + f (y). Να δείξετε ότι: 
α)  f (0) = 0. 
β)  Η  f  είναι περιττή. 
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γ)  f (αx) = α.f (x),  x∈ , όταν    (i) α∈             (ii) α∈             (iii) α∈ . 
 
1.54. Αν μία συνάρτηση  f  είναι περιοδική με περίοδο  Τ, τότε και η  f   είναι περιοδική, με μία 

περίοδο  Τ. 
 
1.55. Έστω συνάρτηση  f : → , η οποία έχει την ιδιότητα  

     f (x) + f (x + 1) + f (x + 2) = 1,  για κάθε  x∈ .  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι περιοδική. 
 
1.56. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  η οποία ορίζεται στο  , είναι περιττή και ικανοποιεί τη σχέση   

          (x2 + 1).f (x) ≥  x ,  για κάθε  x∈ . 
[Απ.f(x)= 2

x
x +1

] 

 
1.57. Έστω περιττή συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

   (x2 + α).f (x) + x ≤  x3  για κάθε  x∈   και  α > 0. 
i)  Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
ii) Για ποια τιμή της παραμέτρου  α, η γραφική παράσταση της συνάρτησης διέρχεται από το ση-
μείο  Α(2,1); 

[Απ.i)f(x)= −3
2

x x
x +α

 ii)α=2] 

 

1.58. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) =
1 αν ( 2,0]

1 αν (0,2]
x x

x
− ∈ −⎧

⎨ ∈⎩
  και  g(x) =

2 2 αν [ 1,0]
2 1 αν (0,2]

x x x
x x

⎧ − + ∈ −
⎨

+ ∈⎩
. 

Να ορίσετε τη συνάρτηση  f + g, να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση και απ’ αυτήν να 
βρείτε το σύνολο τιμών της. 

 

1.59. Έστω οι συναρτήσεις  f (x) =
3 2

2

αν 1
1 αν 1

x x x
x x

⎧− − <
⎨

− ≥⎩
  και  g(x) =

1 αν 1 1
1 αν 1

x x
x x
+ − ≤ ≤⎧

⎨ − >⎩
. Να ορί-

σετε τη συνάρτηση  f
g

, να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση και απ’ αυτήν να βρείτε το 

σύνολο τιμών της. 
 
1.60. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = – x2  και  g(x) = lnx. Να βρείτε, αν ορίζονται, τις συναρτήσεις  

g f  και  f g. 
 

1.61. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = 2 1
1

x
x
−
+

  και  g(x) = 1x
x
− . Να βρείτε τις συναρτήσεις  g f  και  

f g.  Ισχύει  g f = f g; 
 

1.62. Δίνονται οι συναρτήσεις f (x) = 
2 4 3

3
x x

x
− +
−

  και  g(x) = ln(x – 1). 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού των δύο συναρτήσεων και να απλοποιήσετε τον τύπο της  f. 
β) Να βρείτε τη συνάρτηση  g f. 
γ) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  g f  δεν τέμνει τους άξονες. 
δ) Για ποιες τιμές του  x  η  γραφική παράσταση της  g f  βρίσκεται κάτω από τον άξονα  x΄x; 

[Απ.δ)2<x<3] 

 

1.63. Δίνονται οι συναρτήσεις   f (x) = 2 1
x

x−   και  g(x) = 1
1

x
x
−
+

. 
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α)  Να βρείτε τις συναρτήσεις  g f  και  f g. 

β)  Να ορίσετε τη συνάρτηση  h = g f
f g

. 

γ)  Να βρείτε τις τιμές του  x  για τις οποίες η γραφική παράσταση της  h  βρίσκεται πάνω από τον 
άξονα  x΄x. 

[Απ.γ)x∈ ( 1
3
, 1
2
) ∪ ( 1

2
,1) ∪ (1,3)] 

 

1.64. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = lnx2 – ln(1+x2)  και  g(x) = 1
x . 

α)  Να ορίσετε τη συνάρτηση  f g. 
β)  Να ορίσετε τη συνάρτηση  h = f ge−  – 2g. 
γ)  Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  h  με τους άξονες. 

[Απ.γ)Α(1,0)] 

 
1.65. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = συν2x  και  g(x) = 2x x− . Να βρείτε τις συναρτήσεις  g f  

και  f g. 
 
1.66. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = αx + β,  α, β∈  και  I(x) = x. Να βρείτε τα  α, β  ώστε   

   f f = Ι. 
[Απ.α=1, β=0 ή α=-1, β∈ ] 

 

1.67. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f (x) = 1
1

x
x
−
−

  και  g(x) = ln( 5
5

x
x

+
−

). 

α) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων και να απλοποιήσετε το τύπο της  f. 
β) Να βρείτε τη συνάρτηση  g f. 
γ) Να βρείτε τη συνάρτηση  f g. 

 
1.68. Να εκφράσετε τη συνάρτηση  f  ως σύνθεση δύο ή περισσότερων συναρτήσεων, αν 

i)  f (x) = συν5x                              ii)  f (x) = ημx3                              iii)  f (x) = (3x2–2x+1)4  

iv)  f (x) = ημ2 x                          v)  f (x) = ln 1
1

x
x

−⎛ ⎞⎜ ⎟
+⎝ ⎠

  

 

1.69. Έστω  Α = * –{–1,1}  το πεδίο ορισμού κάθε μιας από 
τις επόμενες συναρτήσεις: 

f1(x) = x ,  f2(x) = 1
1

x
x
−
+

 ,  f3(x) = – 1
x  ,  f4(x) = 1

1
x

x
+
−

. Να ε-

παληθεύσετε τα αποτελέσματα του επόμενου πίνακα που 
προκύπτει από τη σύνθεση όλων των δυνατών ζευγών των 
συναρτήσεων του συνόλου  G = {f1 , f2 , f3 , f4} 

 

1.70. Έστω  Α = * –{–1,1}  το πεδίο ορισμού κάθε μιας 
από τις επόμενες συναρτήσεις: 

f1(x) = x ,  f2(x) = 1
1 x−  ,  f3(x) = 1x

x
−  ,  f4(x) = 1–x , 

f5(x) = 1
x   και  f6(x) = 1

x
x− . Να επαληθεύσετε τα α-

ποτελέσματα του επόμενου πίνακα που προκύπτει από 
τη σύνθεση όλων των δυνατών ζευγών των συναρτή-
σεων του συνόλου  G = {f1 , f2 , f3 , f4  , f5 , f6}.  Τι παρατηρείτε από τον πίνακα για τις συνθέσεις 
των συναρτήσεων του συνόλου  Ε = { f1 , f2 , f3}; 

 f1 f2 f3 f4 
f1 f1 f2 f3 f4 
f2 f2 f3 f4 f1 
f3 f3 f4 f1 f2 
f4 f4 f1 f2 f3 

 f1 f2 f3 f4 f5 f6 
f1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 
f2 f2 f3 f1 f5 f6 f4 
f3 f3 f1 f2 f6 f4 f5 
f4 f4 f6 f5 f1 f3 f2 
f5 f5 f4 f6 f2 f1 f3 
f6 f6 f5 f4 f3 f2 f1 
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1.71. Έστω  Α = *  το πεδίο ορισμού κάθε μιας από τις επόμενες συναρτήσεις: 

g1(x) = x,  g2(x) = α
x

,  g3(x) = –x,  g4(x) = – α
x

, με  α ≠ 0. Να αποδείξετε ότι κάθε συνάρτηση  

gi gj  με  1 ≤ i, j ≤ 4  ανήκει στο σύνολο  Ε = {g1, g2, g3, g4}. 
 
1.72. Έστω συνάρτηση  f : → . 

i)  Να δείξετε ότι ορίζεται η συνάρτηση  g = f f  η οποία έχει πεδίο ορισμού το  . 
ii) Να δείξετε ότι ορίζονται οι συναρτήσεις  g f , f g  και ισχύει  g f = f g. 

 
1.73. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f , g, h : →  οι οποίες επαληθεύουν την ισότητα: 

      (f h)(x) = (h g)(x)  ,  για κάθε  x∈ .  Να δείξετε ότι  f = g. 
 

1.74. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
2 3 αν 3
3

3 αν 3

x x
x

x

−⎧ ≠⎪ −⎨
⎪ =⎩

  και η ταυτοτική συνάρτηση  Ι(x) = x. Να δεί-

ξετε ότι  f f = I. 
 

1.75. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
αν 1 1

1 αν 1 η 1

x x

x x
x

− ≤ ≤⎧⎪
⎨ <− >⎪⎩

. Να δείξετε ότι  f f = f. 

 
1.76. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f1(x) = x2,  f2(x) = 2x  και  f3(x) = ημx. Να εκφράσετε κάθε μια από 

τις επόμενες συναρτήσεις, χρησιμοποιώντας τις  f1,  f2,  f3  και τα σύμβολα   
+ , . 
i) f (x) = 2ημx                                       ii) f (x) = ημ2x                                      iii) f (x) = ημx2  
iv) f (x) = ημ2x                                    v) f (x) = 22

x

                                       vi) f (x) = ημ(2x + 22
x

) 
vii)  f (x) = 

2ημ2 x + ημx2 + 
2ημ( ημ )2 x x+  

 

1.77. Να βρείτε τη συνάρτηση  g  αν δίνεται ότι  (g f )(x) = 22 2 1
x

x x+ +
   και   f (x) = 2x + 1. 

[Απ.g(x)= 2
x-1
x +1

] 

 

1.78. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  αν ισχύει ότι  (g f )(x) = 2
2 1

1
x

x x
−

− +
   και   g(x) = x – 2. 

[Απ.f(x)=
2

2
2x +1
x -x+1

] 

 
1.79. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη στο  και  α∈ . Αν ισχύει  (f f )(x) = 9x + 8  και   

(f f f )(x) = 27x + α , για κάθε  x∈ , να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  α  και τη συνάρτηση  f. 
[Απ. α=26, f(x)=3x+2] 

 
1.80. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g, h: → . Να αποδείξετε ότι: 

i)   (g + h) f = (g f ) + (h f )                                             ii)  (g . h) f = (g f ) . (h f )  

iii)   g
h f = g f

h f
                                                               iv)  1

f g
 = 1

f
g  

 
1.81. Χρησιμοποιώντας ένα αντιπαράδειγμα, να αποδείξετε ότι ΔΕΝ ισχύουν οι επόμενες ισότητες: 

i)   f (g + h) = (f g) + (f h)                                              ii)   f (g . h) = (f g) . (f h)  
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iii)  f g
h

 = f g
f h

                                                                iv)  1
f g  = f 1

g
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
1.82. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f : Α→   και  g: Β→   με  f (A) = B. Να αποδείξετε ότι 
α) αν οι  f, g  είναι άρτιες, τότε η  g f  είναι άρτια 
β) αν οι  f, g  είναι περιττές, τότε η  g f  είναι περιττή 
γ) αν η μία είναι άρτια και η  άλλη περιττή, τότε η  g f  είναι άρτια. 

 
1.83. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f : Α→   και  g :Β→   με  f (A) = B, όπου τα  Α , Β  είναι συμ-

μετρικά ως προς το  0. Να αποδείξετε ότι: 
α) Αν οι συναρτήσεις  f  και  g f  είναι περιττές, να δείξετε ότι και η  g  είναι περιττή. 
β) Αν οι συναρτήσεις  g  και  g f  είναι περιττές, να δείξετε ότι και η  f  είναι περιττή. 

 
1.84. Αν η συνάρτηση  f : →   είναι περιοδική τότε για οποιαδήποτε συνάρτηση  g , να δείξετε 

ότι και η  g f  είναι περιοδική. 
 
1.85. Έστω συνάρτηση  f : →   με την ιδιότητα:  f (x + y) = ex.f (y) + ey.f (x) ,  για κάθε  x, y∈ . 

Να αποδείξετε ότι: 
α)  f (0) = 0  
β)  f (νx) = νe(ν–1)x.f (x)  ,  για κάθε  x∈   και  ν∈ . 

 
1.86. Έστω συνάρτηση  f : → (–∞ ,1)  η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

              f 2(x) + 1 = 2f (x) + 4x,  για κάθε  x∈ . 
Να βρείτε τις συναρτήσεις  f. 

[Απ.f(x)=1-2x] 

 
1.87. Έστω συνάρτηση  f : →   με την ιδιότητα: 

          f (x + y) + f (x – y) + f (x) + f (y) = 3x + y ,  για κάθε  x, y∈ . 
α)  Να αποδείξετε ότι:  f (0) = 0. 
β)  Να βρείτε τις συναρτήσεις  f. 

[Απ.β)f(x)=x] 

 
1.88. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f : →   οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 

         f (x + y) + f 2(x).f (y) = x2 + y2 + 2 ,  για κάθε  x, y∈ . 
[Απ.Δεν υπάρχουν] 

 
1.89. α) Να βρείτε συνάρτηση  f  η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

            2f (x) + f (–x) = 5ημx.συνx ,  για κάθε  x∈ . 
β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  f  και το σύνολο τιμών της. 

 
1.90. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  αν δίνεται ότι:   x.f (x) + f (–x) = x + 2  ,  για κάθε  x∈ . 

[Απ.f(x)=
2

2
x +x+2
x +1

] 

 
1.91. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  αν δίνεται ότι:   2.f (x) – f (1– x) = x2  ,  για κάθε  x∈ . 

[Απ.f(x)=x2- 2
3
x+ 1

3
] 

 

1.92. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f  που επαληθεύουν την ισότητα:  2f (x) – f ( 1
x ) = x  ,  για κάθε  

x *∈ . 
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[Απ.f(x)= +22x 1
3x

] 

 
1.93. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο συναρτήσεις, ορισμένες στο  ,  που ικανοποιούν τη σχέση: 

f (x).f (y) = f (x) – f (y) + 4 ,  για κάθε  x, y∈ . 
[Απ.f(x)=-2 , f(x)=2] 

 
1.94. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει  (f f )(x) = 6 – x ,  x∈ . Να αποδείξετε 

ότι  f (3) = 3. 
 
1.95. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει  (f f )(x) = x2 – (2α–1 )x + α2, για κάθε  

x∈   και  α  πραγματική σταθερά. Να αποδείξετε ότι  f (α) = α. 
 
1.96. Μια συνάρτηση  f  επαληθεύει τη συναρτησιακή σχέση: 

                 f (x + 1) ≤  x ≤  f (x) + 1 ,  για κάθε  x∈ . 
Να βρεθεί η συνάρτηση  f. 

[Απ.f(x)=x-1] 

 
1.97. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f : →   οι οποίες έχουν την ιδιότητα: 

           f (x) – 3 ≤  x2 ≤  f (1– x) + 2x – 4 , για κάθε  x∈ . 
[Απ.f(x)=x2+3] 

 
1.98. Θεωρούμε συνάρτηση  f :(0,+∞ )→  η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

           xy.ln(xy) ≤  y.f (x) + x.f (y) ≤  f (xy) ,  για κάθε  x, y∈ (0,+∞ ). 
Να αποδείξετε ότι: 
α)  f (1) = 0. 
β)  f ( 1

x ) = – 2
1
x
⋅ f (x) ,  για κάθε  x > 0. 

γ)  f (x) = x.lnx ,  για κάθε  x > 0. 
 
1.99. Θεωρούμε συνάρτηση  f :(0,+∞ )→   η οποία έχει την ιδιότητα   

           ln(xy) ≤  f (x) + f (y) ≤  f (xy) ,  με  x, y > 0. 
α)  Δείξτε ότι  f (1) = 0. 

β)  Δείξτε ότι  f ( 1
x ) = –f (x) ,  για κάθε  x > 0. 

γ)  Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις  f. 
[Απ.f(x)=lnx] 

 
1.100. Να βρείτε τις πραγματικές συναρτήσεις για τις οποίες δίνεται ότι  f (0) = 1  και  για κάθε   

x, y∈   ισχύει   f (x + y) ≤  ex.f (y). 
[Απ.f(x)=ex] 

 
1.101. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f :(0,+∞ )→   οι οποίες έχουν την ιδιότητα:   

          f ( x
e ) ≤  lnx ≤  f (x) – 1 ,  για κάθε  x > 0. 

[Απ.f(x)=lnx+1] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
 
 



78                                          ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1Ο:  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  - ΟΡΙΑ  -  ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

Β΄  Ομάδα 

1.102. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 1 1
1

x x x x
x

+ − + − −
+

. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
β) Να αποδείξετε ότι  f (x) = 2 , για κάθε  x∈Df. 

[Απ.α)[1,+ ∞ )] 

 

1.103. Δίνεται η συνάρτηση  f :[1,+∞ )→   με  f (x) = 2 22 1x x+ −  + 2 22 1x x− −   και η 

g(x) = 
2

2 αν 1 2

2 1 αν 2

x

x x

⎧ ≤ <⎪
⎨

− ≥⎪⎩
.   Να αποδείξετε ότι  f = g. 

 
1.104. Αν οι συναρτήσεις  f, g  έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού  Α  και ισχύει 

    (f + g)(x).[(f + g)(x) – 2] = 2[(f.g)(x) – 1] ,  για κάθε  x∈Α, να αποδείξετε ότι  f = g. 
 
1.105. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = 2x2 – 1, x∈ [–1,1]  και  g(x) = 4x3 – 3x, x∈ [–1,1]. Να δείξετε 

ότι  g f = f g. 
 
1.106. Μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα στο    καιγια κάθε  x, y∈   ισχύει   

     f (f (x) + y) = f (x + y) + 1.  Να αποδείξετε ότι: 
i)  f (x) = x + f (0) ,  για κάθε  x∈ . 
ii)  f (x) = x + 1 ,  για κάθε  x∈ . 

 
1.107. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύουν 

         f (0) = 0   και    ( ) ( )f x f y−  = x y−  ,  για κάθε  x, y∈ .  
Να αποδείξετε ότι  f (x) = x , για κάθε  x∈   ή  f (x) = –x , για κάθε  x∈ . 

 
1.108. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία είναι άρτια και ικανοποιεί τη σχέση   

f (x + y) ≤  f (x) + f (y),  για κάθε  x, y∈ . Να αποδείξετε ότι 
α) f (x) ≥  0 ,  για κάθε  x∈ . 
β) ( ) ( )f x f y−  ≤  f (x – y),  για κάθε  x, y∈ . 

 
1.109. Έστω συνάρτηση  f : *

+→   η οποία ικανοποιεί τη σχέση   

      f (x + y).f (x – y) = f 2(x).f 2(y)  ,  για κάθε  x, y∈ .  Να αποδείξετε ότι: 
α)  f (0) = 1. 
β)  Η  f  είναι άρτια συνάρτηση. 
γ)  f (νx) = 

21( ) ( )ν νf x f x− ⋅  , για κάθε  x∈  και  ν∈ . 

δ)  Η  f (x) = 
2xα  είναι μία συνάρτηση που ικανοποιεί τις υποθέσεις. 

 
1.110. α) Αν μία μη σταθερή συνάρτηση  f  είναι περιοδική, τότε αυτή έχει ως περίοδο και κάθε α-

κέραιο πολλαπλάσιο μιας περιόδου της. 
β) Αν μία συνάρτηση  f  είναι περιοδική και  Τ1, Τ2  είναι δύο περίοδοι αυτής  τότε κάθε ακέραιος 
γραμμικός συνδυασμός αυτών είναι περίοδος της  f. Δηλαδή κάθε αριθμός της μορφής   
κT1 + λT2  με  κ, λ∈  όχι και οι δύο  0, είναι περίοδός της. 
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__________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ____________________________________________ 
 
1.111. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας. 
I. Υπάρχει συνάρτηση  f, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από τα σημεία   

Α( 6
2 , 1

3 )  και  Β( 3
2 , 1

2 ). 

II. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   τέμνει ή βρίσκεται πάνω από τον άξονα  x΄x. 

III. Η συνάρτηση  f (x) = 
2x

x
 ,  x ≠ 0  είναι σταθερή. 

IV. Για μια συνάρτηση  f  δίνεται ότι  f 3(x) = 8, για κάθε  x∈ . Τότε αναγκαία η  f  είναι σταθερή. 
V. Για μια συνάρτηση  f  δίνεται ότι  f 2(x) = 9, για κάθε  x∈ . Τότε αναγκαία η  f  είναι σταθερή. 

VI. Αν  (f.g)(x) = 0 , για κάθε  x∈ , τότε μία τουλάχιστον από τις δύο συναρτήσεις είναι η μηδενι-
κή. 

VII. Οι ίσες συναρτήσεις έχουν την ίδια γραφική παράσταση. 

VIII. Οι συναρτήσεις  f (x) = lnx2  και  g(x)= 2.lnx  είναι ίσες. 
IX. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    και τη συνάρτηση  Ι(x) = x , x∈ . Τότε ισχύει  

(f I )(x) = (I f )(x),  για κάθε  x∈ . 
X. Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το    και ορίζονται οι συνθέσεις  g f  και  

f g, τότε αυτές οι συνθέσεις είναι υποχρεωτικά ίσες. 
XI. Αν για δύο συναρτήσεις  f, g  ορίζονται οι  g f  και  f g, τότε είναι υποχρεωτικά  f g ≠ g f. 
XII. Αν  Dg = , τότε  g fD = Df . 

XIII. Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις και ορίζεται η συνάρτηση  g f , τότε  g fD ⊆ Df. 

XIV. Έστω  f : Α→   τότε ορίζεται η συνάρτηση  f f. 
 
1.112. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Η συνάρτηση  f (x) = 2 1x λx+ +   έχει πεδίο ορισμού το  . Τότε για το  λ  ισχύει: 
Α. λ = 2  ή  λ = –2                               Β. λ < –2  ή  λ > 2                               Γ. λ∈ [–2,2]   
Δ. –4 ≤  λ ≤  4                                      Ε. λ∈ (–2,2) 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    2 
 
 

 

ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  -   
ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ   ΣΥΝΆΡΤΗΣΗ 

 
Σύμφωνα με τον Leibniz, ζούμε στον καλύτερο 
δυνατό κόσμο. Γι’ αυτό το λόγο οι νόμοι του είναι 
δυνατόν να περιγραφούν από αρχές ακροτάτων. 

– C.L. SIEGEL 
 
 
 
 
 

 συμπεριφορά των τιμών μιας συνάρτησης, ως προς τη διάταξη, όταν η 
ανεξάρτητη μεταβλητή διατρέχει το πεδίο ορισμού της ή ένα διάστημα, 

αν δηλαδή αυτές μεγαλώνουν, μικραίνουν, ακόμα αν δεν μπορούν να υπερ-
βούν μία συγκεκριμμένη τιμή ή είναι μεγαλύτερες από μία άλλη, μας δίνουν 
σημαντικές πληροφορίες για τη συνάρτηση και βοηθούν στη χάραξη της 
γραφικής της παράστασης. Μιλώντας με μαθηματικούς όρους, ενδιαφερόμα-
στε αν η συνάρτηση είναι γνησίως ή απλώς αύξουσα ή φθίνουσα, δηλαδή το 
είδος μονοτονίας της συνάρτησης, καθώς επίσης και για την ύπαρξη ακροτά-
των. 
Μία ακόμα σημαντική ιδιότητα που μπορεί να έχει μία συνάρτηση είναι 

αυτή της ένα προς ένα αντιστοιχίας μεταξύ των αντίστοιχων τιμών των δύο 
μεταβλητών. Η ύπαρξη αυτής της ιδιότητας μας επιτρέπει να ορίσουμε την 
αντίστροφη συνάρτηση και έτσι να παράγουμε πλήθος νέων συναρτήσεων. 

Μονοτονία συνάρτησης 
2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  λέγεται: 

     Γνησίως αύξουσα σ’ ένα διάστημα  Δ  του πεδίου ορισμού της, 
όταν για οποιαδήποτε  x1 , x2∈Δ  με   
         x1 < x2   ισχύει:   f (x1) < f (x2). 

     Γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα  Δ  του πεδίου ορισμού της, 
όταν για οποιαδήποτε  x1 , x2∈Δ  με   
         x1 < x2   ισχύει:   f (x1) > f (x2). 

 
2.2. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  λέγεται: 

     Αύξουσα σ’ ένα διάστημα  Δ  του πεδίου ορισμού της, όταν για 
οποιαδήποτε  x1 , x2∈Δ  με   
         x1 < x2   ισχύει:   f (x1) ≤  f (x2). 

     Φθίνουσα σ’ ένα διάστημα  Δ  του πεδίου ορισμού της, όταν για 
οποιαδήποτε  x1 , x2∈Δ  με    
         x1 < x2   ισχύει:   f (x1) ≥  f (x2). 

 

Η
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2.3. ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Από τους παραπάνω ορισμούς συμπεραίνουμε άμμεσα ότι: 
 Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  Δ  αν και μόνο αν   

1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 > 0  για κάθε  x1, x2∈Δ  με  x1 ≠ x2. 

 Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  Δ  αν και μόνο αν   
1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 < 0  για κάθε  x1, x2∈Δ  με  x1 ≠ x2. 

 Η  f  είναι αύξουσα στο διάστημα  Δ  αν και μόνο αν   
1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≥  0  για κάθε  x1, x2∈Δ  με  x1 ≠ x2. 

 Η  f  είναι φθίνουσα στο διάστημα  Δ  αν και μόνο αν   
1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≤  0  για κάθε  x1, x2∈Δ  με  x1 ≠ x2. 

 
2.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για τη μονοτονία και τις πράξεις μεταξύ συναρτήσεων ισχύουν τα επόμενα: 

 
Άθροισμα 

Γινόμενο 
f(x) ≥ 0, 
g(x) ≥ 0 

Σύνθεση Γινόμενο με 
αριθμό 

1
f

 

f   , g  f + g  f . g  f g  α.f  , α>0  
f   , g  f + g  f . g  f g  α.f  , α>0  
f ↑ , g↑  f + g ↑  f . g↑  f g ↑  α.f ↑  , α>0 ↓  
f ↓ , g↓  f + g ↓  f . g↓  f g ↑  α.f ↓  , α>0 ↑  
f   , g ↑  f + g  f . g  f g ↑  α.f  , α<0  
f   , g ↓  f + g  f . g  f g ↑  α.f  , α<0  
f   , g  ; ; f g    
f   , g  ; ; f g    
f   , g ↓  ; ; f g ↓    

 
 

f  ↓  , g  ; ; f g ↓    
 
Ακρότατα συνάρτησης 
2.5. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού  Α  θα λέμε ότι: 

     Παρουσιάζει στο  x0∈A  (ολικό) μέγιστο, το  f (x0) , όταν  
         f (x) ≤  f (x0)    για  κάθε   x∈A. 

     Παρουσιάζει στο  x0∈A  (ολικό) ελάχιστο, το  f (x0) , όταν   
         f (x) ≥  f (x0)    για  κάθε   x∈A. 

 
Συνάρτηση  1-1 
2.6. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f : Α→   λέγεται συνάρτηση  1-1 ,  όταν για οποια-

δήποτε  x1 , x2∈Α  ισχύει η συνεπαγωγή: 
                     αν   x1 ≠  x2 ,   τότε    f (x1) ≠  f (x2). 

 
2.7. ΠΡΟΤΑΣΗ: Μια συνάρτηση  f : Α→   είναι συνάρτηση  1-1 ,  αν και μόνο αν 

για οποιαδήποτε  x1 , x2∈Α  ισχύει η συνεπαγωγή: 
                               αν   f (x1) = f (x2) ,  τότε   x1 = x2 . 
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2.8. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι μια συνάρτηση  f  είναι  1-1 , αν 
και μόνο αν: 
• Για κάθε στοιχείο  y  του συνόλου τιμών της η εξίσωση  f (x) = y  έχει ακριβώς μια λύση 

ως προς  x. 
• Δεν υπάρχουν σημεία της γραφικής παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Αυτό σημαίνει 

ότι κάθε οριζόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ σε ένα σημείο. 
 
2.9. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε προφανώς, είναι συνάρτη-

ση  1-1. Έτσι, οι συναρτήσεις  f1(x) = αx + β ,  α ≠ 0  ,  f2(x) = αx3 ,  α ≠ 0  ,  f3(x) = αx ,   
0 < α ≠ 1  και   f4(x) = logαx ,  0 < α ≠ 1  είναι συναρτήσεις  1-1. 
Το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλαδή υπάρχουν συναρτήσεις που είναι   
1-1  αλλά δεν είναι γνησίως μονότονες, όπως π.χ. η συνάρτηση   

f (x) = 
2

1 αν 0

αν 0

x
x
x x

⎧ <⎪
⎨
⎪ ≥⎩

. 

 
Αντίστροφη συνάρτηση 
 Έστω μια συνάρτηση  f : Α→ . Αν η  f  είναι  1-1 , τότε για κάθε στοιχείο  

y  του συνόλου τιμών,  f (Α), της  f  υπάρχει μοναδικό στοιχείο  x  του πεδίου 
ορισμού της  Α  για το οποίο ισχύει  f (x) = y. Επομένως ορίζεται μια 
συνάρτηση  g : f (Α)→   με την οποία κάθε  y∈ f (Α)  αντιστοιχίζεται στο 
μοναδικό  x∈Α  για το οποίο  f (x) = y. 
Από τον τρόπο που ορίστηκε η  g  προκύπτει ότι: 
o έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών  f (A)  της  f , 
o έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού  Α  της  f  και 
o ισχύει η ισοδυναμία:   

f (x) = y  ⇔   g(y) = x. 
Η συνάρτηση  g  λέγεται αντίστροφη 
συνάρτηση της  f  και συμβολίζεται με   
f –1, η οποία έχει πεδίο ορισμού το  f (Α)  
και σύνολο τιμών το  Α  και   
f (x) = y  ⇔   f –1(y) = x. 
Δηλαδή, αν η  f  αντιστοιχίζει το  x  στο  
y, τότε η  g  αντιστοιχίζει το  y  στο  x  
και αντιστρόφως. 
Η συνάρτηση  g  λέγεται αντίστροφη συνάρτηση της  f  και συμβολίζεται με  
f –1. 
Επομένως έχουμε   f (x) = y  ⇔   f –1(y) = x. 
Οπότε   f –1(f (x)) = x ,  x∈A    και      f (f –1(y)) = y ,  y∈ f (A). 

 
2.10. ΠΡΟΤΑΣΗ: Οι γραφικές παραστάσεις  C  και  C΄  των συναρτήσεων  f  και   

f –1  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία  y = x  που διχοτομεί τις 
γωνίες  ˆxOy   και  ˆx Oy′ ′ . 

Απόδειξη:  Θεωρούμε μια  1-1  συνάρτηση  f  και  C ,  C΄  είναι  οι γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  f  και  f –1  στο ίδιο σύστημα αξόνων. 
Επειδή   f (x) = y  ⇔   f –1(y) = x, αν ένα σημείο  Μ(α, β)  ανήκει στη γραφική παράσταση  C  
της  f  τότε το σημείο  Μ΄(β,α)  θα ανήκει στη γραφική παράσταση  C΄  της  f –1  και 
αντιστρόφως. Τα σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία  y = x  που 
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διχοτομεί τις γωνίες  ˆxOy   και  ˆx Oy′ ′ .  
 
 
2.11. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η αντίστροφη μιας γνησίως μονότονης συνάρτησης είναι γνησίως 

μονότονη με το ίδιο είδος μονοτονίας. 
Απόδειξη:  Έστω μία συνάρτηση  f  η οποία είναι γνησίως αύξουσα στο  Α.  
Αν η αντίστροφη  f –1  δεν είναι γνησίως αύξουσα τότε θα υπάρχουν  y1, y2∈ f (Α)  με  
y1 < y2  και  f –1(y1) ≥  f –1(y2). Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα θα έχουμε: 
f –1(y1) ≥  f –1(y2) ⇒  f (f –1(y1)) ≥  f (f –1(y2)) ⇒  y1 ≥  y2 ,  άτοπο αφού υποθέσαμε ότι  y1 < y2. 
Επομένως η αντίστροφη μιας γνησίως αύξουσας συνάρτησης είναι γνησίως αύξουσα. 
Όμοια αποδεικνύεται η πρόταση και για γνησίως φθίνουσα συνάρτηση.   
 
 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εξέταση συνάρτησης ως προς τη μονοτονία και εύρεση 
ακροτάτων. 

  

  Εδώ, η εξέταση της μονοτονίας μιας συνάρτησης γίνεται με τον ορισμό.  
Θεωρούμε δύο στοιχεία του πεδίου ορισμού της  x1 , x2  με  x1 < x2  και “οικοδο-
μούμε” τα  f (x1) , f (x2)  σύμφωνα με τον τύπο της συνάρτησης. Από τη διάταξή 
τους συμπεραίνουμε το είδος μονοτονίας. 

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το λόγο  1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

, με  x1 ≠ x2  και ανάλογα 

με το πρόσημό του να απαντήσουμε για το είδος μονοτονίας. 
 

 Η εύρεση των ακροτάτων συνάρτησης αντιμετωπίζεται εδώ με τον ορισμό.  
Προσπαθούμε να βρούμε  x0∈Df  τέτοιο ώστε   
f (x) ≤  f (x0)  για κάθε  x∈Df     ή     f (x) ≥  f (x0)  για κάθε  x∈Df. 

Σημειώνεται ότι αργότερα στο κεφάλαιο των Παραγώγων θα έχουμε στη διάθεσή μας 
ισχυρές προτάσεις για να εξετάζουμε το είδος μονοτονίας μιας συνάρτησης, καθώς 
και την ύπαρξη ακροτάτων. 

 
2.12.  Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f (x) = ln(1–e–x)  ως προς τη μονοτονία. 

Λύση: 
Η συνάρτηση ορίζεται αν και μόνο αν:  1 – e–x > 0 ⇔  1 > e–x ⇔  e0 > e–x ⇔  0 > –x ⇔  x > 0. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = (0,+∞ ). 
Έστω  x1 , x2∈Df  με  x1 < x2 ⇒  –x1 > –x2 ⇒  1xe− > 2xe−  ⇒  – 1xe− < – 2xe−  ⇒   
1 – 1xe−  < 1 – 2xe−  ⇒  ln(1 – 1xe− ) < ln(1 – 2xe− ) ⇒  f (x1) < f (x2). 
Επομένως η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  Df = (0,+∞ ). 
 
 

2.13.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = x2 + x 2− –4x + 9  έχει ελάχιστο, το οποίο και 
να βρεθεί. 

Λύση: 
Για κάθε  x∈   είναι:  f (x) = x2 + 2x − – 4x + 9 = x2 – 4x + 4 + 2x −  + 5  

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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                                              = (x – 2)2 + 2x −  + 5 ≥  5. 

Είναι   f (2) = (2 – 2)2 + 2 2−  + 5 = 5  οπότε    f (x) ≥  f (2) , για κάθε  x∈ . 
Άρα για  x = 2  η  f  έχει ελάχιστο το  f (2) = 5. 
 
 

2.14.  Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει: 
     x2–2x+4 ≤  f (x) ≤  2x2–4x+5  ,    για κάθε  x∈ . 
Να αποδείξετε ότι η  f  έχει ελάχιστο, το οποίο και να βρεθεί. 

Λύση: 
Για κάθε  x∈   είναι:     x2–2x+4 ≤  f (x) ≤  2x2–4x+5          ⇔   
                                     x2–2x+1+3 ≤  f (x) ≤  2x2–4x+2+3      ⇔   
                                      (x–1)2 + 3 ≤  f (x) ≤  2(x2–2x+1) + 3  ⇔   
                                                  (x–1)2 + 3 ≤  f (x) ≤  2(x–1)2 + 3. 
Για  x = 1  έχουμε  (1–1)2 + 3 ≤  f (1) ≤  2(1–1)2 + 3  ⇔   3 ≤  f (1) ≤  3,  άρα  f (1) = 3. 
Για κάθε  x∈   είναι:  f (x) ≥  (x–1)2 + 3 ≥  0 + 3 = 3 , δηλαδή  f (x) ≥  f (1). 
Άρα η  f  έχει ελάχιστο το  f (1) = 3. 
 
 

2.15.  Έστω συνάρτηση  f , γνήσια αύξουσα στο  τέτοια ώστε  (f f)(x) = x , για κάθε  x∈ . 
Δείξτε ότι  f (x) = x ,  x∈ . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι δεν ισχύει το ζητούμενο, δηλαδή υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  α, β  με   
f (α) = β  και  β ≠ α. Έστω ότι  α < β.  Τότε: 

   α < β ⇒  α < f (α) 
f
⇒  f (α) < f (f (α)) ⇒  f (α) < (f f )(α)) ⇒  β < α , άτοπο. 

Όμοια αν  α > β.   Επομένως  f (x) = x , x∈ . 
 
 

 
 Εξέταση συνάρτησης για  1-1. 

  

  Για να εξετάσουμε αν μια συνάρτηση  f  είναι  1-1 
• Θεωρούμε δύο στοιχεία του πεδίου ορισμού της  x1 , x2  με  f (x1) = f (x2)  και 

αποδεικνύουμε ότι  x1 = x2. 
Αν φθάσουμε και σε άλλη ισότητα με τα  x1 , x2 , τότε εξηγούμε ότι αυτή εί-
ναι αδύνατη. 

• Αποδεικνύουμε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη, οπότε θα είναι και  1-1. 
 Για να αποδείξουμε ότι μία συνάρτηση  ΔΕΝ  είναι  1-1  τότε 

• Εντοπίζουμε ένα ζευγάρι σημείων  α, β  με  α ≠ β  και  f (α) = f (β). 
• Από την ισότητα  f (x1) = f (x2)  ⇒  x1 = x2  ή  Π(x1, x2) = 0 η οποία επαλη-

θεύεται για  x1, x2∈Df. 
 

2.16.  Να αποδείξετε ότι οι επόμενες συναρτήσεις είναι  1-1   

    i)  f (x) = ln 2
ln 1

x
x
+
−

              και              ii)  g(x) = ημx – συνx – 3
x  ,  x∈ (0, 2

π ] . 

Λύση: 

i)  Η  f  ορίζεται αν και μόνο αν:  
0

ln 1 0
x
x
>⎧

⎨ − ≠⎩
 ⇔  

0
ln 1
x

x
>⎧

⎨ ≠⎩
 ⇔  

0
ln ln

x
x e
>⎧

⎨ ≠⎩
 ⇔  

0x
x e
>⎧

⎨ ≠⎩
. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df  = (0,e)∪ (e,+∞ ). 

Έστω  x1 , x2∈Df  με  f (x1) = f (x2) ⇒  1

1

ln 2
ln 1

x
x
+
−

 = 2

2

ln 2
ln 1

x
x
+
−

 ⇒   

                        (lnx1 + 2)(lnx2 – 1) = (lnx2 + 2)(lnx1 – 1) ⇒   
            lnx1.lnx2 – lnx1 + 2lnx2 – 2 = lnx1.lnx2 – lnx2 + 2lnx1 – 2   ⇒  
                              –3lnx1 = –3lnx2  ⇒   lnx1 = lnx2  ⇒   x1 = x2  ,    άρα η  f  είναι  1-1. 

 
ii)  Το πεδίο ορισμού της  g  είναι  Dg = (0, 2

π ]. 

Έστω  x1, x2∈Dg  με   x1 < x2  ⇒   ημx1 < ημx2  
     x1 < x2 ⇒  συνx1 > συνx2 ⇒  –συνx1 < –συνx2   

                  x1 < x2 ⇒  
1

3
x  > 

2

3
x  ⇒  

1 2

3 3
( )x x− −
+

<   

                                                       ημx1 – συνx1 – 
1

3
x  < ημx2 – συνx2 – 

2

3
x  ⇒  g(x1) < g(x2). 

Άρα η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0, 2
π ], επομένως θα είναι και συνάρτηση  1-1 σ’ αυτό. 

 
 

2.17.  Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις   

    i)  f (x) = x2 + 3x – 4      και     ii)  g(x) = 
2

1
x

x−    ΔΕΝ είναι  1-1. 

Λύση: 
i)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . 

1ος τρόπος:   Για τους αριθμούς  –4  και  1  ισχύει: 
                   –4 ≠  1  ενώ  f (–4) = f (1) = 0.  Άρα η  f  δεν είναι  1-1. 
2ος τρόπος:  Έστω  x1 , x2∈  με  f (x1) = f (x2) ⇒  2

1x  + 3x1 – 4 = 2
2x  + 3x2 – 4 ⇒   

2
1x – 2

2x + 3x1 – 3x2 = 0 ⇒  (x1 – x2)(x1 + x2) + 3(x1 – x2) = 0 ⇒  (x1 – x2)(x1 + x2 + 3) = 0 
⇒  x1 – x2 = 0  ή  x1 + x2 + 3 = 0 ⇒  x1 = x2  ή  x1 + x2 = –3. 
Αφού υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  x1 , x2 , με  x1 + x2 = –3, συμπεραίνουμε ότι η  f  δεν 
είναι  1-1. 

 
ii)  Το πεδίο ορισμού της  g  είναι  Dg = –{1}. 

1ος τρόπος:   Αρκεί να βρούμε δυο διαφορετικούς αριθμούς  x1 , x2  του πεδίου ορισμού που 

έχουν την ίδια εικόνα. Ας εξετάσουμε την ισότητα  g(x) = –1 ⇔   
2

1
x

x−  = –1 ⇔   

x2 = –x + 1 ⇔  x2 + x – 1 = 0.  Δ = 1 – 4.1.(–1) = 1 + 4 = 5 > 0. 
Επομένως υπάρχουν  x1 , x2∈Dg  με  x1 ≠  x2  και  g(x1) = g(x2) = –1. 
Άρα η  g  δεν είναι  1-1. 

2ος τρόπος:  Έστω  x1 , x2∈Dg  με  g(x1) = g(x2) ⇒  
2
1

1 1
x

x −
 = 

2
2

2 1
x

x −
 ⇒  2

1x (x2–1) = 2
2x (x1–1) 

⇒  2
1x x2 – 2

1x  = 2
2x x1 – 2

2x  ⇒  2
1x – 2

2x  + 2
2x x1 – 2

1x x2 = 0 ⇒   
(x1 – x2)(x1 + x2) – x1x2(x1 – x2) = 0 ⇒  (x1 – x2)(x1 + x2 – x1x2) = 0 ⇒  
x1 – x2 = 0  ή  x1 + x2 – x1x2 = 0 ⇒  x1 = x2  ή  x1 + x2 = x1x2. 
Θα δείξουμε ότι υπάρχουν διαφορετικοί πραγματικοί αριθμοί  x1, x2∈Dg,  
με  x1 + x2 = x1x2 = κ. 
Κατασκευάζουμε την εξίσωση  t2 – (x1 + x2)t + x1x2 = 0 ⇔  t2 – κt + κ = 0. 
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Είναι  Δ > 0 ⇔  (–κ)2 – 4.1.κ > 0 ⇔   κ2 – 4κ > 0 ⇔   
          κ < 0  ή  κ > 4. 
Άρα η  g  δεν είναι  1-1. 

 
 

2.18.  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 2–x – x. 
i)   Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι  είναι  1-1. 
ii)  Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ  αν ισχύει η ισότητα: 

                      
2 34 -2 -32 κ κ κ  – 

2 3- -22κ κ  + 2 = κ(κ2–3κ+3). 

Λύση: 
i)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Α = . 
Έστω  x1, x2∈   με  x1 < x2  ⇔   –x1> –x2  ⇔   12 x−  > 22 x−    
                                                                               –x1 > –x2     (+)    
                                                                        12 x− –x1 > 22 x− –x2  ⇒   f (x1) > f (x2) 
Άρα η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  . Επομένως θα είναι και συνάρτηση  1-1. 

ii)  Είναι   
2 34 2 32 κ κ κ− −  – 

2 3 22κ κ− −  + 2 = κ(κ2 – 3κ + 3)                              ⇔   
              

3 2(2 4 32 κ κ κ)− − +  – 
3 2( 2)2 κ κ− − +  + 2 = κ3 – 3κ2 + 3κ                         ⇔  

              
3 2(2 4 32 κ κ κ)− − +  – 

3 2( 2)2 κ κ− − +  = (2κ3 – 4κ2 + 3κ) – (κ3 – κ2 + 2)    ⇔  
               

3 2(2 4 32 κ κ κ)− − +  – (2κ3 – 4κ2 + 3κ) = 
3 2( 2)2 κ κ− − +  – (κ3 – κ2 + 2)   ⇔  

                                    f (2κ3 – 4κ2 + 3κ) = f (κ3 – κ2 + 2)                     
1 1f −

⇔  
                                        2κ3 – 4κ2 + 3κ = κ3 – κ2 + 2                           ⇔  
                                       κ3 – 3κ2 + 3κ – 2 = 0 
Πιθανές ακέραιες ρίζες :  ± 1 ,  ± 2. 
Είναι  κ3 – 3κ2 + 3κ – 2 = 0       ⇔  
          (κ – 2)(κ2 – κ + 1) = 0      ⇔  
     κ – 2 = 0   ή   κ2 – κ + 1 = 0  ⇔  

               κ = 2. 
 
 

 
 

Εύρεση αντίστροφης και σημείων τομής μεταξύ   
Cf , y = x     ή     Cf, −1f

C . 
  

  Προκειμένου να βρούμε την αντίστροφη μιας συνάρησης, εξετάζουμε πρώτα αν 
η συνάρτηση  f  είναι  1-1, εφ’ όσον είναι η απαραίτητη προϋπόθεση για να ορί-
ζεται η  f –1, και μετά λύνουμε την εξίσωση   
                  f (x) = y, ως προς  x,  με  x∈Df . 
 

 Για να βρούμε τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της  
f  ή της  f –1  με την ευθεία  y = x, λύνουμε την εξίσωση  f (x) = x ⇔  f –1(x) = x. 
Αν θέλουμε να βρούμε τις τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παρα-
στάσεων των συναρτήσεων  f  και  f –1  και η  f  είναι γνησίως αύξουσα τότε  
ισχύει   f (x) = f –1(x)  ⇔   f (x) = x. 

 
 
 

κ –∞    0      4   +∞  
κ2 – 4κ   +     0  –  0    + 

1 –3 3 –2 2 
 2 –2 2  

1 –1 1 0  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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2.19.  Έστω συνάρτηση  f : [1,+ ∞ ) →   με  f (x) = x2 – 2x – 3. 
i)   Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
ii)  Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f. 

Λύση: 
i)  Έστω  x1, x2∈ [1,+∞ )  με  f (x1) = f (x2) ⇒  2

1x – 2x1 – 3 = 2
2x – 2x2 – 3 ⇒   

2
1x – 2x1 – 2

2x + 2x2 = 0 ⇒  (x1–x2)(x1+x2) – 2(x1–x2) = 0 ⇒  (x1–x2)(x1 + x2 – 2) = 0 ⇒   
 x1 – x2 = 0  ή  x1 + x2 – 2 = 0⇒  x1 = x2  ή  x1 + x2 = 2. 

Όμως  1

2

1
1

x
x
≥ ⎫

⇒⎬≥ ⎭
 x1 + x2 ≥  2.  Η ισότητα ισχύει μόνο όταν  x1 = x2 = 1. 

Άρα  x1 = x2 , επομένως η  f  είναι  1-1, οπότε έχει αντίστροφη. 
 
ii)  Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈Df  = [1,+∞ ). 

f (x) = y  ⇔   x2 – 2x – 3 = y  ⇔   x2 – 2x – 3 – y = 0. 
Η εξίσωση έχει λύση αν και μόνο αν  Δ ≥  0 ⇔  (–2)2 – 4.1.(–3–y) ≥  0 ⇔  4 + 12 + 4y ≥  0 

⇔  4y ≥  –16 ⇔  y ≥  – 16
4  ⇔  y ≥  –4. 

Τότε η εξίσωση έχει τις λύσεις   

       x1,2 = 2 4( 4)
2

y± +  = 2 2 4
2

y± +  = 
( )2 1 4

2
y± +

 = 1 ± 4y + . 

Από τις δύο λύσεις της εξίσωσης μόνο η  x = 1 + 4y +  ≥  1. 
Επομένως,  f –1(y) = 1 + 4y +  με  y ≥  –4         ή           f –1(x) = 1 + 4x+  με  x∈ [–4,+∞ ). 

 
 

2.20.  Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = 
⎧⎪
⎨
⎪⎩

x xx+
x

2 3 αν 55
2 αν =5

− ≠
.  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  έχει 

αντίστροφη και σε περίπτωση που αυτή έχει, να την βρείτε. 
Λύση: 

Έστω  x1, x2∈ –{5}  με  f (x1) = f (x2)  ⇒   1

1

2 3
5

x
x

−
+

 = 2

2

2 3
5

x
x

−
+

  ⇒    

(2x1–3)(x2+5) = (2x2–3)(x1+5) ⇒   2x1.x2 + 10x1 – 3x2 – 15 = 2x1.x2 + 10x2 – 3x1 – 15  ⇒    
13x1 = 13x2  ⇒   x1 = x2. 

Θα εξετάσουμε αν υπάρχει  x ≠ 5 , ώστε  f (x) = 2 ⇔  2 3
5

x
x
−
+

 = 2 ⇔  2x – 3 = 2x + 10 ⇔   

– 3 = 10  αδύνατο. 
Επομένως η  f  είναι  1-1, οπότε έχει αντίστροφη. 
 
Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈Df = . 
Αν  y ≠ 2  τότε  f (x) = y ⇔  2 3

5
x

x
−
+

 = y ⇔  2x – 3 = xy + 5y ⇔  2x – xy = 5y +3 ⇔   

(2–y)x = 5y + 3 ⇔  x = 5 3
2
y

y
+
−

. 

Επομένως,  f –1(y) = 
5 3 αν 22

5 αν =2

y yy
y

+⎧ ≠⎪ −⎨
⎪⎩

    ή    f –1(x) = 
5 3 αν 22

5 αν =2

x xx
x

+⎧ ≠⎪ −⎨
⎪⎩

. 
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2.21.  Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x x

x x

2

2
6+7 3
6 + 2

−
−

. 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να απλοποιήσετε τον τύπο της. 
ii)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
iii)  Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f. 

Λύση: 

i)  Η  f  ορίζεται όταν και μόνο όταν  6x2 + x – 2 ≠  0.    Δ = 12 – 4.6(–2) = 1 + 48 = 49. 

x1,2 = 1 49
2 6

− ±
⋅

 = 
1

2

1 7 6 1
12 12 21 7

12 1 7 8 2
12 12 3

x

x

− += = =
− ±

− − −= = =−
.  Άρα  Df = –{– 2

3 , 1
2 }. 

Παρονομαστής:  6x2 + x – 2 = 6(x+ 2
3 )(x– 1

2 ) = 3(x+ 2
3 )2(x– 1

2 ) = (3x+2)(2x–1). 

Αριθμητής:  –3x2 + 7x + 6 = –3(x+ 2
3 )(x–3) = (3x+2)(3–x). 

Αφού  Δ = 72–4.(–3).6 = 49+72 = 121  και  x1,2 = 7 121
2 ( 3)

− ±
⋅ −

 = 7 11
6

− ±
−

1

2

7 11 4 2
6 6 3

7 11 18 3
6 6

x

x

− += = =−
− −

− − −= = =
− −

. 

Για κάθε  x∈Df  έχουμε  f (x) = (3 2)(3 )
(3 2)(2 1)

x x
x x
+ −
+ −

 = 3
2 1

x
x
−
−

. 

 

ii)  Έστω  x1, x2∈Df  με  f (x1) = f (x2)  ⇒   1

1

3
2 1

x
x
−
−

 = 2

2

3
2 1

x
x
−
−

  ⇒   (3–x1)(2x2–1) = (3–x2)(2x1–1) 

⇒   6x2 – 3 – 2x1.x2 + x1 = 6x1 – 3 – 2x1.x2 + x2  ⇒   5x2 = 5x1  ⇒   x1 = x2. 
Επομένως η  f  είναι  1-1, οπότε έχει αντίστροφη. 

 
iii)  Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈Df . 

f (x) = y  ⇔   3
2 1

x
x
−
−

 = y  ⇔   2xy – y = 3 – x  ⇔   2xy + x = y + 3  ⇔   (2y+1)x = y + 3  (1). 

o Αν  2y+1 = 0 ⇔  2y = –1 ⇔  y = – 1
2   τότε η  (1) ⇔  0x = – 1

2 +3 ⇔  0x = 5
2   αδύνατη 

o Αν  y ≠  – 1
2   τότε η  (1) ⇔  x = 3

2 1
y
y
+
+

. 

Απαιτούμε  x∈Df  οπότε: 

x ≠  – 2
3   ⇔   3

2 1
y
y
+
+

 ≠  – 2
3   ⇔   3y+9 ≠  –4y–2  ⇔   7y ≠  –11  ⇔   y ≠  – 11

7 . 

και  x ≠  1
2   ⇔   3

2 1
y
y
+
+

 ≠  1
2   ⇔   2y+6 ≠  2y+1  ⇔   6 ≠  1  ισχύει. 

Επομένως,  f –1(y) = 3
2 1
y
y
+
+

  με  y∈ –{– 1
2 ,– 11

7 }. 

Δηλαδή   f –1(x) = 3
2 1
x
x
+
+

  με  x∈ –{– 1
2 ,– 11

7 }. 

 

2.22.  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

3

2 1 αν <23 3

3 αν 22

x x

x x

−

− ≥
. Να βρείτε, αν υπάρχει, την αντίστροφη 

συνάρτηση. 
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Λύση: 

o Αν  x < 2  η  f (x) = 2
3 x – 1

3   είναι  1-1. 

o Αν  x ≥  2  η  f (x) = 
3

2
x  – 3  και για  x1, x2 ≥  2  με  f (x1) = f (x2) ⇒

3
1

2
x  – 3 = 

3
2

2
x  – 3 ⇒  

3
1

2
x  = 

3
2

2
x  ⇒  3

1x  = 3
2x  ⇒  x1 = x2.  Δηλαδή η  f  είναι  1-1  στο  [2,+∞ ). 

o Έστω  x1 < 2  και  x2 ≥  2  με  f (x1) = f (x2) ⇒  2
3 x1 – 1

3  = 
3
2

2
x  – 3 ⇒   

4x1 – 2 = 3 3
2x  – 18 ⇒  4x1 + 16 = 3 3

2x   η οποία είναι αδύνατη γιατί  
 x1 < 2  ⇒   4x1 < 8  ⇒   4x1 + 16 < 24   και   x2 ≥  2  ⇒   3

2x ≥  8  ⇒   3 3
2x ≥  24. 

Άρα η  f  είναι  1-1, οπότε ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση. 
• Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈ (–∞ ,2). 

f (x) = y  ⇔   2
3 x – 1

3  = y  ⇔   2x – 1 = 3y  ⇔   2x = 3y +1  ⇔   x = 3 1
2
y+ . 

Είναι  x∈ (–∞ ,2)  ⇔   x < 2  ⇔   3 1
2
y+  < 2  ⇔   3y+1 < 4  ⇔   3y < 3  ⇔   y < 1. 

Δηλαδή,  f –1(y) = 3 1
2
y+   με  y < 1. 

• Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈ [2,+∞ ). 

f (x) = y ⇔  
3

2
x  – 3 = y ⇔  x3 – 6 = 2y ⇔  x3 = 2y + 6 ⇔  

3

2 6 0
2 6

y
x y

+ ≥⎧
⎨ = +⎩

 ⇔  
3

3
2 6

y
x y

≥−⎧
⎨ = +⎩

. 

Είναι  x∈ [2,+∞ )  ⇔   x ≥  2  ⇔   3 2 6y+  ≥  2  ⇔   2y+6 ≥  8  ⇔   2y ≥  2  ⇔   y ≥  1. 

Δηλαδή,  f –1(y) = 3 2 6y+   με  y ≥  1.  Επομένως,   f –1(x) = 
3

3 1 αν 12
2 6 αν 1

x x

x x

+⎧ <⎪
⎨
⎪ + ≥⎩

. 

 
 

2.23.  Η αντίστροφη μιας συνάρτησης  f  είναι  f –1(x) = 2x3+4x–5. 
Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f  με την διχοτόμο της  1ης  και 
της  3ης  γωνίας των αξόνων. 

Λύση: 
Οι τετμημένες των σημείων τομής της  Cf  με την ευθεία  y = x  θα βρεθούν από τη λύση της 
εξίσωσης: 
   f (x) = x  ⇔   f –1(x) = x  ⇔   2x3 + 4x – 5 = x  ⇔   
   2x3 + 3x – 5 = 0  ⇔   (x–1)(x2 + 2x + 5) = 0  ⇔  
   x – 1 = 0  ή  x2 + 2x + 5 = 0  ⇔   x = 1. 
f –1(1) = 2 + 4 – 5 = 1, οπότε και  f (1) = 1. Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το  Α(1,1). 
 
 

2.24.  Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 10 + 4x – x2 ,   με  x ≥ 2. 
α)   Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  f . 
β)  Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f –1 με την ευθεία με εξίσω-

ση  y = x. 

Λύση: 
α)  Έστω  x1, x2∈   με  f (x1) = f (x2) ⇒  10 + 4x1 – 2

1x  = 10 + 4x2 – 2
2x  ⇒   

2
1x – 2

2x – 4x1 + 4x2 = 0 ⇒  (x1 – x2)(x1 + x2) – 4(x1 – x2) = 0 ⇒  (x1 – x2)(x1 + x2 – 4) = 0 
⇒  x1 – x2 = 0  ή  x1 + x2 – 4 = 0 ⇒  x1 = x2  ή  x1 + x2 = 4. 

2 0 3 -5 1 
 2 2 5  
2 2 5 0  
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Αν  x1 ≠  x2 , αφού  x1 ≥  2  και  x2 ≥  2 , τότε  x1 + x2 > 2 + 2 = 4. 
Επομένως  x1 = x2 ,  δηλαδή η  f  είναι  1-1  οπότε ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  f .  

 
β)  Οι τετμημένες των σημείων τομής της  γραφικής παράστασης της  f –1  με την ευθεία  y = x  
θα βρεθούν από τη λύση της εξίσωσης: 
 f –1(x) = x  ⇔   f (x) = x  ⇔   10 + 4x – x2  = x  ⇔   x2 – 3x – 10 = 0   
⇔   x = – 2 (απορρίπτεται)  ή  x = 5  ⇔   x = 5.    Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το  Α(5,5). 

 
 

2.25.  Μια συνάρτηση  f  έχει την ιδιότητα:   (f f)(x) = 6x + f (x)  ,   για κάθε  x∈ . 
i)   Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνάρτηση  1-1. 
ii)  Να αποδείξετε ότι η  γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 
iii)  Να βρείτε τον τύπο της αντίστροφης, αν είναι γνωστός ο τύπος της  f. 
iv)  Να βρείτε όλες τις πολυωνυμικές συναρτήσεις  1ου βαθμού που έχουν την παραπάνω ι-

διότητα. 

Λύση: 
i)  Έστω  x1, x2∈   με  f (x1) = f (x2). 
Είναι:  f (x1) = f (x2)  ⇒   f (f (x1)) = f (f (x2))  ⇒   (f f )(x1) = (f f )(x2)  ⇒    
6x1 + f (x1) = 6x2 + f (x2)  ⇒   6x1 = 6x2  ⇒   x1 = x2.  Επομένως η  f  είναι συνάρτηση  1-1. 

ii)  Για  x = 0  έχουμε:  (f f )(0) = 6.0 + f (0)  ⇒   f (f (0)) = f (0)  
1 1f −

⇒   f (0) = 0. 
Επομένως η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων  Ο(0,0). 

iii)  Επειδή η  f  είναι συνάρτηση  1-1  θα αντιστρέφεται. Θέτουμε  f(x) = y  ⇔   x = f –1(y). 
Είναι  (f f )(x) = 6x + f (x)  ⇔   f (f (x)) = 6x + f (x)  ⇔   f (y) = 6.f –1(y) + y  ⇔    

6.f –1(y) = f (y) – y  ⇔   f –1(y) = 1
6 ⋅ [f (y) – y].   Δηλαδή   f –1(x) = 1

6 ⋅ [f (x) – x]. 

iv)  Έστω  f (x) = αx+β ,  α ≠ 0. Για κάθε  x∈   είναι: 
f (f (x)) = 6x + f (x)  ⇔   f (αx+β) = 6x + αx+β  ⇔   α(αx+β) + β = (α+6)x + β  ⇔    

α2x + αβ + β = (α+6)x + β  ⇔   
2 6α α

αβ+ β= β
⎧ = +
⎨
⎩

  ⇔   
2 6 0

0
α α
αβ=

⎧ − − =
⎨
⎩

  
0≠

⇔
α

  
2 ή 3

0
α α

β=
= − =⎧

⎨
⎩

. 

Άρα  f (x) = –2x   ή   f (x) = 3x. 
 
 

2.26.  Α. α) Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα στο πεδίο ορισμού της  Α  και   
Β = Α∩ f (Α) ≠∅ , τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = f –1(x) ,  x∈Β  είναι ισοδύναμη 
με την εξίσωση  f (x) = x. (Δηλαδή τα κοινά σημεία των  Cf  κα  −1f

C , εφ’ όσον υπάρχουν, βρίσκο-

νται στη διχοτόμο της 1ης  και 3ης  γωνίας). 
β) Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 – 2x + 2  με  x∈ [1,+ ∞ ). 

i)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει η  f –1  και να βρεθεί. 
ii) Να λύσετε την εξίσωση  x2 – 2x + 2 = 1 + −1x  

Β. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 1
x  , x > 0. Να εξετάσετε  την  f  ως προς τη μονοτονία, 

να βρείτε την  f –1  και μετά να λύσετε την εξίσωση  f (x) = f –1(x). 
Τι παρατηρείτε; 

Λύση: 
Α. α)  Έστω  x0  μία ρίζα της εξίσωσης  f (x) = f –1(x), δηλαδή  f (x0) = f –1(x0). 

Έστω ότι  f (x0) ≠  x0 , τότε 
o αν  f (x0) > x0 ⇒  f –1(f (x0)) > f –1(x0) ⇒  x0 > f (x0)  αδύνατο. 
o αν  f (x0) < x0 ⇒  f –1(f (x0)) < f –1(x0) ⇒  x0 < f (x0)  αδύνατο. 
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Επομένως  f (x0) = x0  δηλαδή ο  x0  είναι ρίζα της εξίσωσης  f (x) = x. 
Αντίστροφα, έστω  x0  είναι ρίζα της εξίσωσης  f (x) = x, δηλαδή   
f (x0) = x0 ⇒  f –1(f (x0)) = f –1(x0) ⇒  x0 = f –1(x0). Επομένως  f (x0) = f –1(x0)  δηλαδή ο  x0  
είναι ρίζα της εξίσωσης  f (x) = f –1(x). 

β) i) Έστω  x1, x2∈ [1,+∞ )  με  x1 ≠ x2  τότε  1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
2 2
1 1 2 2

1 2

( 2 2) ( 2 2)x x x x
x x

− + − − +
−

 = 

2 2
1 1 2 2

1 2

2 2 2 2x x x x
x x

− + − + −
−

 = 1 2 1 2 1 2

1 2

( )( ) 2( )x x x x x x
x x

− + − −
−

 = 1 2 1 2

1 2

( )( 2)x x x x
x x

− + −
−

 = x1 + x2 – 2 > 0  

 γιατί  x1 ≥ 1 ,  x2 ≥ 1  και  x1 ≠ x2. 
Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα θα είναι  1-1, οπότε θα αντιστρέφεται. 
Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈ [1,+∞ ). 
f (x) = y  ⇔   x2 – 2x + 2 = y  ⇔   x2 – 2x + 2 – y = 0   
Δ = (–2)2 – 4.1.(2–y) = 4 – 8 + 4y = 4y – 4 = 4(y–1). Η εξίσωση έχει λύση αν και μόνο αν  
Δ ≥  0  ⇔   4(y–1) ≥  0  ⇔   y–1 ≥  0  ⇔   y ≥ 1. Τότε 

x = 2 4( 1)
2 1

y± −
⋅

 = 2 2 1
2

y± −  = ( )2 1 1
2

y± −
 1 1

1 1
x y
x y
= + −
= − −

   
η

 

Όμως  η  x = 1 – 1y− ∉ [1,+∞ )  ενώ η  x = 1 + 1y− ∈ [1,+∞ ). 
Επομένως  f –1(y) = 1 + 1y−   με  y ≥ 1 ,  οπότε  f –1(x) = 1 + 1x−   με  x∈ [1,+∞ ) 

 
ii) Η εξίσωση ορίζεται αν και μόνο αν  x – 1 ≥  0  ⇔   x ≥  1. 
Είναι  x2 – 2x + 2 = 1 + 1x−   ⇔   f (x) = f –1(x)  ⇔   f (x) = x  ⇔   x2 – 2x + 2 = x  ⇔  
x2 – 3x + 2 = 0  ⇔   x = 1  ή  x = 2  οι οποίες είναι δεκτές. 

Β.  Έστω  0 < x1 < x2  ⇒   
1

1
x  > 

2

1
x   ⇒   f (x1) > f (x2). Επομένως η  f  είναι γνησίως φθίνουσα 

στο διάστημα  (0,+∞ ). Άρα η  f  είναι  1-1, οπότε θα έχει αντίστροφη. 
Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈ (0,+∞ ). 
f (x) = y  ⇔   1

x  = y  ⇔   x = 1
y ∈ (0,+∞ ). 

Επομένως  f –1(y) = 1
y   με  y > 0 ,  οπότε  f –1(x) = 1

x   με  x∈ (0,+∞ ). 

Η εξίσωση  f (x) = f –1(x)  επαληθεύεται για κάθε  x∈ (0,+∞ ). 
Παρατηρούμε ότι όταν η  f  είναι γνησίως φθίνουσα, τότε η εξίσωση  f (x) = f –1(x)  δεν είναι 
ισοδύναμη με την εξίσωση  f (x) = x, όπως συμβαίνει όταν η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

 
 

2.27.  Θεωρούμε συνάρτηση  f : → (0,+ ∞ )  η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
                     f (x) + lnf (x) = x ,  για κάθε  x∈  

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
ii) Να βρείτε την αντίστροφη της  f. 
iii) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων της  f  και της αντίστροφής 

της. 

Λύση: 
i)  Έστω  x1, x2∈   με  f (x1) = f (x2)  ⇒   lnf (x1) = lnf (x2)   

                                                                   f (x1) = f (x2)      (+)   
                                                      f (x1) + lnf (x1) = f (x2) + lnf (x2)  ⇒   x1 = x2. 
Επομένως η  f  είναι  1-1, οπότε έχει αντίστροφη. 
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ii)  Θα λύσουμε την εξίσωση  f (x) = y, ως προς  x, με  x∈ . 
Για κάθε  y > 0  είναι  f (x) + lnf (x) = x  ⇔   y + lny = x  και  x∈ .  
Άρα  f –1(y) = y + lny  με  y > 0 ,  οπότε  f –1(x) = x + lnx  με  x∈ (0,+∞ ). 
 

iii)  Έστω  x1, x2∈ (0,+∞ )  με  x1 < x2  ⇒   lnx1 < lnx1   
                                                                  x1 < x2     (+)   
                                                               x1 + lnx1 < x2 + lnx2  ⇒   f –1(x1) < f –1(x2)   
Επομένως, η συνάρτηση  f –1  είναι γνησίως αύξουσα οπότε και η  f  θα είναι γνησίως αύξου-
σα. Οι τετμημένες των σημείων τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f  και  
f –1  βρεθούν από την εξίσωση 
 f (x) = f –1(x)  ⇔   f (x) = x  ⇔   f –1(x) = x  ⇔   x + lnx = x  ⇔   lnx = 0  ⇔   x = 1. 
f –1(1) = 1 + ln1 = 1 + 0 = 1. Άρα οι γραφικές τους παραστάσεις τέμνονται στο σημείο  (1,1). 

 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
2.28. Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως μονότονη στο  , τότε δεν είναι άρτια. 
 
2.29. Αν μια συνάρτηση  f  είναι περιοδική, τότε δεν είναι γνησίως μονότονη. 
 
2.30. α) Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι γνησίως αύξουσες στο  Α, τότε και η  f + g  είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο  Α. 
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h(x) = logx + ημx  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0, 2

π ). 

 
2.31. α) Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι γνησίως φθίνουσες στο  Α, τότε και η  f + g  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  Α. 
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  φ(x) = 2–x + συνx  είναι γνησίως φθίνουσα στο  [0,π]. 

 
2.32. α) Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι γνησίως αύξουσες στο  Α  και για κάθε  x∈A  είναι   

f (x) > 0  και  g(x) > 0  τότε και η  f .g  είναι γνησίως αύξουσα στο  Α. 
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h(x) = x2.εφx  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0, 2

π ). 

 
2.33. α) Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι γνησίως φθίνουσες στο  Α  και για κάθε  x∈A  είναι   

f (x) > 0  και  g(x) > 0  τότε και η  f .g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Α. 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  φ(x) = σφx
x

e
  είναι γνησίως φθίνουσα στο  (0, 4

π ). 

 
2.34. Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι γνησίως μονότονες στο  , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g f  

είναι: 
i)  Γνησίως αύξουσα, αν οι  f, g  έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας. 
ii)  Γνησίως φθίνουσα, αν οι  f, g  έχουν διαφορετικό είδος μονοτονίας. 
iii) Να εξετάσετε τις συναρτήσεις  F(x) = –4(1 + e–x)3 + 1  και  G(x) = 3(5 – 2x3)5 – 9   ως προς τη 

μονοτονία. 
 
2.35. Μια συνάρτηση  f  είναι σταθερή σε ένα διάστημα  Δ  αν και μόνο αν είναι αύξουσα και φθί-

νουσα σ’ αυτό. 
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2.36. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (μ–1) 1x−  + x + μ. Να βρείτε τον πραγματικό  μ  ώστε η  f  να 
είναι γνησίως αύξουσα. 

[Απ.0<μ<2] 

 

2.37. α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = ( )3
5

x

+ ( )4
5

x

– 1  είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 

β) Να λύσετε την εξίσωση:  3x + 4x = 5x. 
[Απ.β)2] 

 
2.38. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  3x – 2x = 1  έχει μία μόνο πραγματική λύση. 
 

2.39. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 0,3log x
x  + e–x ,  x∈ (0,1). Να αποδείξετε ότι η γραφική της παρά-

σταση τέμνει το πολύ μια φορά τον ημιάξονα  Οx. 
 
2.40. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = 6x – 3x− – x2– 7  έχει μέγιστο, το οποίο και να βρε-

θεί. 
[Απ.f(3)=2] 

 
2.41. Μια συνάρτηση  f  έχει την ιδιότητα x2– 4x+5 ≤  f (x) ≤  2x2– 8x+9 ,  για κάθε  x∈ . Να απο-

δείξετε ότι η  f  έχει ελάχιστο, το οποίο και να βρεθεί. 
[Απ.f(2)=1] 

 
2.42. Να αποδείξετε ότι οι επόμενες συναρτήσεις είναι  1-1. 

i)  f (x) = 2 3
1

x
x
+
−

                         ii)  g(x) = 2 + 3 4x−                          iii)  h(x) = 3x2–6x+1,  x ≥  1 

 
2.43. Να αποδείξετε ότι οι επόμενες συναρτήσεις  δεν  είναι 1-1. 

i) f (x) = x2 + x – 2                ii) g(x) = 4x – 3.2x + 2                iii) h(x) = 
αν 12( 1)

2 αν 1

x xx
x =

⎧ ≠⎪ −⎨
⎪⎩

 

 
2.44. α) Να αποδείξετε ότι αν μια συνάρτηση  f  είναι άρτια, τότε δεν είναι  1-1. 

β) Αν μια συνάρτηση  f  είναι περιττή τότε είναι πάντοτε  1-1; 
 

2.45. Δίνεται συνάρτηση  f (x) = 2
1

x
x
−
+

 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι  1-1. 

β) Να βρείτε τον  λ∈ , αν ισχύει:   
2

2

3 2 1 2
3 2 1 1
λ λ
λ λ
− + −
− + +

  =  
2

2

4 2
4 1

λ λ
λ λ
− + −
− + +

. 

[Απ.β)-1, 3
2
] 

 
2.46. Δίνεται συνάρτηση  f (x) = x + 1x− . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
β) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ , αν ισχύει  22 1κ κ− +  – 2 7κ +  = 6 + κ – κ2. 

[Απ.β)-2, 3] 

 
2.47. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = lnx + x. 

α)  Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
β)  Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού  α  για τις οποίες ισχύει  lnα = α(1–α). 
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[Απ.β)α=1] 

 
2.48. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = e–x – lnx. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της.. 

β) Να βρείτε την τιμή του πραγματικού αριθμού  α, αν ισχύει η ισότητα   lnα = 2

1
αe

 – 1
αe

. 

[Απ.β)α=1] 

 
2.49. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ex–1 + x + 1. 
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι  1-1. 
β) Να λύσετε την εξίσωση  f (x) = 3. 
γ) Να λύσετε την ανίσωση  ex–1 + x – 2 > 0. 

[Απ.β)x=1 γ)x>1] 

 
2.50. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  ορισμένη και γνησίως φθίνουσα στο  (0,+∞ ), καθώς και τη συ-

νάρτηση    g(x) = f (x) – 2lnx , x > 0. 
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  είναι γνησίως φθίνουσα. 
β) Αν το σημείο   Α(1,2)  ανήκει στη γραφική παράσταση της  f, να λύσετε 

(i)  την εξίσωση  f (x – 1) = 2 + 2ln(x – 1)  
(ii)  την ανίσωση  ln(lnx)2 < f (lnx) – 2  

[Απ.β)i)x=2 ii)1<x<e] 

 
2.51. Δίνεται συνάρτηση  f (x) = x5 + x3 + x. 
α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι  περιττή. 
γ) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  α, αν ισχύει  (α – 5)5 + (α – 3)5 + (α – 5)3 + (α – 3)3 = 8 – 2α. 

[Απ.γ)4] 

 
2.52. Δίνεται συνάρτηση  f: → , ικανοποιεί τη σχέση:   f (f (x)) + f 3(x) = 2x + 3 ,  x∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι  “ένα προς ένα”. 
β) Να λύσετε την εξίσωση  f (2x3 + x) = f (4 – x),  x∈ . 

(Εξετάσεις 1998) 
 
2.53. Έστω συνάρτηση  f : * → , η οποία επαληθεύει την ισότητα  f (x) – f (y) = f ( x

y
) ,  για κάθε  

x, y *∈ . Επιπλέον δίνεται ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μοναδική λύση. 
i)  Να αποδείξετε ότι  f (1) = 0. 
ii)  Να αποδείξετε ότι  η  f  είναι  1-1. 
iii) Να βρείτε τις τιμές του  α, για τις οποίες είναι  f (α) + f (α2 + 3) = f (α2 + 1) + f (α + 1). 

[Απ.iii)α=1] 

 
2.54. Έστω συνάρτηση  f : → ,  με  f f = Ι , όπου  Ι(x) = x  η ταυτοτική συνάρτηση. Να αποδεί-

ξετε ότι η  f  είναι συνάρτηση  1-1. 
 
2.55. α)  Να αποδείξετε ότι αν η συνάρτηση  g f  είναι  1-1, τότε και η συνάρτηση  f  θα είναι  1-1. 

β) Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις  f (x) = 
1

x
x+

 και g(x) =
αν 1 1

0 αν 1 η 1
x x

x < x
− ≤ ≤⎧

⎨ − >⎩
  να αποδεί-

ξετε ότι η  g  δεν είναι απαραίτητα  1-1. 
 
2.56. α) Να αποδείξετε ότι αν οι συναρτήσεις  f, g : →  είναι  1-1  τότε και η συνάρτηση  g f  

είναι  1-1. 
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β) Αν η συνάρτηση  f : →   είναι  1-1, να αποδείξετε ότι και η συνάρτηση   
h(x) = [f (x)]3 + 2f (x) – 3  είναι  1-1. 

 
2.57. Θεωρούμε συνάρτηση  f : (0,+∞ )→  που ικανοποιεί τη σχέση  f (x.y) = f (x) + f (y)  για κά-
θε  x, y > 0. Δίνεται ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μοναδική λύση. 
α)  Να δείξετε ότι  f (1) = 0 

β)  Να δείξετε ότι  f ( 1
x ) = –f (x) 

γ)  Να δείξετε ότι η  f  είναι  1-1 
ε)  Να λύσετε την εξίσωση  f (x) + f (x2+1) = f (x+8) 

[Απ.ε)x=2] 

 
2.58. Να βρείτε, αν ορίζονται, τις αντίστροφες των επόμενων συναρτήσεων: 

α) f (x) = 3x – 5 ,  x ≥ 1                         β) g(x) = 2 – 3 x−                          γ) h(x) = 2 1
1

x
x
+
−

 

 

2.59. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2

2
3 10 8
3 13 12

x x
x x

− +
− +

. 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να απλοποιήσετε το τύπο της. 
ii)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
iii) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f . 

[Απ.iii)f-1(x)= 3x-2
x-1

 x∈ -{1, 2
5
}] 

 
2.60. Να βρείτε, αν ορίζονται, τις αντίστροφες των επόμενων συναρτήσεων: 

α)  f (x) = 
1

x

x
e

e+
                               β)  g(x) = ln(ex – 1)                               γ)  h(x) = ln(x3 – 1) 

[Απ.γ)f-1(x)= +3 xe 1  x∈ ] 

 
2.61. Έστω  f : [1, +∞ )→   με  f (x) = 1 – ex–1. 
α) Να εξετάσετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση. 
β) Να αποδείξετε ότι  f –1(x) = 1 + ln(1 – x) ,  x∈ (–∞ ,0]. 
γ) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f  και  f –1  με τους 
άξονες. 

[Απ.γ)f:(1,0) και f-1:(0,1)] 

 
2.62. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (x – 1)4 + 1  με  x≥ 1. 

α)  Να δείξετε ότι η  f  είναι  1-1. 
β)  Να βρείτε τη συνάρτηση  f –1. 
γ)  Να βρείτε τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της  f –1  με την ευθεία  y = x. 

[Απ.γ)Α(1,1), Β(2,2)] 

 

2.63. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 
6 5 αν 33

6 αν 3

x xx
x =

−⎧ ≠⎪ −⎨
⎪ −⎩

. Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη συ-

νάρτηση, την οποία να βρείτε. 
 
2.64. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1

3 2
x

x x
−

− +
. 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να αποδείξετε ότι  f (x) = 1
2

x
x
+
−

. 
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ii)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
iii) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f . 

[Απ.iii)f-1(x)= ( )22x+1
x-1

 x∈ (- ∞ ,-2) ∪ (-2,- 1
2
] ∪ (1,+ ∞ )] 

 
2.65. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f , g : →  και την ταυτοτική συνάρτηση  Ι(x) = x , x∈ . Αν 

ικανοποιούνται οι ισότητες  g f = Ι  και  f g = Ι , τότε  g = f –1 =  και  f  = g –1. 
 
2.66. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = αx + β , α ≠ 0. 

i)  Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f . 
ii) Να βρείτε τα  α, β  ώστε  f –1 = f . 

[Απ.α=1,β=0 ή α=-1,β∈ ] 

 

2.67. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = αx β
γx α
−
−

  με  γ ≠ 0  και  α2 ≠ βγ, αντιστρέφεται και ισχύ-

ει  f –1 = f . 
 
2.68. Έστω η συνάρτηση  f (x) = ln( 2x− +1). 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
ii) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f . 
iii) Να αποδείξετε ότι η  f –1  έχει ελάχιστο και να βρείτε την τιμή του. 

[Απ.f–1(0)=2] 

 
2.69. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = x3 – 3x2 + 3x  έχει αντίστροφη, την οποία να βρείτε. 
 
2.70. Έστω συνάρτηση  f : → , γνησίως μονότονη, της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται 

από τα σημεία  Α(3,1)  και  Β(–1,2). 
i) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα και ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση. 
ii) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  κ, αν ισχύει:    f (4 + f –1(κ2 + κ)) = 1. 

[Απ.ii)-2,1] 

 
2.71. Θεωρούμε μία γνήσια μονότονη συνάρτηση  f : ( )f→ = , της οποίας η γραφική παρά-

σταση διέρχεται από τα σημεία  Α(–1,5)  και  Β(6,4). 
i)  Ποιο είναι το είδος μονοτονίας της  f ; 
ii) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η  f –1  και ότι είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 
iii) Να λύσετε την ανίσωση   f –1 (–1 + f (x2 – 2x – 4)) < 6. 

[Απ.i)Γνησίως φθίνουσα ii)x∈ (-1,3)] 

 
2.72. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f : → , η οποία έχει την ιδιότητα  [f (x)]5 + f (x) – x = 0, για κά-

θε  x∈ . 
i) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι  συνάρτηση  1-1. 
ii) Να βρείτε την  f –1. 

 
2.73. Έστω συνάρτηση  f : → , με  f ( ) = , η οποία ικανοποιεί τη σχέση  (f f )(x) + x = 0 , 

για κάθε  x∈ .  Να αποδείξετε ότι: 
α) Η  f  είναι συνάρτηση  ένα προς ένα. 
β) Ορίζεται η αντίστροφη της  f  και είναι  f –1 = –f . 
γ) Η  f  δεν είναι γνήσια μονότονη. 
δ) Η  f  είναι περιττή συνάρτηση. 
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2.74. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = 2

αν 1
αν 1 2

2 αν 2x

x x
x x

x

<⎧
⎪ ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

. 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη την οποία να βρείτε. 
ii) Να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των  f,  f –1  στο ίδιο σύστημα αξόνων. 

 
2.75. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1x −  + 2x + 1. Να αποδείξετε ότι  f –1(x) = – 1

3 ⋅ 3x − + 2
3 x – 1. 

 
2.76. Έστω μια συνάρτηση  f : →   με  f ( ) = (–1,1), η οποία έχει αντίστροφο. 

i) Αν η  f  είναι περιττή, τότε και η  f –1  είναι περιττή. 
ii) Μπορεί η  f  να είναι άρτια και να έχουμε ανάλογη πρόταση; 

 
2.77. Θεωρούμε συνάρτηση  f : + →   η οποία ικανοποιεί την ισότητα   

f (x.y) = f (x) + f (y) , για κάθε  x, y +∈ . Αν η  f  έχει αντίστροφο τότε να αποδείξετε ότι: 
  f –1(α).f –1(β) = f –1(α + β) ,  για κάθε  α, β∈ . 

 
2.78. Έστω συνάρτηση  f : →   με την ιδιότητα  f (x + y) = f (x) + f (y) , για κάθε  x, y∈ . 

Είναι  f (ρ) = 0  αν και μόνο αν  ρ = 0. Να αποδείξετε ότι: 
i)  Η  f  είναι περιττή συνάρτηση. 
ii) Η  f  είναι αντιστρέψιμη συνάρτηση. 
iii) f –1(x + y) = f –1(x) + f –1(y), για κάθε x, y∈ . 

 
2.79. Αν μια συνάρτηση έχει αντίστροφη και οι γραφικές τους παραστάσεις έχουν ένα μόνο κοινό 

σημείο, τότε να αποδείξετε ότι αυτό βρίσκεται πάνω στην ευθεία  y = x. 
 
2.80. α) Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x5 + x + 1.  

Να αποδείξετε ότι υπάρχει η  f –1  και μετά να λύσετε την εξίσωση  f (x) = f –1(x). 
β) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις   f (x) = x.ex , x ≥ 0 , g(x) = x.lnx, x ≥ 1  και  h(x) = x.ημx , 

x∈ [0, 2
π ]  έχουν αντίστροφο και μετά να βρείτε τα κοινά σημεία της γραφικής παράστασης 

κάθε μιας με τη γραφική παράσταση της αντιστρόφου της. 
(Υπόδειξη: Να χρησιμοποιήσετε το συμπέρασμα της  2.26) 

[Απ.α)x=-1 β)(0,0),(e,e) και (0,0),( π
2
, π
2
)] 

 
2.81. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = –x x⋅ . 

α) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση της  f, την οποία να βρείτε. 
β) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f  και  f –1. 

[Απ.β)(-1,1),(0,0),(1,-1)] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 

2.82. Έστω  f : →   για την οποία ισχύει:   f (x2) – f 2(x) ≥  1
4  ,  για κάθε  x∈ . 

α)  Να υπολογίσετε το  f (0). 
β)  Να αποδείξετε ότι η  f  δεν είναι  1-1. 
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2.83. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ισχύει η ισότητα    
   2 1α + + 2β − +3α = 2 1β + + 2α − +3β   τότε να αποδείξετε ότι  α = β. 

 

2.84. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
3 3

3 3

1 1
1 1

x x
x x

+ − −
+ + −

. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της και να αποδείξετε ότι είναι συνάρτηση  1-1. 
β) Να βρείτε την αντίστροφή της. 

 
2.85. Μια συνάρτηση  f : →   είναι γνησίως αύξουσα και  f –1 = f. Να αποδείξετε ότι   

f (x) = x , για κάθε  x∈ . 
 
2.86. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = lnx – e

x  + x. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
β) Να λύσετε την εξίσωση  f –1(x) = f (x). 

[Απ.β)x=e] 

 
2.87. Μια συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού και σύνολο τιμών το  . Για κάθε  x∈  ισχύει ότι  

(f f )(x) = x + 2.  Να αποδείξετε ότι: 
i)  Η συνάρτηση  f  έχει αντίστροφη. 
ii)  f –1(x) = f (x) – 2 ,  για κάθε  x∈ . 
iii)  Η γραφική παράσταση της  f  δεν τέμνει την ευθεία με εξίσωση  y = x. 

 
2.88. α) Έστω οι συναρτήσεις  f : Α→ Β  και  g : Β→ A, με  f (A) = Β  και  g(Β) = Α. Να αποδείξετε 

ότι αν  g f = IΑ  και η  g  είναι  1-1  τότε  g–1 = f. 
β) Δίνονται οι συνάρτήσεις  f (x) = x2 – x + 1, ορισμένη στο σύνολο  Α = [ 1

2 ,+∞ )  και   

g(x) = 1
2  + 3

4x− . 

i)  Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις  f, g  είναι αντίστροφες. 

ii) Να λύσετε την εξίσωση    x2 – x + 1 = 1
2  + 3

4x− . 
[Απ.β)ii)x=1] 

 
2.89. α) Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f : Α→ Β  και  g : Β→ Α.  Να αποδείξετε ότι:    g f = IΑ  και   

f g = IΒ   αν και μόνο αν   f , g  αντίστροφες. 
(ΙΑ , ΙΒ  οι ταυτοτικές συναρτήσεις των  Α  και  Β  αντίστοιχα..) 

β) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις  f (x) = 1
x

x−
 , x∈ (–1,1)  και  g(x) = 1

x
x+

 , x∈  , είναι 

αντίστροφες. 
 

2.90. Έστω συνάρτηση  f : [0,1]→ [0,1]  με  f (x) = 2
( 1)( )

1
x x α

x
+ +

+
. Να αποδείξετε ότι: 

i)  α = 0                                 ii)  Η  f  είναι 1-1. 
 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
2.91. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-

τε την απάντησή σας. 



ΕΝΟΤΗΤΑ  2Η:   ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ  -  ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ            99 

I. Έστω  f : Δ→ . Αν ο λόγος  1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 είναι θετικός για κάθε  x1, x2∈Δ  με  x1 ≠ x2, τότε η  

f  είναι γνησίως αύξουσα στο Δ. 
II. Μία σταθερή συνάρτηση είναι συγχρόνως αύξουσα και φθίνουσα. 
III. Μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως μονότονη και τα σημεία  Α(2,3), Β(–1,2)  ανήκουν στη γραφική 
της παράσταση. Η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

IV. Η συνάρτηση  f (x) = 5
x

  είναι γνήσια φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της  (–∞ ,0)∪ (0,+∞ ). 

V. Μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  (α, γ]  και  [γ, β) , τότε 
είναι γνησίως φθίνουσα και στο διάστημα  (α, β). 

VI. Αν η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα  Α  και  Β, τότε είναι 
γνησίως αύξουσα και στο διάστημα  Α∪ Β. 

VII. Έστω  f : → (0,+∞ ). Αν η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  τότε και η συνάρτηση 1
f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο . 
VIII. Αν μια συνάρτηση  f  είναι αύξουσα, τότε είναι  1-1. 
IX. Αν μια συνάρτηση  f  είναι  1-1, τότε υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια 
τεταγμένη. 

X. Αν η συνάρτηση  f  είναι  1-1, οι συναρτήσεις  g, h  έχουν πεδίο ορισμού το    και ισχύει   
f (g(x)) = f (h(x))  για κάθε  x∈ , τότε  g = h. 

XI. Αν μια συνάρτηση είναι  1-1, τότε υποχρεωτικά είναι γνήσια μονότονη. 
XII. Μια συνάρτηση  f  έχει αντίστροφη. Τότε η  f –1  έχει αντίστροφη την  f. 
XIII. Η αντίστροφη συνάρτηση της  f (x) = 2x  είναι η  g(x) = log2x. 
XIV. Έστω μια  1-1  συνάρτηση  f  και  C , C΄ οι γραφικές παραστάσεις των  f  και  f –1  στο ίδιο σύ-
στημα αξόνων. Τότε οι  C , C΄  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία  y = x. 

XV. Αν το σημείο  Μ  είναι κοινό σημείο της γραφικής παράστασης μιας  1-1  συνάρτησης  f  και της 
ευθείας με εξίσωση y = x, τότε το Μ ανήκει και στη γραφική παράσταση της  f –1. 

XVI. Τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f  και  f –1  βρίσκονται όλα 
στην ευθεία με εξίσωση  y = x. 

XVII. Αν η γραφική παράσταση μιας αντιστρέψιμης συνάρτηση  f  διέρχεται από το σημείο  Α(2, 9
2 ,)  

τότε η γραφική παράσταση της  f –1 διέρχεται από το σημείο  Β(4,5 , 2) 
XVIII. Έστω συνάρτηση  f : Α→ f (A)  η οποία έχει αντίστροφη. Ισχύει ότι  f (f –1(x)) = x , για κάθε  

x∈A. 
 
2.92. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-

τε την απάντησή σας. 
I. Αν μια περιττή συνάρτηση  f  παρουσιάζει μέγιστο στο σημείο  x0, τότε θα παρουσιάζει ελάχιστο 
στο σημείο  – x0. 

II. Αν μια άρτια συνάρτηση  f  παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο  x0, τότε θα παρουσιάζει το ίδιο 
είδος ακρότατου στο σημείο  – x0. 

III. Αν μια συνάρτηση f  είναι άρτια, τότε μπορεί να είναι 1-1. 
IV. Αν μια συνάρτηση  f  είναι άρτια, τότε ορίζεται η αντίστροφη αυτής. 
V. Αν μια συνάρτηση  f  είναι  1-1, τότε είναι πάντοτε περιττή. 
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VI. Μία συνάρτηση  f  έχει αντίστροφη την  f –1. Τα κοινά σημεία των γραφικών τους παραστάσεων, 
αν υπάρχουν,  βρίσκονται στην ευθεία με εξίσωση  y = x. 

 
2.93. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Από τις παρακάτω συναρτήσεις δεν έχει αντίστροφη η συνάρτηση: 

Α. f (x) = ημx , x∈ [– 2
π , 2

π ]                             Β. g(x) = x3 – 1                             Γ. h(x) = 2
3 ex   

Δ. φ(x) = 
2

2 1
x

x +
                                               Ε. k(x) = ln(x – 2),  x > 2. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    3 
 
 

 

ΟΡΙΟ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ   ΣΤΟ   x0∈  
 
Ο Απειροστικός Λογισμός είναι το προιόν μιας 
δραματικής επιστημονικής αναζήτησης η οποία 
διήρκεσε περίπου  250  χρόνια. 

– RICHARD  COURANT 
 
 
 
 
 

ε αυτή την ενότητα θα εισάγουμε την έννοια του ορίου μιας συνάρτησης, 
η οποία χαρακτηρίζει όλη τη μαθηματική ανάλυση. Με βάση αυτήν ορί-

ζονται η συνέχεια, η παράγωγος και το ολοκλήρωμα που θα μελετήσουμε 
αργότερα. Είναι μία από τις βασικές έννοιες που χωρίζουν τα κλασσικά από 
τα σύγχρονα μαθηματικά. 
Το όριο είναι μία “τοπική” έννοια, η οποία μας επιτρέπει να δούμε τη συ-

μπεριφορά των τιμών που παίρνει μία συνάρτηση όταν η ανεξάρτητη μετα-
βλητή  x  πλησιάζει μία τιμή. Εδώ δίνεται περισσότερο βάση στην εποπτική 
κατανόηση του ορίου, παρά στον ορισμό του. 
 
Η έννοια του ορίου 
Θα ξεκινήσουμε κάνοντας μια διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του ορί-
ου. Στα επόμενα τρία πρώτα παραδείγματα παρατηρούμε ότι όταν οι τιμές 
του  x  παίρνουν τιμές κοντά στο  x0  τότε οι τιμές της συνάρτησης προσεγγί-
ζουν έναν αριθμό  l. Οι τιμές της συνάρτησης μπορούν να είναι τόσο κοντά 
στο  l  όσο θέλουμε. Για τη συνάρτηση  f (x) = 1

8 ⋅ x
3, παρατηρούμε ότι όταν 

οι τιμές του  x  παίρνουν τιμές κοντά στο  x0 = 2 τότε οι τιμές της συνάρτη-
σης προσσεγγίζουν τον αριθμό  l. 

 

                                           
                                f (x) = 1

8
⋅ x3                                       f (x) = 

3 22 2
1

x x
x
−
−

= 
22 ( 1)

1
x x

x
−

−
 = 2x2   

Σ
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Για τη συνάρτηση  f (x) = 
3 22 2

1
x x

x
−
−

 παρατηρούμε ότι όταν οι τιμές του  x  

παίρνουν τιμές κοντά στο  x0 = 1 τότε οι τιμές της συνάρτησης προσσεγγί-
ζουν τον αριθμό  2. Εδώ αξίζει να σημειώσουμε ότι ο  1  δεν ανήκει στο πε-
δίο ορισμού της  f. Στην τελευταία συνάρτηση όμως όταν οι τιμές του  x  
πλησιάζουν τον  1, τότε για τις τιμές της  f  παρατηρούμε ότι άλλες προσεγγί-
ζουν τον 1  και άλλες τον  –1. 

                                             

                          f (x) = 
2

αν 1
1/ 2 αν 1

αν 1

x x
x

x x

− <−⎧
⎪− =−⎨
⎪ >−⎩

                                          f (x) = 
2 αν 1

αν 1
x x
x x

− <⎧
⎨

>⎩
 

 
3.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής   

(α, x0)∪ (x0, β). Θα λέμε ότι η  f  έχει στο  x0  όριο το  l, όταν για κάθε  
ε > 0  υπάρχει  δ > 0  τέτοιος, ώστε για κάθε  x∈ (α, x0)∪ (x0, β)  με   
0 < 0x x−  < δ,  να ισχύει:  ( )f x l−  < ε. 

Το όριο μιας συνάρτησης  f  στο  x0, αν υπάρχει, συμβολίζεται με  
0

lim
x x→

f (x). 

Όταν θα γράφουμε  
0

lim
x x→

f (x) = l, θα εννοούμε ότι το όριο της  f  στο  x0  

υπάρχει και είναι  l. 
 
3.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν μια συνάρτηση  f  έχει όριο στο  x0  τότε αυτό είναι μοναδικό. 
 
3.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: (α)  

0

lim
x x→

f (x) = l   ⇔    
0

lim
x x→

[f (x) – l] = 0   ⇔    
0

lim
x x→

( )f x l−  = 0. 

(β)  
0

lim
x x→

f (x) = l   ⇔    
0

lim
h→

f (x0+ h) = l. 

 
3.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής   

(α, x0)∪ (x0, β), τότε ισχύει η ισοδυναμία: 
                      

0

lim
x x→

f (x) = l   ⇔    
0

lim
x x−→

f (x) = 
0

lim
x x+→

f (x) = l. 

 
Όριο πολυωνυμικής και ρητής συνάρτησης 
3.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: Ισχύουν τα επόμενα όρια: 

(α)  
0

lim
x x→

x = x0                                    (β)  
0

lim
x x→

c = c  
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3.6. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Το όριο μιας συνάρτησης  f  στο  x0  είναι μία “τοπική” έννοια. Εξαρτάται 
δηλαδή από τη συμπεριφορά της συνάρτησης όταν το  x  παίρνει τιμές “κοντά στο  x0”. 

Αν για παράδειγμα αναζητήσουμε το όριο της συνάρτησης  f (x) = 1
1

x
x
−
−

  στο σημείο  x0 = 

1, τότε μπορούμε να περιοριστούμε στο υποσύνολο  (0,1)∪ (1,2)  του πεδίου ορισμού της. 

Έτσι για  x∈ (0,1)  είναι  f (x) = ( 1)
1

x
x

− −
−

 = –1 και 
1

lim
x −→

f (x) = 
1

lim
x −→

(–1) = –1, ενώ για  

x∈ (1,2)  είναι  f (x) = 1
1

x
x
−
−

 = 1  και  
1

lim
x +→

f (x) =
1

lim
x +→

1 = 1. Δηλαδή δεν υπάρχει το 
1

lim
x→

f (x). 

Θα μπορούσαμε να είχαμε περιοριστεί σε ένα άλλο υποσύνολο του πεδίου ορισμού της  f  
της μορφής  (α,1)∪ (1, β) ,με  α < 1  και  β > 1,  όπως για παράδειγμα το  (–1,1)∪ (1,5)  ή  
το  (0,997 ,1)∪ (1, 1,0002). Η επιλογή των  α  και  β  μπορεί να είναι αυθαίρετη. Πολλές 
φορές όμως δεν είναι τόσο αυθαίρετη όσο φαίνεται, αλλά εξυπηρετεί το σκοπό μας, που 
δεν είναι άλλος από το να απλοποιήσουμε το τύπο της συνάρτησης. Για παράδειγμα αν θέ-

λουμε να βρούμε το όριο της συνάρτησης  f (x) = ημx
x   στο  x0 = 0  μπορούμε να δουλέ-

ψουμε στο σύνολο  (–π,0)∪ (0,π)  προκειμένου να απλοποιήσουμε τον τύπο της  f. Αν ό-

μως θέλουμε να βρούμε το όριο της συνάρτησης  f (x) = ημ4x
x   στο  x0 = 0  μπορούμε να 

δουλέψουμε στο σύνολο  (– 4
π ,0)∪ (0, 4

π ) 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

3.7. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης  f (x) = ημ( 1
x )  καθώς το  x → 0. 

Λύση: 
Μπορούμε να δούμε ότι σε κάθε 
σύνολο της μορφής  (α,0)∪ (0,β)  η 
συνάρτηση μπορεί να πάρει όλες 
τις τιμές ανάμεσα στο  –1  και στο  
1. Επομένως δεν υπάρχει ένας 
πραγματικός αριθμός  l  τον οποίο 
να προσεγγίζουν οι τιμές της  f  
όταν το  x  τείνει στο  0. Το ίδιο 
συμβαίνει όταν το  x  προσεγγίζει 
το  0  από τις θετικές τιμές ή τις 
αρνητικές τιμές. 
Αντιμετωπίζοντας το θέμα 
αυστηρά θα χρησιμοποιήσουμε τον 
ορισμό για να αποδείξουμε ότι δεν 
υπάρχει το όριο. 
Έστω ότι  

0
lim
x→

f (x) = l. Αν πάρουμε  ε = 1
2 , τότε υπάρχει  δ > 0  ώστε για κάθε  x  με   

0 < 0x− < δ ⇔  0 < x < δ  να είναι  ( )f x l− < 1
2 . Υπάρχει  ν∈  τέτοιος ώστε  οι  x1 = 1

2νπ   

και  x2 = 
2

1
2 πνπ+

  να είναι  0 < 1x < δ  και  0 < 2x < δ. Τότε  1( )f x l− < 1
2   και 2( )f x l− < 1

2 .  
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Είναι  f (x1) = ημ(2νπ) = 0  και  f (x2) = ημ(2νπ + 2
π ) = ημ 2

π  = 1. 

Είναι 1 2( ) ( )f x f x− = ( ) ( )1 2( ) ( )f x l l f x− + − ≤ 1( )f x l− + 1( )l f x− = 1( )f x l− + 1( )f x l−  < 
1
2  + 1

2  = 1. Επομένως, 1 2( ) ( )f x f x− < 1 ⇔  0 1−  < 1 ⇔  1 < 1  άτοπο.  

Άρα δεν υπάρχει το όριο  
0

lim
x→

f (x). 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
3.8. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων και με τη βοήθεια αυτής να βρείτε, αν 
υπάρχει, το  

0

lim
x x→

f (x). 

i)  f (x) = 
3 αν 1

ln 1 αν 1
x x
x x

<⎧
⎨

+ ≥⎩
 ,  με   x0 = 1                    ii)  g(x) = 

21 αν 0
2 αν 0

αν 0x

x x
x

e x−

− <⎧
⎪ =⎨
⎪ >⎩

 ,  με   x0 = 0  

iii)  h(x) = 
2(3 ) 4 4
2

x x x
x

− − +
−

  ,  με   x0 = 2   
[Απ.i)1 ii)1 iii)Δεν υπάρχει] 

 

3.9. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης   

f (x) = 
2

3
x βx γ

x
+ +
−

  φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Αν  lim
x α→

f (x) = l, να 

βρείτε τον πραγματικό αριθμό  l. 
[Απ.l=4] 

 
 
 
 

3.10. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο διάστημα  (α–1, α)∪ (α, α + 2)  με lim
x −→α

f (x) = κ3 + 3 

και  lim
x +→α

f (x) = 2κ – 2κ2. Αν υπάρχει το  lim
x→α

f (x)  να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ. 
[Απ.κ=-3] 

 

3.11. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = συν( 1
x

). Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει το όριο 
0

lim
x→

f (x). 

 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
3.1. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε 

την απάντησή σας. 
I. Μία συνάρτηση  f  έχει όριο στο σημείο  x0, τον πραγματικό αριθμό  l. Τότε αναγκαστικά το  x0  

ανήκει στο πεδίο ορισμού της. 
II. Τα πλευρικά όρια μιας συνάρτησης  f, όταν το  x  παίρνει τιμές κοντά στο  x0 , συμπίπτουν πά-

ντοτε. 
III. Το όριο μιας συνάρτησης  f  στο  x0  εξαρτάται από την τιμή της συνάρτησης στο σημείο αυτό. 
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IV. Έστω μία συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού ένα διάστημα που περιέχει το  0. Τότε ισχύει πάντοτε  

0
lim
x→

f (x) = f (0). 

V. Όταν μια συνάρτηση έχει όριο στο σημείο  x0 , τότε αυτό είναι μοναδικό. 
 
3.2. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απάντη-

σή σας. 
I. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο  (1,2)∪ (2,3)  με  

2
lim
x +→

f (x) = λ3  και  
2

lim
x −→

f(x) = 2–λ. Αν 

υπάρχει το  
2

lim
x→

f (x)  τότε: 

Α. λ = 1                 Β. λ = –2                Γ. λ = 2                 Δ. λ = –1                 Ε. λ = 3 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    4 
 
 

 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ   ΤΩΝ   ΟΡΙΩΝ 
 

 
 
 
 
 

 υπολογισμός του ορίου μιας συνάρτησης σε ένα σημείο  x0, εφ’ όσον 
υπάρχει, θα είναι το αντικείμενο μελέτης μας στην ενότητα αυτή. Τα 

εφόδια που διαθέτουμε μέχρι το σημείο αυτό είναι μόνο ο ορισμός του ορίου. 
Με βάση αυτόν υπολογίσαμε τα όρια δύο απλούστατων συναρτήσεων, της 
σταθερής και της ταυτοτικής. Η χρήση του ορισμού για τον υπολογισμό του 
ορίου πιο σύνθετων συναρτήσεων γίνεται όλο και πιο δύσχρηστη και επίπο-
νη. Γι’ αυτό μελετήσαμε και βρήκαμε ιδιότητες που αναφέρονται στα όρια 
συναρτήσεων, με τη βοήθεια των οποίων ο υπολογισμός τους απλουστεύεται 
σημαντικά. 
Παρακάτω διατυπώνονται αυτές οι ιδιότητες, χωρίς αποδείξεις και παρου-

σιάζονται τεχνικές για την εύρεσή του ορίου συνάρτησης. 
Ένα ερώτημα που μπορούμε να θέσουμε ξεκινώντας είναι: 
Υπάρχει κάποια σχέση μεταξύ του ορίου μιας συνάρτησης σε ένα σημείο 

και των τιμών της; 
Στο θεώρημα που ακολουθεί μας επιτρέπει να γνωρίζουμε το είδος του 

προσήμου των τιμών μιας συνάρτησης, όταν οι τιμές της ανεξάρτητης μετα-
βλητής προσεγγίζουν ένα σημείο, αν είναι γνωστό το πρόσημο του ορίου της 
σ’ αυτό. 

 
4.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Όριο και διάταξη) 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) > 0 ,  τότε  f (x) > 0  κοντά στο  x0. 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) < 0 ,  τότε  f (x) < 0  κοντά στο  x0. 

 
4.1.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το αντίστροφο του προηγούμενου θεώρημας ΔΕΝ ισχύει. Πράγματι, αν 

θεωρήσουμε τη συνάρτηση  f (x) = 1x −  > 0  με  x∈ (0,1)∪ (1,2)  το  
1

lim
x→

f (x) = 0. 

 
4.1.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Στο προηγούμενο θεώρημα βλέπουμε ότι οι τιμές της συνάρτησης κοντά 

στο  x0  έχουν το ίδιο πρόσημο με το όριό της σ’ αυτό. Τοπικά στο σημείο  x0  η συνάρτη-
ση θα είναι θετική ή αρνητική, ανάλογα με το όριό της. 
Αυτό μας βοηθά στο να εξηγήσουμε ότι μία συνάρτηση είναι καλά ορισμένη ή να βγά-
λουμε τις απόλυτες τιμές σε μία παράσταση, όπως φαίνεται στα επόμενα παραδείγματα. 

Ο
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Παράδειγμα  1:  Η συνάρτηση  f (x) = 
5 2

ημ
7 8

x
x x− +

  είναι καλά ορισμένη σε μία περιοχή 

του  1. Πράγματι, όπως θα δούμε στα επόμενα το  
1

lim
x→

( x5 – 7x2 + 8) = 2 > 0, οπότε για  

x∈ (α,1)∪ (1, β)  είναι  x5 – 7x2 + 8 > 0. 

Παράδειγμα  2:  Αν θεωρήσουμε τη συνάρτηση  f (x) = 
31 5 1

2
x x
x

+ − −
+

,  τότε επειδή το  

2
lim
x→−

(1 + 5x – x3) = –1 < 0, τότε θα είναι  1 + 5x – x3 < 0  για κάθε  x∈ (α,–2)∪ (–2, β). 

Γι’ αυτές τις τιμές του  x  θα έχουμε   f (x) = 
31 5 1

2
x x
x

+ − −
+

  

= 
3 5 1 1

2
x x

x
− − −

+
 = 

3 5 2
2

x x
x
− −
+

 = 
2( 2)( 2 1)
2

x x x
x

+ − −
+

 = x2 – 2x – 1. 

 
4.2. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι συναρτήσεις  f, g  έχουν όριο στο  x0  και ισχύει  f (x) ≤  g(x)  

κοντά στο  x0 ,  τότε 
                             

0

lim
x x→

f (x) ≤  
0

lim
x x→

g(x) . 

 
4.2.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν ισχύει  f (x) < g(x)  κοντά 

στο  x0 ,  τότε για τα όριά τους, εφ’ όσον υ-
πάρχουν, μπορεί να ισχύει η ισότητα. Επο-
μένως, και στην περίπτωση αυτή έχουμε  

0

lim
x x→

f (x) ≤  
0

lim
x x→

g(x). 

Για παράδειγμα, αν πάρουμε τις συναρτή-
σεις  f (x) = x4  και  g(x) = x2 , με  x *∈ ,  τό-
τε για κάθε   
x∈ (–1,0)∪ (0,1)  είναι  f (x) < g(x), όμως   

0
lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→

g(x) = 0. 

 
4.3. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Όριο και πράξεις) 

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων  f  και  g  στο  x0  και ορίζεται 
το όριο κάθε μιας από τις επόμενες συναρτήσεις του  1ου μέλους, τότε: 
1.   

0

lim
x x→

(f (x) + g(x))  =  
0

lim
x x→

f (x) + 
0

lim
x x→

g(x) 

2.   
0

lim
x x→

(κ.f (x))  =  κ.
0

lim
x x→

f (x)  ,      για κάθε σταθερά  κ∈  

3.   
0

lim
x x→

(f (x) . g(x))  =  
0

lim
x x→

f (x) . 
0

lim
x x→

g(x) 

4.   
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x

  =  0

0

lim ( )

lim ( )
x x

x x

f x

g x
→

→

    ,      εφόσον   
0

lim
x x→

g(x) ≠ 0 

5.   
0

lim
x x→

( )f x  = 
0

lim ( )
x x

f x
→

 

6.   
0

lim
x x→

( )κ f x  = 
0

lim ( )κ
x x

f x
→

  ,    εφόσον  f (x) ≥  0  κοντά στο  x0 . 

 
4.3.1. ΣΧΟΛΙΟ:  (i)  Είναι σημαντικό να τονίσουμε την προϋπόθεση της ύπαρξης των ορίων των  

f, g  στο  x0, στο προηγούμενο θεώρημα. 

1 0 –5 –2 –2 
 –2 4 2  
1 –2 –1 0  
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Για παράδειγμα, ΔΕΝ μπορούμε να γράψουμε  
0

lim
x→

(x.ημ 1
x ) = 

0
lim
x→

x.
0

lim
x→

ημ 1
x  , εφ’ όσον 

το όριο  
0

lim
x→

ημ 1
x   δεν υπάρχει. 

(ii)  Αξίζει να προσέξουμε στη διατύπωση του θεωρήματος ότι, εκτός από την ύπαρξη των 
ορίων των δύο συναρτήσεων  f, g, απαραίτητο είναι να ορίζεται το όριο κάθε μιας από τις 
συναρτήσεις του  1ου μέλους. Για παράδειγμα, αν πάρουμε τις συναρτήσεις  f (x) = 2 1x −   
και  g(x) = 21 x−   τότε  

1
lim
x→

f (x) = 0  και  
1

lim
x→

g(x) = 0. Όμως  (f + g)(x) = f (x) + g(x) = 
2 1x −  + 21 x−   με  x∈{–1,1}  οπότε ΔΕΝ ΟΡΙΖΕΤΑΙ το όριο  

1
lim
x→

[f (x) + g(x)] 

(iii)  Το όριο του αθροίσματος, του γινομένου και του πηλίκου δύο συναρτήσεων  f, g  
μπορεί να υπάρχει, ακόμα και στην περίπτωση που τα όρια των  f, g  δεν υπάρχουν. Για 

παράδειγμα, αν  f (x) = x
x   και  g(x) = – x

x , τότε: 
0

lim
x→

[f (x) + g(x)] = 
0

lim
x→

0 = 0,   

0
lim
x→

[f (x).g(x)] = 
0

lim
x→

(–1) = –1  και  
0

lim
x→

( )
( )

f x
g x  = 

0
lim
x→

(–1) = –1, ενώ δεν υπάρχουν τα ό-

ρια των  f, g  στο 0. 
(iv) Το αντίστροφο της ιδιότητας  5.  δεν ισχύει πάντοτε. Πράγματι, για τη συνάρτηση   

f (x) = x
x   είναι  

0
lim
x→

( )f x  = 
0

lim
x→

x
x  = 

0
lim
x→

x
x  = 

0
lim
x→

1 = 1, ενώ δεν υπάρχει το όριο 

της  f  στο  0. 
 
4.3.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Οι ιδιότητες  1.  και  3.  του προηγούμενου θεωρήματος ισχύουν και για πε-

ρισσότερες από δύο συναρτήσεις. Άμεση συνέπεια αυτού είναι: 

0

lim
x x→

[f (x)]ν = 
0

lim
x x→

[ ( ) ( ) ... ( )]
ν παραγοντες

f x f x f x
−

⋅ ⋅ ⋅  =
0 0 0

lim ( ) lim ( ) ... lim ( )
x x x x x x

ν παραγοντες

f x f x f x
→ → →

−

⋅ ⋅ ⋅  

 = 
0

lim ( )
ν

x x
f x

→

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

, όπου  ν *∈ .  Για παράδειγμα,   
0

lim
x x→

xν = 0
νx . 

 
4.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν  P(x)  είναι ένα πολυώνυμο να αποδείξετε ότι  

0

lim
x x→

P(x) = P(x0), για κάθε πραγματικό αριθμό  x0. 

Απόδειξη:  Έστω το πολυώνυμο   P(x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0  και  x0∈ . 
Θα είναι:   

0

lim
x x→

P(x) = 
0

lim
x x→

(αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0) 

                                 = 
0

lim
x x→

(αν.xν) + 
0

lim
x x→

(αν–1.xν–1) + … + 
0

lim
x x→

(α1.x) + 
0

lim
x x→

α0  

                                 = αν.
0

lim
x x→

xν + αν–1.
0

lim
x x→

xν–1 + … + α1.
0

lim
x x→

x + 
0

lim
x x→

α0  

                                 = αν. 0
νx  + αν–1. 1

0
νx −  + … + α1.x0 + α0     

                                 = P(x0).  
 
4.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν  Q(x)  είναι επίσης ένα πολυώνυμο με  Q(x0) ≠ 0  να αποδείξετε ότι  

                
0

lim
x x→

( )
( )

P x
Q x  = 0

0

( )
( )

P x
Q x . 
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Απόδειξη:  Εφόσον  Q(x0) ≠ 0  θα είναι   
0

lim
x x→

( )
( )

P x
Q x  = 0

0

lim ( )

lim ( )
x x

x x

P x

Q x
→

→

 = 0

0

( )
( )

P x
Q x .  

 
Κριτήριο παρεμβολής 
Πολλές φορές μπορούμε να πα-
ρατηρήσουμε ότι οι τιμές μιας 
συνάρτησης  f , όταν το  x  προ-
σεγγίζει ένα  x0, βρίσκονται με-
ταξύ των τιμών δύο άλλων συ-
ναρτήσεων  h  και  g. Όπως φαί-
νεται στο σχήμα, “κοντά στο  x0”  
η  συνάρτηση  f  “εγκλωβίζεται” 
ανάμεσα στις συναρτήσεις  h  και  
g. Ακόμα παρατηρούμε ότι τα ό-
ρια των  h  και  g, όταν το  x  τείνει στο  x0, υπάρχουν και είναι ίσα με  l. Έτσι 
θα μπορούσαμε να “εικάσουμε” ότι και το όριο της  f  υπάρχει και είναι ίσο 
με  l, όταν το  x  τείνει στο  x0. Αυτό μας εξασφαλίζει το επόμενο θεώρημα, 
γνωστό ως κριτήριο παρεμβολής ή θεώρημα του Sandwich  ή θεώρημα της 
μέγγενης. 

4.6. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Κριτήριο 

παρεμβολής) 

Έστω οι συναρτήσεις  f, g , h.  Αν   
• h(x) ≤  f (x) ≤  g(x)   κοντά στο  x0  και 
• 

0

lim
x x→

h(x) = 
0

lim
x x→

g(x) = l , 

τότε    
0

lim
x x→

f (x) = l. 

 

4.6.1. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ:  (i) Θα βρούμε το όριο  
0

lim
x→

(xν.ημ 1
x )  όπου  ν *.∈  

Για  x ≠ 0  έχουμε: 1ημν

x
x ⋅  = νx ⋅ 1ημ

x
 ≤  νx ⋅1 = νx οπότε  – νx ≤  xν.ημ 1

x ≤ νx . 

Επειδή  
0

lim
x→

(– νx ) = 
0

lim
x→

νx  = 0 , σύμφωνα με το θεώρημα παρεμβολής θα είναι  

0
lim
x→

(xν.ημ 1
x ) = 0. 

(ii) Όμοια αποδεικνύεται ότι και  
0

lim
x→

(xν.συν 1
x ) = 0, όπου  ν *.∈  
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(iii) Έστω  f (x) = x ⋅ ημ 1

x . Για  x ≠ 0  έχουμε: 

1ημ
x

x ⋅  = x ⋅ 1ημ
x

 ≤  x ⋅ 1 = x     

οπότε  – x  ≤  x ⋅ ημ 1
x  ≤  x . 

Επειδή  
0

lim
x→

(– x ) = 
0

lim
x→

x  = 0 , σύμφωνα με 

το κριτήριο παρεμβολής θα είναι  

0
lim
x→

( x ⋅ ημ 1
x ) = 0. 

 
4.6.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Έχουμε αναφέρει την ιδιότητα: αν  

0

lim
x x→

f (x) = l  ⇒  
0

lim
x x→

( )f x  = l . 

Στην περίπτωση όμως που το  l = 0, ισχύει η ισοδυναμία, δηλαδή   
            

0

lim
x x→

f (x) = 0 ⇔  
0

lim
x x→

( )f x  = 0. 

Αρκεί να δείξουμε τη συνεπαγωγή από το δεξιό μέλος προς το αριστερό. 
Πράγματι, για κάθε  x∈ (α, x0)∪ (x0, β)  έχουμε  – ( )f x  ≤  f (x) ≤  ( )f x . 

Όμως, 
0

lim
x x→

(– ( )f x ) = 
0

lim
x x→

( )f x  = 0  οπότε και  
0

lim
x x→

f (x) = 0. 

 
 
Τριγωνομετρικά όρια 
Παρακάτω δίνεται μία ανισότητα η οποία χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με το κριτήριο πα-
ρεμβολής στον υπολογισμό τριγωνομετρικών ορίων. 
4.7. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για κάθε  x∈   ισχύει ότι  ημx  ≤  x . 

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν  x = 0. 
 
4.8. ΠΡΟΤΑΣΗ: Είναι   (i) 

0

lim
x x→

ημx = ημx0    και    (ii) 
0

lim
x x→

συνx = συνx0. 

 

4.9. ΠΡΟΤΑΣΗ: Είναι   (i) 
0

lim
x→

ημx
x  = 1    και    (ii) 

0
lim
x→

συν 1x
x
−  = 0. 

 
Όριο σύνθετης συνάρτησης 
4.10. ΠΡΟΤΑΣΗ: Θεωρούμε τις συναρτήσεις  u = g(x)  και  f (x).  

Αν  
0

lim
x x→

g(x) = u0   ,    g(x) ≠  u0  κοντά στο  x0    και    
0

lim
u u→

f (u) = l ,  

τότε   
0

lim
x x→

f (g(x)) = 
0

lim
u u→

f (u) = l. 

Τα όρια της μορφής  
0

lim
x x→

f (g(x))  με τα οποία θα ασχολούμαστε θα είναι τέτοια , ώστε να ικα-

νοποιείται η συνθήκη: “g(x) ≠  u0  κοντά στο  x0”  και γιαυτό δεν θα ελέγχεται. 

4.10.1. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:  Θα βρούμε το όριο  
0

lim
x→

ln( ημx
x ). Αν θέσουμε  f (x) = lnx  και   

u = g(x) = ημx
x  > 0  για κάθε  x∈ (– 2

π ,0)∪ (0, 2
π ), είναι  u0 = 

0
lim
x→

ημx
x  = 1.  Τότε  
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0
lim
x→

ln( ημx
x ) = 

1
lim
u→

lnu = ln1 = 0. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 Υπολογισμού ορίων συναρτήσεων όταν έχει δοθεί ο τύπος της. 

  

 Όταν θέλουμε να βρούμε το όριο μιας συνάρτησης  f  σε ένα σημείο  x0, τότε 
 Εξετάζουμε πρώτα αν έχει έννοια το όριο. Δηλαδή όταν  

• x→ x0  θα πρέπει να υπάρχει  (α, x0)∪ (x0, β)⊆ Df . 

• x→ 0x+   θα πρέπει να υπάρχει  (x0, β)⊆ Df . 

• x→ 0x−   θα πρέπει να υπάρχει  (α, x0)⊆ Df . 
 Αν δεν εμφανίζεται απροσδιόριστη μορφή, τότε εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των 

πράξεων μεταξύ των ορίων. 

 Αν εμφανίζεται απροσδιόριστη μορφή  0
0   τότε μετασχηματίζουμε τον τύπο της 

συνάρτησης, κάνοντας αλγεβρικές πράξεις, με σκοπό να άρουμε την απροσδιο-
ριστία. 
Οι συνήθεις τρόποι για την άρση της απροσδιοριστίας  0

0   είναι 

• Αν  f (x) = ( )
( )

P x
Q x  , όπου  P(x) , Q(x)  πολυώνυμα, για την εύρεση του  

0

lim
x x→

f(x), απλοποιούμε τον τύπο της  f(x)  με τον παράγοντα  x–x0. 

• Αν υπάρχει κλάσμα με ριζικά τότε χρησιμοποιούμε την ταυτότητα 

             ν α  – ν β  = 
( ) ( ) ( )1 2 1

...
ν ν ν

ν ν ν ν

α β

α α β β
− − −

−

+ ⋅ + +
. 

• Αν στον τύπο της  f  υπάρχουν τριγωνομετρικές συναρτήσεις, τότε επιδιώ-

κουμε την εμφάνιση του πηλίκου  ημx
x   και χρησιμοποιούμε το όριο  

0
lim
x→

ημx
x  = 1. 

 Αν υπάρχει άγνωστη συνάρτηση πρέπει να δικαιολογήσουμε τον ορισμό του ορί-
ου καθώς και τις πράξεις με αυτήν, όπως π.χ. την εξαγωγή από απόλυτα, γράφο-
ντας το πρόσημο της συνάρτησης ή παραστάσεων της από το όριό τους κοντά 
στο  x0. 

 
4.11.  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = +1x  – x x2 2 3− − . Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 

                i)  
→ 1

lim
x −

f (x)                                            ii)  
→3

lim
x

f (x) . 

Λύση: 

i)  Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  

2

1 0
2 3 0

x
x x

+ ≥⎧
⎨ − − ≥⎩

. Στο διπλανό πίνακα φαίνονται τα πρό-

x – ∞      –1         3    + ∞  
x+1      –     0   +     + 

x2–2x–3      +     0   –   0     +   

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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σημα των δύο παραστάσεων. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = {–1}∪ [3,+∞ ). 
Το  –1  είναι μεμονωμένο σημείο, γιατί π.χ. το σύνολο  (–2,–1)∪ (–1,0)  δεν έχει κοινά στοι-
χεία με το  Df . Άρα δεν ορίζεται το όριο  

1
lim
x→−

f (x). 

 
ii)  Στο σημείο  3  ορίζεται το όριο εφ’ όσον υπάρχει διάστημα  (3,α)⊆ Df . 

Επομένως, 
3

lim
x→

f (x) = 
3

lim
x +→

( 1x +  – 2 2 3x x− − ) = 
3

lim
x +→

1x +  – 
3

lim
x +→

2 2 3x x− −  

                                = 3 1+  – 23 2 3 3− ⋅ −  = 4  – 0  = 2. 
 
 

4.12.  Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

α)  
→2

lim
x

3

2
3 10 4

3 12
− −

−
x x

x
                                     β)  

→3
lim
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3
27 1

327
−

−− xx
 . 

Λύση: 

α)  Έστω η συνάρτηση  f (x) = 
3

2
3 10 4

3 12
x x

x
− −
−

.   Η  f  ορίζεται, αν και μόνο αν    

3x2 – 12 ≠ 0  ⇔   3x2 ≠ 12 ⇔   x2 ≠ 12
3  ⇔   x2 ≠ 4 ⇔   x ≠ –2  και  x ≠ 2. 

Άρα  Df = –{–2,2} = (–∞ ,–2)∪ (–2,2)∪ (2,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο  
2

lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:   

f (x) = 
3

2
3 10 4

3 12
x x

x
− −
−

 = 
2

2
( 2)(3 6 2)

3( 4)
x x x

x
− + +

−
  

        = 
2( 2)(3 6 2)

3( 2)( 2)
x x x

x x
− + +

− +
 = 

23 6 2
3( 2)

x x
x
+ +
+

. 

Οπότε  
2

lim
x→

f (x) = 
2

lim
x→

23 6 2
3( 2)

x x
x
+ +
+

 = 
23 2 6 2 2
3(2 2)

⋅ + ⋅ +
+

 = 26
12  = 13

6 . 

β)  Έστω η συνάρτηση  f (x) = 3
27

27x −
 – 1

3x− .   Η  f  ορίζεται, αν και μόνο αν    

3 27 0
3 0

x
x
− ≠⎧

⎨
− ≠⎩

 ⇔  
3 27

3
x

x
≠⎧

⎨
≠⎩

 ⇔  
3 27

3
x

x
⎧ ≠
⎨

≠⎩
 ⇔  

3
3

x
x
≠⎧

⎨ ≠⎩
 ⇔  x ≠  3. 

Άρα  Df = –{2} = (–∞ ,3)∪ (3,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο  
3

lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  f (x) = 3 3
27

3x −
 – 1

3x−  = 2
27

( 3)( 3 9)x x x− + +
 – 1

3x−   

= 
2

2
27 ( 3 9)

( 3)( 3 9)
x x

x x x
− + +
− + +

 = 
2

2
27 3 9

( 3)( 3 9)
x x

x x x
− − −

− + +
 = 

2

2
3 18

( 3)( 3 9)
x x

x x x
− − +
− + +

 

= 2
( 3)( 6)

( 3)( 3 9)
x x

x x x
− − −

− + +
 = 2

6
3 9

x
x x
− −
+ +

. 

Οπότε  
3

lim
x→

f (x) = 
3

lim
x→ 2

6
3 9

x
x x
− −
+ +

 = 2
3 6

3 3 3 9
− −
+ ⋅ +

 = 9
3 9
−
⋅

 = – 1
3 . 

 
 
 
 
 

3 0 –10 –4 2 
 6 12 4  
3 6 2 0  

–1 –3 18 3 
 –3 –18  

–1 –6 0  
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4.13.  Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

α) 
→ 1

lim
−x

x
x

+5 2
8 3

−
− −

                    β) 
→ 3

lim
−x

x x x
x

1 + 2 +7 6
+3

− − −                     γ) 
→2

lim
x

x x
x

3 2

3

4
4 2
− −

−
  

Λύση: 

α)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 5 2
8 3
x

x
+ −
− −

.   Η  f  ορίζεται, αν και μόνο αν    

5 0
8 0

8 3 0

x
x

x

+ ≥⎧
⎪ − ≥⎨
⎪ − − ≠⎩

 ⇔  
5
8

8 3

x
x

x

≥−⎧
⎪ − ≥−⎨
⎪ − ≠⎩

 ⇔  
5

8
8 9

x
x

x

≥−⎧
⎪ ≤⎨
⎪ − ≠⎩

 ⇔  
5

8
1

x
x

x

≥−⎧
⎪ ≤⎨
⎪ ≠−⎩

. 

Άρα  Df = [–5,–1)∪ (–1,8], επομένως έχει έννοια το όριο  
1

lim
x→−

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  f (x) = 5 2
8 3
x

x
+ −
− −

 = 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

5 2 5 2 8 3

8 3 8 3 5 2

x x x

x x x

+ − + + − +

− − − + + +
 = 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

5 2 8 3

8 3 5 2

x x

x x

⎡ ⎤+ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤− − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 
( )
( )

( 5 4) 8 3

(8 9) 5 2

x x

x x

+ − − +

− − + +
 = 

( )
( )

( 1) 8 3

( 1) 5 2

x x

x x

+ − +

− + + +
 = – 8 3

5 2
x

x
− +
+ +

 

Οπότε  
1

lim
x→−

f (x) = 
1

lim
x→−

8 3
5 2
x

x
⎛ ⎞− +−⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 = – 8 1 3
1 5 2
+ +

− + +
 = – 3 3

2 2
+
+

 = – 6
4  = – 3

2 . 

 

β)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 1 2 7 6
3

x x x
x

− + + − −
+

. 

Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν   
1 0

2 7 0
6 0

3 0

x
x

x
x

− ≥⎧
⎪ + ≥⎪
⎨ − ≥⎪
⎪ + ≠⎩

  ⇔   

1
2 7

6
3

x
x
x

x

− ≥ −⎧
⎪ ≥ −⎪
⎨− ≥ −⎪
⎪ ≠ −⎩

  ⇔   

1
7
2

6
3

x

x

x
x

≤⎧
⎪

≥ −⎪
⎨
⎪ ≤
⎪

≠ −⎩

  ⇔   – 7
2  ≤  x ≤  1  και  x ≠ –3. 

Άρα  Df = [– 7
2 ,–3)∪ (–3,1], επομένως έχει έννοια το όριο  

3
lim
x→−

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  f (x) = 1 2 7 6
3

x x x
x

− + + − −
+

 = 1 2 2 7 1 6 3
3

x x x
x

− − + + − − − +
+

 

= 1 2
3

x
x
− −
+

 + 2 7 1
3

x
x
+ −
+

 – 6 3
3

x
x
− −
+

 = ( 1 2)( 1 2)
( 3)( 1 2)

x x
x x
− − − +
+ − +

 + ( 2 7 1)( 2 7 1)
( 3)( 2 7 1)
x x
x x
+ − + +
+ + +

 – 

( 6 3)( 6 3)
( 3)( 6 3)

x x
x x
− − − +
+ − +

 = 
( )2 21 2

( 3)( 1 2)

x

x x

− −

+ − +
 + 

( )2 22 7 1

( 3)( 2 7 1)

x

x x

+ −

+ + +
 – 

( )2 26 3

( 3)( 6 3)

x

x x

− −

+ − +
 = 

= 1 4
( 3)( 1 2)

x
x x

− −
+ − +

 + 2 7 1
( 3)( 2 7 1)

x
x x

+ −
+ + +

 – 6 9
( 3)( 6 3)

x
x x

− −
+ − +

 = ( 3)
( 3)( 1 2)

x
x x

− +
+ − +

 + 

2( 3)
( 3)( 2 7 1)

x
x x

+
+ + +

 – ( 3)
( 3)( 6 3)

x
x x

− +
+ − +

 = – 1
1 2x− +

 + 2
2 7 1x+ +

 + 1
6 3x− +

. 

Άρα  
3

lim
x→−

f (x) = 
3

lim
x→−

(– 1
1 2x− +

 + 2
2 7 1x+ +

 + 1
6 3x− +

) = –
3

lim
x→−

1
1 2x− +

 + 

3
lim
x→−

2
2 7 1x+ +

 + 
3

lim
x→−

1
6 3x− +

 = – 1
4  + 1 + 1

6  = – 3
12  + 12

12  + 2
12  = 11

12 . 

Προσθέτουμε και αφαι-
ρούμε στον αριθμητή το 3, 
ώστε μετά τη διάσπαση 
του κλάσματος, σε καθένα 
να εμφανίζεται απροσδιό-
ριστη μορφή 0

0  
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γ)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
3 2

3
4

4 2
x x

x
− −

−
. Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  

 
3

4 0

4 2 0

x

x

≥⎧⎪
⎨

− ≠⎪⎩
  ⇔   

3

0

4 2

x

x

≥⎧⎪
⎨

≠⎪⎩
  ⇔   

0
4 8
x
x
≥⎧

⎨ ≠⎩
  ⇔   

0
2

x
x
≥⎧

⎨ ≠⎩
. 

Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = [0,2)∪ (2,+∞ ) , επομένως έχει έννοια το όριο  
2

lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  

f (x) = 
3 2

3
4

4 2
x x

x
− −

−
 = 

2 2 23 3

2 23 3 3

( 2)( 2)[( 4 ) 4 2 2 ]
( 4 2)[( 4 ) 4 2 2 ]

x x x x x
x x x

− + + + ⋅ +
− + ⋅ +

  

= 
2 23 3

3 33

( 2)( 2)[( 4 ) 2 4 4]
( 4 ) 2

x x x x x
x

− + + + ⋅ +
−

 = 
2 23 3( 2)( 2)[( 4 ) 2 4 4]

4 8
x x x x x

x
− + + + ⋅ +

−
  

= 
2 23 3( 2)( 2)[( 4 ) 2 4 4]

4( 2)
x x x x x

x
− + + + ⋅ +

−
 = 

2 23 3( 2)[( 4 ) 2 4 4]
4

x x x x+ + + ⋅ + . 

Άρα  
2

lim
x→

f (x) = 
2

lim
x→

2 23 3( 2)[( 4 ) 2 4 4]
4

x x x x+ + + ⋅ +  = 
2 23 3(2 2 2)[( 4 2) 2 4 2 4]

4
+ + ⋅ + ⋅ ⋅ +  

= 8 (4 4 4)
4

⋅ + +  = 24. 

 
 

4.14.  i) Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
x x
x x

2

2

3 + 9
5 +6

− −
−

. Να βρεθεί, αν υπάρχει, το όριο   
→3

lim
x

f (x). 

ii) Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο   
→-1

lim
x

x x x
x x

3

2

3 4 + 1
+ 2

− − −

−
. 

Λύση: 
i)  Η συνάρτηση  f  ορίζεται, αν και μόνο αν   x2 – 5x + 6 ≠ 0  ⇔   x ≠ 2  και  x ≠ 3. 
Άρα  Df = –{2,3} = (–∞ ,2)∪ (2,3)∪ (3,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο  

3
lim
x→

f (x). 

• Αν  x∈ (2,3)  τότε  f (x) = 
2

2
3 9

5 6
x x
x x

− + + −
− +

 = 
2

2
6

5 6
x x
x x

− −
− +

 = ( 2)( 3)
( 2)( 3)
x x
x x
+ −
− −

 = 2
2

x
x
+
−

 

• Αν  x∈ (3,4)  τότε  f (x) = 
2

2
3 9

5 6
x x
x x
− + −
− +

 = 
2

2
12

5 6
x x
x x
+ −
− +

 = ( 3)( 4)
( 2)( 3)
x x
x x
− +
− −

 = 4
2

x
x
+
−

. 

Οπότε, 
3

lim
x −→

f (x) = 
3

lim
x −→

2
2

x
x
+
−

 = 3 2
3 2
+
−

 = 5  και   
3

lim
x +→

f (x) = 
3

lim
x +→

4
2

x
x
+
−

 = 3 4
3 2
+
−

 = 7. 

Άρα δεν υπάρχει το  
3

lim
x→

f (x). 

ii)  Έστω  g(x) = 
3

2

3 4 1
2

x x x
x x
− − + −

− −
. Η συνάρτηση  g  ορίζεται, όταν και μόνο όταν   

x2–x–2 ≠ 0  ⇔   x ≠ –1  και  x ≠ 2. 
Άρα  Dg = (–∞ ,–1)∪ (–1,2)∪ (2,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο  

1
lim
x→−

g(x). 

Επειδή  
1

lim
x→−

(x3–3x–4) = (–1)3 – 3(–1) – 4 = –1 + 3 – 4 = –2 < 0 , θα υπάρχουν πραγματικοί  

α, β  ώστε  x3–3x–4 < 0 , για κάθε  x∈ (α,–1)∪ (–1, β)  και   

g(x) = 
3

2
3 4 1

2
x x x

x x
− + + + −

− −
 = 

3

2
4 3

2
x x
x x

− + +
− −

 = 
2( 1)( 3)

( 1)( 2)
x x x

x x
+ − + +

+ −
  

       = 
2 3

2
x x

x
− + +

−
. 

1 –1 0 –4 2 
 2 2 4  
1 1 2 0  

–1 0 4 3 –1 
 1 –1 –3  

–1 1 3 0  
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1
lim
x→−

g(x) = 
1

lim
x→−

2 3
2

x x
x

− + +
−

 = 
2( 1) ( 1) 3
1 2

− − + − +
− −

 = 1 1 3
3

− − +
−

 = 1
3−  = – 1

3 . 

 
 

4.15.  Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει  
→1

lim
x

f (x) = 2  και  f (x) ≠ 2  ,  f (x) ≠ –2  

κοντά στο  1. Να υπολογίσετε τo όριo:     
→1

lim
x

f x f x
f x

22 ( ) 5 ( ) 2
( ) 2
− −

−
. 

Λύση: 

Έστω  g(x) = 
22 ( ) 5 ( ) 2

( ) 2
f x f x

f x
− −

−
  η οποία είναι ορισμένη κοντά στο  1. 

Επειδή  
1

lim
x→

f (x) = 2 > 0  τότε κοντά στο  1  θα είναι  f (x) > 0  και επειδή  
1

lim
x→

(2f 2(x) – 5f (x)) 

= 2.22 – 5.2 = 8 – 10 = –2 < 0  τότε κοντά στο  1  θα είναι  2f 2(x) – 5f (x) < 0 

Επομένως, g(x) = 
22 ( ) 5 ( ) 2

( ) 2
f x f x

f x
− + −

−
 = – ( ( ) 2)(2 ( ) 1)

( ) 2
f x f x

f x
− −

−
 = – (2f (x) – 1) = –2f (x) + 1. 

Άρα  
1

lim
x→

g(x) = 
1

lim
x→

[–2f (x) + 1] = –2.2 + 1 = –4 + 1 = –3. 

 
 
 

Υπολογισμού ενός ορίου όταν δίνεται ένα άλλο ή περισσό-
τερα όρια. 

  

 Ονομάζουμε τις συναρτήσεις των οποίων δίνονται τα όρια. Μετά λύνουμε τις ισότητες 
ως προς τις συναρτήσεις που υπάρχουν στο ζητούμενο όριο. Κατασκευάζουμε τη συ-
νάρτηση της οποίας ζητούμε το όριο, απλοποιούμε τον τύπο της ώστε να μην εμφανίζε-
ται απροσδιόριστη μορφή. Τέλος βρίσκουμε το όριό της. 

 
4.16. Αν για τη συνάρτηση  f : →  δίνεται ότι  

→−1
lim
x

[2f (x) – x2 + 2
4

+1
x

x
 + 5] = 6, να βρεθεί 

το  
→−1

lim
x

f (x). 
Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = 2f (x) – x2 + 2
4

1
x

x +
 + 5 ,  x∈ .  Τότε  

1
lim
x→−

g(x) = 6. 

Για κάθε  x∈  έχουμε  g(x) = 2f (x) – x2 + 2
4

1
x

x +
 + 5 ⇔   g(x) + x2 – 2

4
1

x
x +

 – 5 = 2f (x)  

⇔  f (x) = 1
2 ⋅g(x) + 

2

2
x  – 2

2
1

x
x +

 – 5
2 . 

Άρα  
1

lim
x→−

f (x) = 
1

lim
x→−

( 1
2 ⋅g(x) + 

2

2
x  – 2

2
1

x
x +

 – 5
2 ) = 1

2 ⋅ 1
lim
x→−

g(x) + 
1

lim
x→−

2

2
x  – 

1
lim
x→− 2

2
1

x
x +

 – 5
2  

    = 1
2 ⋅6 + 1

2  – 2
1 1
−
+

 – 5
2  = 3 + 1

2  + 1 – 5
2  = 4 – 2 = 2. 

 
 

4.17. Για μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο  γνωρίζουμε ότι  
→

lim
x α

[8f (x) – f 2(x)] = 16. 

Να βρεθεί το  
→

lim
x α

f (x). 
Λύση: 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = 8f (x) – f 2(x) ,  x∈ .  Τότε  lim

x α→
g(x) = 16. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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Για κάθε  x∈  έχουμε  g(x) = 8f (x) – f 2(x) ⇔   f 2(x) – 8f (x) = –g(x)  
⇔  f 2(x) – 8f (x) + 16 = 16 – g(x) ⇔  [f (x) – 4]2 = 16 – g(x). 
Άρα  lim

x α→
[f (x) – 4]2 = lim

x α→
[16 – g(x)] = 16 – lim

x α→
g(x) = 16 – 16 = 0. 

lim
x α→

[ ]2( ) 4f x −  = 0 ⇒  lim
x α→

( ) 4f x −  = 0 ⇒  lim
x α→

[f (x) – 4] = 0 ⇒  lim
x α→

f (x) = 4. 

 
 

4.18. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες στο  . Δίνονται τα όρια: 

               
→2

lim
x

f x
x2

( )
4−

 = 3        και        
→2

lim
x

[g(x)(x3–2x–4)] = 5. 

Να βρεθεί το όριο   
→2

lim
x

[f (x).g(x)]. 
Λύση: 

Έστω  h(x) = 2
( )

4
f x

x −
  με  x∈ –{–2,2}   και    

2
lim
x→

h(x) = 3. 

Είναι  h(x) = 2
( )

4
f x

x −
  ⇔   f (x) = (x2–4).h(x) = (x–2)(x+2).h(x). 

Έστω  φ(x) = g(x).(x3–2x–4)  με  x∈    και    
2

lim
x→

φ(x) = 5. 

x3–2x–4 = 0  ⇔   (x–2)(x2+2x+2) = 0  ⇔   x–2 = 0  ή  x2+2x+2 = 0  
⇔   x = 2. 

Είναι  φ(x) = g(x).(x3–2x–4)  ⇔   g(x) = 3
( )
2 4
φ x

x x− −
 = 

2
( )

( 2)( 2 2)
φ x

x x x− + +
  με  x∈ –{2}. 

Για  x∈ (1,2)∪ (2,3)  έχουμε:  f (x).g(x) = (x–2)(x+2).h(x) 2
( )

( 2)( 2 2)
φ x

x x x
⋅

− + +
 = 2

( 2) ( )
2 2

x h(x) φ x
x x
+ ⋅ ⋅

+ +
 

Άρα  
2

lim
x→

[f (x).g(x)] = 
2

lim
x→ 2

( 2) ( )
2 2

x h(x) φ x
x x
+ ⋅ ⋅

+ +
 = 2 2 2

2

2

lim( 2) lim ( ) lim ( )

lim( 2 2)
x x x

x

x h x φ x

x x
→ → →

→

+ ⋅ ⋅

+ +
 = 4 3 5

10
⋅ ⋅  = 6. 

 
 

4.19.  Αν  
→x 1

lim
−

3 2

+1
x +αx +β

x  = 5 ,  να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α, β. 

Λύση: 

Έστω  f (x) = 
3 2

1
x +αx β

x
+

+
  με  x ≠ –1  και  

1
lim
x→−

f (x) = 5. 

Για  x ≠ –1  είναι  f (x) = 
3 2

1
x +αx β

x
+

+
  ⇔   x3+αx2+β = (x+1).f (x). 

Έχουμε  
1

lim
x→−

(x3+αx2+β) = 
1

lim
x→−

[(x+1).f (x)]  ⇔   
1

lim
x→−

(x3+αx2+β) = 
1

lim
x→−

(x+1).
1

lim
x→−

f (x) 

⇔   (–1)3 + α.(–1)2 + β = (–1+1).5  ⇔   –1 + α + β = 0  ⇔   β = 1 – α  (1). 

Άρα  f (x) = 
3 2

1
x +αx β

x
+

+
 

(1)

=  
3 2 1

1
x +αx α

x
+ −

+
 = 

3 2( 1) ( 1)
1

x α x
x

+ + −
+

 = 
2( 1)( 1) ( 1)( 1)

1
x x x α x x

x
+ − + + + −

+
  

                = 
2( 1)[( 1) ( 1)]

1
x x x α x

x
+ − + + −

+
 = x2 – x + 1 + α(x–1). 

Είναι  
1

lim
x→−

f (x) = 5  ⇔   
1

lim
x→−

[x2 – x + 1 + α(x–1)] = 5  ⇔   (–1)2 – (–1) +1+α(–1–1) = 5  ⇔  

       ⇔   1 + 1 + 1 – 2α = 5  ⇔   –2α = 2  ⇔   α = –1  και  από την  (1)  είναι  β = 1 – (–1) = 2. 

1 0 –2 –4 2 
 2 4 4  
1 2 2 0  
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Υπολογισμού ορίου συνάρτησης για την οποία δίνεται μία 
ανισοτική σχέση. 

  

 Όταν δίνεται μια ανισοτική σχέση στην οποία υπάρχει μία τουλάχιστον άγνωστη συ-
νάρτηση τότε χρησιμοποιούμε το κριτήριο παρεμβολής. 
Πολλές φορές χρειάζεται πρώτα να μετασχηματίσουμε κατάλληλα τη σχέση και μετά 

να εφαρμόσουμε το κριτήριο. Αν πρόκειται να διαιρέσουμε τα μέλη της σχέσης με μία 
ποσότητα πρέπει να προσέξουμε το πρόσημό της γιατί θα χρειαστεί να πάρουμε πλευρι-
κά όρια. 
Σε μερικές περιπτώσεις δεν δίνεται ανισοτική σχέση, αλλά μπορούμε να δημιουργή-

σουμε χρησιμοποιώντας π.χ. ιδιότητες των απολύτων τιμών. 
 

4.20. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
                            x(x2–2f (x)) ≤  f 2(x) ≤  x3 + x(x–2f (x))   για κάθε  x∈ . 
Να υπολογίσετε το όριο   

→0
lim
x

f(x). 
Λύση: 
Για κάθε  x∈   έχουμε:  x(x2–2f (x) ≤  f 2(x) ≤  x3 + x(x–2f (x))         ⇔  
                                        x3 – 2x.f (x) ≤  f 2(x) ≤  x3 + x2 – 2x.f (x)       ⇔  
                                              x3 ≤  f 2(x) + 2x.f (x) ≤  x3 + x2               ⇔  
                                       x3 + x2 ≤  f 2(x) + 2x.f (x) + x2 ≤  x3 + 2x2      ⇔  
                                        x3 + x2 ≤  [f (x) + x]2 ≤  x3 + 2x2 . 
Είναι  

0
lim
x→

(x3 + x2) = 0  και  
0

lim
x→

(x3 + 2x2) = 0   

Επομένως σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής θα είναι   

0
lim
x→

[f (x) + x]2 = 0  ⇔   
0

lim
x→

[ ]2( )f x x+  = 0  ⇔   
0

lim
x→

( )f x x+  = 0  ⇔   
0

lim
x→

[f (x) + x] = 0 

Έστω  g(x) = f (x) + x ,  με  x∈ .  Τότε  f (x) = g(x) – x  και  
0

lim
x→

g(x) = 0. 

Άρα  
0

lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→

[g(x) – x] = 
0

lim
x→

g(x) – 
0

lim
x→

x = 0 – 0 = 0. 

 
 

4.21.  Για μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο    δίνεται ότι   
                                            

→x 1
lim f x f x f x3 2[ ( ) 4 ( )+6 ( ) 4]− −  = 0. 

Να αποδείξετε ότι:    
→x 1

lim f (x) = 2. 
Λύση: 

        Είναι  
1

lim
x→

f (x) = 2  ⇔   
1

lim
x→

[f (x) – 2] = 0. 

    Για κάθε  x∈   έχουμε:  f 3(x) – 4f 2 (x) + 6f (x) – 4  
                                         = f 3(x) – 2f 2(x) – 2f 2(x) + 4f (x) + 2f (x) – 4  
                                 = f 2(x).[f (x) – 2] – 2f (x).[f (x) – 2] + 2[f (x) – 2]  
                                 = [f (x) – 2].[f 2(x) – 2f (x) +2]. 
Είναι  f 2(x) – 2f (x) + 2 = f 2(x) – 2f (x) + 1 + 1 = [f (x) – 1]2 + 1 ≥  1 
      Άρα  ( ) 2f x −  ≤  2( ) 2 ( ) 2 ( ) 2f x f x f x− ⋅ − +   

                                 = 3 2( ) 4 ( ) 6 ( ) 4f x f x f x− + − . 

Η δημιουργία της διαφο-
ράς  f (x) – 2, μας οδηγεί 
στην σκέψη να παραγο-
ντοποιήσουμε την παρά-
σταση της οποίας έχει 
δοθεί το όριο, με σκοπό 
να εμφανίσουμε έναν 
παράγοντα την παραπά-
νω διαφορά. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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Οπότε   – 3 2( ) 4 ( ) 6 ( ) 4f x f x f x− + −  ≤  f (x) – 2 ≤  3 2( ) 4 ( ) 6 ( ) 4f x f x f x− + −  ,  

και  
1

lim
x→

3 2( ) 4 ( ) 6 ( ) 4f x f x f x− + −  = 0  = 0.    Επομένως,  
1

lim
x→

[f (x) – 2] = 0. 

 
 

 
 

Υπολογισμού ορίου μιας συνάρτησης όταν έχει δοθεί κά-
ποια συναρτησιακή σχέση. 

  

 Όταν δίνεται η ύπαρξη του ορίου σε κάποιο σημείο  α, υπολογίζουμε πρώτα το  
lim
x α→

f (x). Για την εύρεσή του χρειάζεται να αντικαταστήσουμε τα  x, y  με κατάλληλες 

τιμές στη συναρτησιακή σχέση. 
 Αν στη συναρτησιακή σχέση παρουσιάζεται η έκφραση  f (x+y)  τότε υπολογί-

ζουμε το όριο   
0

lim
x x→

f (x) = 
0

lim
h→

f (x0+h). 

Γενικά, αν παρουσιάζεται η έκφραση  f (x+κy) , τότε κάνουμε την αντικατάσταση  
x–x0 = κh  ⇔   x = x0 + κh. Επειδή  x→ x0  τότε  h→ 0. Μετά υπολογίζουμε το 
όριο   

0

lim
x x→

f (x) = 
0

lim
h→

f (x0+κh). 

 Αν παρουσιάζεται το  f (x.y)  τότε θέτουμε  h = 
0

x
x   ⇔   x = x0.h , x0 ≠ 0, οπότε 

όταν το  x→ x0  τότε το  h→ 1. Μετά υπολογίζουμε το όριο   

0

lim
x x→

f (x) = 
1

lim
h→

f (x0
.h). 

 
4.22. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει η σχέση: 

                         f (x+y) = f (x) + f (y) + 2xy – 1  για κάθε  x, y∈ ,  και η γραφική παράσταση 
της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(1,–1). 
Αν είναι  

→0
lim
x

f (x) = f (0)  να υπολογίσετε το όριο   
→

lim
x α

f (x). 
α)  Να υπολογίσετε το  f (0)  και το  f (2). 
β)  Αν  

→0
lim
x

f (x) = f (0)  να υπολογίσετε το όριο   
→2

lim
x

f (x). 

Λύση: 

α)  Για  x = y = 0  έχουμε  f (0+0) = f (0) + f (0) + 2.0.0 – 1 ⇒   f (0) = f (0) + f (0) – 1  ⇒   
 f (0) = 1. 
Η  Cf  διέρχεται από το σημείο  Α(1,–1)  άρα  f (1) = –1. 
Για  x = y = 1  έχουμε  f (1+1) = f (1) + f (1) + 2.1.1 – 1 ⇒   f (2) = 2f (1) + 2 – 1  ⇒   
 f (2) = 2(–1) + 1 ⇒  f (2) = –2 + 1 = –1. 

 
β)  Είναι  

0
lim
x→

f (x) = 
0

lim
h→

f (h) = f (0) = 1. 

Επομένως, 
2

lim
x→

f (x) = 
0

lim
h→

f (2+h) = 
0

lim
h→

[f (2) + f (h) + 2.2.h – 1]  

                                 = f (2) + 
0

lim
h→

f (h) + 4.
0

lim
h→

h – 1 = –1 + 1 + 4.0 – 1 = –1. 

 
 

4.23. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει η σχέση: 
                            f (x+2y) = f (x) – 2f (y) + 2xy   για κάθε  x, y∈ . 
Αν είναι  

→0
lim
x

f (x) = f (0)  να υπολογίσετε το όριο   
→

lim
x α

f (x). 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Λύση: 

Για  x = y = 0  έχουμε  f (0+2.0) = f (0) – 2f (0) + 2.0.0  ⇔   f (0) = – f (0)  ⇔   2f (0) = 0   
⇔   f (0) = 0. Άρα  

0
lim
x→

f (x) = 0. 

Θέτουμε  x–α = 2h  ⇔   x = α + 2h. Επειδή  x→ α  τότε  h→ 0. 
Άρα  lim

x α→
f (x) = 

0
lim
h→

f (α+2h) = 
0

lim
h→

[f (α) – 2f (h) + 2αh] = f (α) – 2
0

lim
h→

f (h) + 2α
0

lim
h→

h  

                       = f (α) – 2.0 + 2α.0 = f (α). 
 
 

4.24.  Έστω συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
                            f (x.y) = συν(πx).f (y) – συν(πy).f (x)    για κάθε  x, y∈ . 
Αν είναι  

→1
lim

x
f (x) = f (1)  να αποδείξετε ότι   

→ 0

lim
x x

f (x) = f (x0). 

Λύση: 

Για  x = y = 1  έχουμε  f (1.1) = συνπ.f (1) – συνπ.f (1)  ⇔   f (1) = – f (1) + f (1)  ⇔   f (1) = 0. 
Άρα  

1
lim
x→

f (x) = f (1) = 0. 

Θέτουμε  h = 
0

x
x   ⇔   x = x0.h. Επειδή  x→ x0  τότε  h→ 1. 

Άρα  
0

lim
x x→

f (x) = 
1

lim
h→

f (x0.h) = 
1

lim
h→

[συν(πx0).f (h) – συν(πh).f (x0)]  

  = συν(πx0).
1

lim
h→

f (h) – 
1

lim
h→

συν(πh).f (x0) = συν(πx0).0 – συνπ.f (x0) = – (–1).f (x0) = f (x0). 

 
 

 
 

Υπολογισμού ορίου συνάρτησης στο τύπο της οποίας πα-
ρουσιάζεται σύνθετη συνάρτηση. 

  

 Όταν θέλουμε να υπολογίσουμε ένα όριο όπως  
0

lim
x x→

f (g(x)) , τότε  

θέτουμε  u = g(x) , βρίσκουμε το  u0 = 
0

lim
x x→

g(x)  και εφ’ όσον  g(x) ≠ u0  κοντά στο  x0 , 

υπολογίζουμε το όριο  
0

lim
x x→

f (g(x)) = 
0

lim
u u→

f (u). 

 
4.25. Να υπολογίσετε το όριο:  

→1
lim

x

3

4 1
x x
x
−
−

. 

Λύση: 

Έστω  f (x) = 
3

4 1
x x
x
−
−

. H  f  ορίζεται όταν και μόνο όταν  4

0
1 0

x
x
≥⎧

⎨ − ≠⎩
 ⇔  4

0
1

x
x
≥⎧

⎨ ≠⎩
 ⇔  

0
1

x
x
≥⎧

⎨ ≠⎩
. 

Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = [0,1)∪ (1,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο  
1

lim
x→

f (x). 

Θέτουμε  u = 12 x  , οπότε  u6 = x  ,  u4 = 3 x  , u3 = 4 x . 
Όταν  x→ 1  το  u→ 1  και  u = 12 x ≠ 1  κοντά στο  x0 = 1. 

Είναι  
1

lim
x→

3

4 1
x x
x
−
−

 = 
1

lim
u→

6 4

3 1
u u
u
−
−

 = 
1

lim
u→

4 2

2
( 1)

( 1)( 1)
u u

u u u
−

− + +
 = 

1
lim
u→

4

2
( 1)( 1)

( 1)( 1)
u u u
u u u

− +
− + +

  

= 
1

lim
u→

4

2
( 1)

1
u u
u u

+
+ +

 = 
4

2
1 (1 1)
1 1 1

+
+ +

 = 2
3 . 

 
 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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4.26.  Να υπολογίσετε το όριο:   
→0

lim
x

2 2

4

1+ημ συν 2x x
x

−
. 

Λύση: 

Έστω  f (x) = 
2 2 2

4

1 ημ συνx x
x

+ − . Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = * , επομένως έχει έν-

νοια το όριο  
0

lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x *∈  είναι:  f (x) = 
2 2 2

4

1 ημ συνx x
x

+ −  = 
( )( )

( )
2 2 2 2 2 2

4 2 2 2

1 ημ συν 1 ημ συν

1 ημ συν

x x x x

x x x

+ − + +

+ +
 

  = 
( )
( )

2
2 2 2 2

4 2 2 2

1 ημ συν

1 ημ συν

x x

x x x

+ −

+ +
 = 

( )
2 2 2 2

4 2 2 2

1 ημ συν

1 ημ συν

x x

x x x

+ −

+ +
 = 

( )
2 2 2 2

4 2 2 2

ημ ημ

1 ημ συν

x x

x x x

+

+ +
 

  = 2. 2 2

4
ημ x

x 2 2 2

1
1 ημ συνx x

⋅
+ +

 = 2.
22

2
ημx

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 2 2 2

1
1 ημ συνx x

⋅
+ +

. 

Θέτουμε  u = x2 , οπότε όταν  x→ 0  το  u→ 0  και  u = x2 ≠ 0  κοντά στο  x0 = 0. 

Είναι  
0

lim
x→

22

2
ημx

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
0

lim
u→

2ημu
u

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 12 = 1  και  
0

lim
x→ 2 2 2

1
1 ημ συνx x

⋅
+ +

 = 1
1 0 1+ +

 = 1
2 . 

Άρα  
0

lim
x→

f (x) = 2.
0

lim
x→

22

2
ημx

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 0

lim
x→
⋅

2 2 2

1
1 ημ συνx x+ +

 = 2.1 1
2⋅  = 1. 

 
 

4.27.  Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    για την οποία δίνεται ότι  
→0

lim
x

( )f x
x  = 3. 

Να υπολογίσετε, αν υπάρχει, το όριο  
→0

lim
x

(ημ )f x
x . 

Λύση: 

Για κάθε  x∈ (–π,0)∪ (0, π)  είναι   (ημ )f x
x  = (ημ ) ημ

ημ
f x x

x x⋅ . 

Θέτουμε  u = ημx. Όταν  x→ 0  τότε  u→ ημ0 = 0 , άρα  
0

lim
x→

(ημ )
ημ

f x
x

 = 
0

lim
u→

( )f u
u  = 3. 

Άρα  
0

lim
x→

(ημ )f x
x  = 

0
lim
x→

(ημ ) ημ
ημ

f x x
x x

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
0

lim
x→

(ημ )
ημ

f x
x

.
0

lim
x→

ημx
x  = 3.1 = 3. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

4.28. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 4 x−  + 2 3 2 5 4x x− + .  Να βρεθούν τα όρια:   
i) 

4
lim
x→

f (x)                                                                ii) 
1

lim
x→

f (x)  

 
4.29. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
1

lim
x→−

2

3
2 3 5

1
x x

x
− −
+

                            β) 
2

lim
x→

2

2
2 5 2

5 6
x x
x x

− +
− +

                            γ) 
1

lim
x→−

3

2
7 6

1
x x

x
− −
−
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δ) 
1

lim
x→

4

2
3 2 1
4 5
x x
x x
− −
+ −

                             ε) 
1
2

lim
x→

3

2
8 1

2 7 4
x

x x
−

+ −
                           στ) 

1
2

lim
x→

2

4
2 1
4 1

x
x
−
−

 

[Απ.α)- 7
3
 β)-3 γ)2 δ) 10

9
 ε) 2

3
 στ) 1

2
] 

 
4.30. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
4

lim
x→ 2

1 1
4 7 12x x x

⎛ ⎞−⎜ ⎟− − +⎝ ⎠
               β) 

2
lim
x→ 3

12 1
28 xx

⎛ ⎞−⎜ ⎟−−⎝ ⎠
               γ) 

3
lim
x→ 1

lim
x→ 2 3

2 3
1 1x x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

 

[Απ.α)1 β)- 1
2
 γ) 1

2
] 

 
4.31. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
2

lim
x→

3 1
7 3
x

x
− −
+ −

                       β) lim
x α→

x x α α
x α
−
−

 ,  α > 0                       γ) 
2

lim
x→− 2

5 2 3
2 3 4

x
x x

− −
+ +

  

[Απ.α)-3 β) 3 α
2

 γ)- 2
3
 δ) 5

32
] 

 
4.32. Να βρεθούν τα επόμενα όρια:  

α) 
3

lim
x→

41 3 7
3

x x
x

+ − +
−

                      β) 
1

lim
x→

3

2
1
1

x
x

−
−

                      γ) 
2

lim
πx→

3

2

ημ ημ
συν
x x

x
−  

[Απ.α) 5
32

 β) 1
6
 γ)- 1

3
] 

 
4.33. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α)
2

lim
x +→

2 4 2
2

x x
x

− + −
−

                       β)
1

lim
x +→

2 1 1
1

x x
x

− + −
−

                       γ)
2

lim
x +→

2 4 2
2

x x
x

− + −
−

 

[Απ.α)3 β) 2  γ)2] 

 

4.34. Έστω η συνάρτηση    f (x) =
2

1 1 αν 1 0

3 αν 0

x x x
x

βx αx x
x

⎧ + − − − ≤ <⎪⎪
⎨

−⎪ >⎪⎩

.  Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός  

α  ώστε να υπάρχει το  
0

lim
x→

f (x). 

[Απ.α=- 1
3
] 

 

4.35. Έστω f (x) = 
3 2 αν 1

1
5 αν 1

2 2 αν 1
1

αx α β x
x

x
αx β α βx x

x

⎧ − + + <⎪ −⎪⎪ =⎨
⎪ − − +⎪ >
⎪ −⎩

.  Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α  και  β  αν 

υπάρχει το  
1

lim
x→

f (x)  και η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο  4. 
[Απ.α=3, β=-1] 

 
4.36. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
0

lim
x→

2

2

3
3

x x
x x
+
−

                                  β) 
2

lim
x→

2 4 3 1
2

x x
x

− + −
−

                         γ)
2

lim
x +→−

2

2

2 2

4

x x x

x

+ + +

−
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δ)
3

lim
x +→

2 2 3

3

x x x x

x

− + − −

−
   

[Απ.α)-1 β)0 γ)- 3
4
 δ)0] 

 

4.37. Να αποδείξετε ότι    
1

lim
x→

4 3 21

1

x x x

x

− − −

−
= – 6. 

 

4.38. Να βρεθούν τα επόμενα όρια:    α) 
1

lim
x→

3 2
1

x x
x
+ −
−

                                  β) 
1

lim
x→

3 7 3
1

x x
x

+ − +
−

 

[Απ.α) 5
6
 β)- 1

6
] 

 

4.39. Να βρεθούν τα επόμενα όρια:   α) 
1

lim
x→

2

2 3 1
x x
x x
−
− +

                              β) 
1

lim
x→

2 5 4
3 2

x x
x x x x

− +
− +

 

[Απ.α) 1
2
 β)6] 

 
4.40. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
0

lim
x→

ημ
3

x
x                                                                  β) 

0
lim
x→

ημ( ) ημ( )x α x α
x

+ + −  

γ) 
0

lim
x→

2

2
1 συν x

x
−                                                           δ) 

0
lim
x→

1+ημ 1 ημx x
x
− −  

[Απ.α) 1
3
 β)2συνα β) γ)1 δ)1] 

 

4.41. Να βρεθούν τα επόμενα όρια:   i)
0

lim
x→ 2

2 1+συν
ημ

x
x

−                           ii)
0

lim
x→

1+ημ συν
εφ
x x

x
−  

[Απ.i) 2
8

 ii) 1
2
] 

 

4.42. Να βρεθούν τα επόμενα όρια:    α) 
0

lim
x→

συν2 ημ 1x x
x
+ −                         β) 

0
lim
x→ 2

1 ημ συν2
ημ

x x x
x

+ ⋅ −  

[Απ.α)1 β)3] 

 
4.43. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν τα επόμενα όρια: 

α) 
0

lim
x→

x
x

                                         β) 
0

lim
x→

ημx
x

                                         γ) 
0

lim
x→

εφx
x

 

δ) 
0

lim
x→

ημ x
x

                                    ε) 
0

lim
x→

εφ x
x

 

 
4.44. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: 

α) 
0

lim
x→

ημ ημ2 ... ημ( )x x νx
x

+ + +                                                β) 
0

lim
x→ 2

ημ ημ21
2

x x
x xx

⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

[Απ.α) ν(ν+1)
2

 β) 1
2
] 

 

4.45. Να βρείτε το θετικό ακέραιο  ν  ώστε:   i) 
0

lim
x→

ημ ημ2 ... ημ( )x x νx
x

+ + +  = 36  

                                                                 ii) 
0

lim
x→

ημ ημ2 ... ημ( )x x νx
x

⋅ ⋅ ⋅
ν  = 120 

[Απ.i)8 ii)5] 
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4.46. Να βρείτε ένα κατάλληλο ζεύγος συναρτήσεων  f, g  για τις οποίες να ισχύει: 

α)  
0

lim
x→

f (x) = 0 ,     
0

lim
x→

g(x) = 0     και       
0

lim
x→

( )
( )

f x
g x

 = 3. 

β)  
2

lim
x→

f (x) = 0 ,  
2

lim
x→

g(x) = 0   και   
2

lim
x→

( )
( )

f x
g x

 = 2 . 

 
4.47. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη στο  , για την οποία ισχύει ότι   

1
lim
x→

[x.f (x) – x2 + 5x – 3] = 8.  Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο  
1

lim
x→

f (x). 
[Απ.7] 

 
4.48. Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες κοντά στο  2. Αν δίνεται ότι το   

2
lim
x→

[5f (x) + 2g(x)] = –4  και το  
2

lim
x→

 [3g(x) – 4f (x)] = 17, να υπολογίσετε τα όρια  
2

lim
x→

f (x)  και  

2
lim
x→

g(x). 
[Απ.-2, 3] 

 
4.49. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη στο , για την οποία ισχύει ότι γνωρίζουμε ότι   

5
lim
x→

[2f (x) + f 2(x)] = –1. Να βρεθεί το  
5

lim
x→

f (x). 
[Απ.-1] 

 

4.50. Αν  
0

lim
x→

( )f x
x

 = l∈ , να αποδείξετε ότι  
0

lim
x→

f (x) = 0. 

 
4.51. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες στο  (–4, –2)∪ (–2,0), για τις οποίες ισχύουν τα 

επόμενα:  
2

lim
x→− 2

( )
4

f x
x −

 = 1
8   και 

2
lim
x→−

[g(x).(x3+8)] = – 6. Να βρείτε το όριο  
2

lim
x→−

[f (x) g(x)] 

[Απ. 1
4
] 

 

4.52. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη στο    και είναι  
1

lim
x→

( ) 1
1

f x
x

−
−

 = 7
2

. Να βρείτε το όριο  

1
lim
x→

( ) 1
1

x f x
x
⋅ −
−

. 
[Απ.4] 

 
4.53. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    για την οποία ισχύει ότι   

         
0

lim
x→

[( 3 1x+ –1).f (x)] = 6.  Να υπολογίσετε το όριο  
0

lim
x→

[f (x).ημx]. 
[Απ.4] 

 

4.54. Μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο    και είναι  
2

lim
x→

( ) 1
2

f x
x

−
−

 = 7
2

. Να βρείτε το όριο  

2
lim
x→

( ) 2
2

ν νx f x
x

⋅ −
−

, όπου  ν *∈ . 
[Απ.(ν+7)2ν-1] 

 

4.55. Να βρείτε τις τιμές των  α, β  ώστε  
1

lim
x→−

3

2 1
x αx β

x
+ +

−
 = 0. 

[Απ.α=-3, β=-2] 
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4.56. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ώστε   
4

lim
x→ 2

3 5 3
5 4

α x β x
x x
+ + − −

− +
 = 7. 

[Απ.α=3, β=-18] 

 

4.57. Να προσδιορίσετε τις τιμές των  α, β  και  γ, ώστε η συνάρτηση  f (x) = 

2

2

3 αν 3
3

αν 3
3

x αx x
x
βx γ x
x x

⎧ + + <⎪⎪ −
⎨ +⎪ >
⎪ −⎩

,  

να έχει όριο πραγματικό αριθμό, όταν το  x  τείνει στο  3.  Μετά να υπολογίσετε το όριο αυτό. 
[Απ.α=-4, β=6, γ=-18 , 

3
lim
x→

f(x)=2] 

 
4.58. Να αποδείξετε ότι καθένα από τα ακόλουθα όρια είναι 0 

i)  
0

lim
x→

(ημx.ημ( 1
x

))                            ii) 
0

lim
x→

2 1ημ( )

ημ

x x
x

⋅
                           iii) 

1
lim
x→−

[(x+1).ημ(
1

π
x+

)] 

iv) 
0

lim
x→

2 1 1 1συν( )x
x x

⎛ ⎞+ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

                              v) 
3

lim
x→

3 23 9 27 1συν( )
33

x x x
xx

⎛ ⎞− − + ⋅⎜ ⎟−−⎝ ⎠
 

 

4.59. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 

2

3 2

1ημ συν αν 0

1 αν 0

1 1 αν 0

x
x x

x
x

x x x
x

⎧
⋅ <⎪

⎪⎪ =⎨
⎪

− + −⎪ >⎪⎩

.  Να βρείτε, αν υπάρχει, το   
0

lim
x→

f (x). 

[Απ.0] 

 

4.60. Έστω συνάρτηση  f  για την οποία έχει την ιδιότητα:   1 1( ) ημ
xf x x
+ −−  ≤  2 1συν( )x

x
⋅   , 

 για κάθε  x∈ [–1,0)∪ (0,
2
π ].   Να αποδείξετε ότι  

0
lim
x→

f (x) = 1
2

. 

 
4.61. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση:   

f 2(x) – 2x.ημx ≤  2x.f (x) + ημ2x  ,  για κάθε  x∈ . Να βρείτε το όριο  
0

lim
x→

f (x). 
[Απ.0] 

 
4.62. Μία συνάρτηση  f  ικανοποιεί τη σχέση:  f 2(x) ≤  2x.f (x)  ,  για κάθε  x∈ (–1,1). 
Να αποδείξετε ότι:  

0
lim
x→

f (x) = f (0) = 0. 
[Απ.0] 

 
4.63. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   με   

2
lim
x→

[f 3(x) + 3f 2(x) + f (x) + 3] = 0. 

Να βρεθεί το όριο  
2

lim
x→

f (x). 
[Απ.-3] 

 
4.64. Έστω συνάρτηση  f : →   η οποία επαληθεύει τη σχέση:   f 3(x).ημx ≤  x3 ,  για κάθε  x∈ . 
Αν  

0
lim
x→

f (x) = l∈ , να αποδείξετε ότι  l = 0. 
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4.65. Έστω συνάρτηση  f : →   η οποία έχει την ιδιότητα: 
             f (x + y) = f (x).συν2y + f (y).συν2x ,  για κάθε  x, y∈ . 

Αν  
0

lim
x→

( )f x
x

 = 1, να αποδείξετε ότι για κάθε  α∈   είναι  lim
x α→

( ) ( )f x f α
x α
−
−

 = συν2α. 

 
4.66. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία δίνεται ότι: 

             f (x.y) = x.f (y) + y.f (x) ,  για κάθε  x, y∈ . 
Αν  

1
lim
x→

f (x) = f (1) , να αποδείξετε ότι  
0

lim
x x→

f (x) = f (x0). 

 
4.67. Να βρείτε τα επόμενα όρια: 

i) 
0

lim
x→

ημ6
εφ3

x
x

                                                        ii) 
0

lim
x→

ημ( )
ημ( )

αx
βx

,  α, β ≠ 0 

iii) 
0

lim
x→

ημ4
1 1

x
x+ −

                                                 iv) 
0

lim
x→

ημ5 ημ3x x
x
−  

[Απ.i)2 ii) α
β
 β) iii)8 iv)2] 

 

4.68. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια:   i) 
0

lim
x→

2ημ
ημ2

x
x

                                ii) 
0

lim
x→

εφ(ημ )
ημ(εφ )

x
x

 

[Απ.i)0 ii)1] 

 
4.69. Να βρείτε τα επόμενα όρια: 

i) 
0

lim
x→

συν
2ημx

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                              ii) 
0

lim
x→

ημ(ημ )αx
x , α ≠ 0                         iii) 

0
lim
x→ 2

ημ(1 συν )x
x
−   

[Απ.i)1 ii)α β) iii)1] 

 
4.70. Μια συνάρτηση  f  ικανοποιεί τη σχέση: 

     2 ( ) ημ3x f x x x⋅ − ⋅  ≤  x4 ( )1ημ x⋅   για κάθε  x *∈ . Να αποδείξετε ότι: 

α) ημ3x
x

 – x2 ( )ημ 1
x⋅  ≤  f (x) ≤  ημ3x

x
 + x2 ( )ημ 1

x⋅  ,  για κάθε  x *∈ . 

β) Αν η  f  είναι συνεχής στο  , να βρείτε την τιμή της συνάρτησης στο σημείο  x = 0. 
[Απ.β)f(0)=3] 

 
4.71. Μια συνάρτηση  f  επαληθεύει την ισότητα  f 3(x) + 2x.f 2(x) = 2x2.f (x) – x2.ημ3x , για κάθε  

x∈ . Αν είναι γνωστό ότι  
0

lim
x→

( )f x
x  = l∈ , τότε: 

i)  Να βρείτε το  l. 
ii)  Να βρείτε το όριο  

0
lim
x→

f (x). 
[Απ.i)-3 ii)0] 

 

4.72. Να αποδείξετε ότι  
0

lim
x→

19 3 4
1 9

x x

x

−

−
+ −
−

 = – 1
2 . 

 

4.73. Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο    
0

lim
x→

ημ(ημ )x
x . 

[Απ.Δεν υπάρχει] 

 
4.74. i) Αν μία συνάρτηση  f  είναι άρτια και  lim

x α→
f (x) = l∈ , τότε  lim

x α→−
f (x) = l. 
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ii) Αν μία συνάρτηση  f  είναι περιττή και  lim
x α→

f (x) = l∈ , τότε  lim
x α→−

f (x) = –l. 

 
4.75. Έστω  f, g : →  με  f (x) ≤  0 ≤  g(x)  για κάθε  x∈ . Αν  lim

x α→
[f (x) – g(x)] = 0, να απο-

δείξετε ότι: lim
x α→

f (x) = lim
x α→

g(x) = 0. 

 
4.76. Θεωρούμε μια περιττή συνάρτηση  f  για την οποία δίνεται ότι   

3
lim
x→

[συν(πx).f (x) – 2x2 – x + 6] = –10.  Να βρείτε τα όρια  
3

lim
x→

f (x)  και  
3

lim
x→−

f (x). 
[Απ.-5,5] 

 
4.77. Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες στο  και επαληθεύουν τη σχέση: 

          f 2(x) + g2(x) ≤  x2  ,  για κάθε  x∈ . 
i)  Να δείξετε ότι  ( )f x ≤ x   και  ( )g x ≤ x ,  για κάθε  x∈ . 
ii) Να βρείτε τα όρια  

0
lim
x→

f (x)  και  
0

lim
x→

g(x). 

 
4.78. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  οι οποίες είναι ορισμένες στο  και ισχύει  

                  lim
x α→

[f (x) + g(x)] = lim
x α→

[f (x).g(x)] = 0. 

Να δείξετε ότι  lim
x α→

f (x) = lim
x α→

g(x) = 0. 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 

4.79. Να αποδείξετε ότι    
1

lim
x→ 3

3 2
1 1x x
⎛ ⎞−⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 = 1
2 . 

 

4.80. Να αποδείξετε ότι:  
0

lim
x→ 2

1 συνν x
x

−  = 2
ν . 

 
4.81. Έστω συνάρτηση  f , για την οποία ισχύει η σχέση: 

         1–x2 ≤  f (x) ≤  1+x2 ,  για κάθε  x∈ .  Να αποδείξετε ότι: 

α) 
0

lim
x→

f (x) = 1                                                 β) 
0

lim
x→

( ) 1f x x
x
− +  = – 1

2 . 

 

4.82. Αν  
0

lim
x x→

( )
( )

f x l
f x l

−
+

 = 0, να αποδείξετε ότι  
0

lim
x x→

f (x) = l. 

 
4.83. Αν για κάθε  x∈   ισχύει:  ημ(αx) + ημ(βx) ≤  ημ(γx) , όπου  α, β, γ  θετικοί πραγματικοί α-
ριθμοί, τότε να αποδείξετε ότι  α + β = γ. 

 
4.84. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός  α  ώστε για κάθε  x∈   να ισχύει:  
α.ημx + ημ2x ≤  ημ3x. 
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______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
4.85. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Αν  
0

lim
x x→

[f (x) + g(x)] = l, τότε οι συναρτήσεις  f, g  έχουν πάντοτε όριο στο  x0. 

II. Αν  lim
x α→

[f (x) – g(x)] = 0, τότε οι συναρτήσεις  f, g  έχουν το ίδιο όριο στο  α. 

III. Αν υπάρχει το  
0

lim
x x→

[f (x).g(x)]  τότε πάντοτε  
0

lim
x x→

[f (x).g(x)] = 
0

lim
x x→

f (x). 
0

lim
x x→

g(x). 

IV. Ισχύει  
0

lim
x→

(x.συν 1
x ) = 

0
lim
x→

x.
0

lim
x→

συν 1
x . 

V. Αν  
0

lim
x x→

f (x) = l, τότε υπάρχει συνάρτηση  φ  με  
0

lim
x x→

φ(x) = 0  και  f (x) = l + φ(x). 

VI. Αν τα όρια  lim
x α→

[f (x)+g(x)], lim
x α→

[f (x)–g(x)]  υπάρχουν και είναι πραγματικοί αριθμοί, τότε υ-

πάρχουν και τα όρια  lim
x α→

f (x) , lim
x α→

g(x). 

VII. Αν  lim
x α→

( )f x = 5  τότε  lim
x α→

f (x) = 5  ή  lim
x α→

f (x) = –5. 

VIII. Ισχύει  lim
x α→

( )f x = 0  ⇔   lim
x α→

f (x) = 0. 

IX. Αν  lim
x α→

f (x) = β, lim
x→β

g(x) = γ  και  f (x) ≠ β  κοντά στο  α, τότε   lim
x α→

g(f (x)) = γ. 

 
4.86. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

I. Για μια συνάρτηση  f  ισχύει η σχέση  f 2(x) < f (x)  με  x∈ (x0–δ, x0)∪ (x0, x0+δ)  και   

0

lim
x x→

f (x) = α. Τότε το  α  ανήκει στο 

Α. (–∞ ,0)               Β. (0,1)               Γ. (1,+∞ )               Δ. [0,1]  
II. Για κάθε  x∈ (α, x0)∪ (x0, β)  οι συναρτήσεις  f , g  ικανοποιούν τη σχέση   

   [f (x) + g(x)]2 ≥  2[f 2(x) + g2(x)].  Αν  
0

lim
x x→

f (x) = l  και  
0

lim
x x→

g(x) = m, τότε 

Α. l > m                     Β. l = m                     Γ. l < m                     Δ. l = 2m  
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ΕΝΟΤΗΤΑ    5 
 
 

 

ΜΗ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ  ΟΡΙΟ  ΣΤΟ  x0∈  
 

 
 
 
 
 

                             
                                                       Σχήμα  1                                                                                            Σχήμα  2    
 Στα παραπάνω σχέδια βλέπουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  f  

η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής  (α, x0)∪ (x0, β). 
 Στο σχήμα 1  παρατηρούμε ότι, καθώς το  x  κινούμενο με οποιονδήποτε 
τρόπο πάνω στον άξονα  x΄x  πλησιάζει τον πραγματικό αριθμό  x0, οι 
τιμές  f(x)  αυξάνονται απεριόριστα και γίνονται μεγαλύτερες από οποι-
ονδήποτε θετικό αριθμό  Μ. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτη-
ση  f  έχει στο  x0  όριο  +∞   και γράφουμε  

0

lim
x x→

f (x) = +∞ . 

 Στο σχήμα 2  παρατηρούμε ότι, καθώς το  x  κινούμενο με οποιονδήποτε 
τρόπο πάνω στον άξονα  x΄x  πλησιάζει τον πραγματικό αριθμό  x0, οι 
τιμές  f (x)  ελαττώνονται απεριόριστα και γίνονται μικρότερες από ο-
ποιονδήποτε αρνητικό αριθμό  –Μ (Μ > 0). Στην περίπτωση αυτή λέμε 
ότι η συνάρτηση  f  έχει στο  x0  όριο  –∞   και γράφουμε   

0

lim
x x→

f (x) = –∞ . 

 
5.1. ΠΡΟΤΑΣΗ: Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής   

(α, x0)∪ (x0, β), τότε ισχύει η ισοδυναμία: 
                  (i)       

0

lim
x x→

f (x) = +∞    ⇔    
0

lim
x x−→

f (x) = 
0

lim
x x+→

f (x) = +∞ . 

                  (ii)       
0

lim
x x→

f (x) = –∞    ⇔    
0

lim
x x−→

f (x) = 
0

lim
x x+→

f (x) = –∞ . 

 
5.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες για το όριο μιας συνάρτησης, το οποίο 

είναι μη πεπερασμένο κοντά στο  x0. 



ΕΝΟΤΗΤΑ  5Η:   ΜΗ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ  ΟΡΙΟ  ΣΤΟ  X0∈                                          129 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = +∞  ,  τότε  f (x) > 0  κοντά στο  x0 , ενώ 

αν  
0

lim
x x→

f (x) = –∞  ,  τότε  f (x) < 0  κοντά στο  x0 . 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = +∞  ,  τότε  
0

lim
x x→

(–f (x)) = –∞  ,  ενώ 

αν  
0

lim
x x→

f (x) = –∞  ,  τότε  
0

lim
x x→

(–f (x)) = +∞  . 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = +∞   ή  –∞  ,  τότε  
0

lim
x x→

1
( )f x  = 0. 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = 0  και  f (x) > 0  κοντά στο  x0 , τότε   

0

lim
x x→

1
( )f x  = +∞  ,  ενώ αν  

0

lim
x x→

f (x) = 0  και  f (x) < 0  κοντά στο  

x0 , τότε  
0

lim
x x→

1
( )f x  = –∞  . 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = +∞   ή  –∞  ,  τότε  
0

lim
x x→

( )f x  = +∞ . 

• Αν  
0

lim
x x→

f (x) = +∞  ,  τότε  
0

lim
x x→

( )κ f x  = +∞ . 

 
5.2.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Από τις προηγούμενες ιδιότητες προκύπτουν τα επόμενα: 

♦ 
0

lim
x→ 2

1
x

 = +∞   και γενικά  
0

lim
x→ 2

1
νx

 = +∞  ,  ν *∈ . 

♦ 
0

lim
x +→

1
x  = +∞   και γενικά  

0
lim
x +→ 2 +1

1
νx

 = +∞  ,  ν∈ . 

0
lim
x −→

1
x  = –∞   και γενικά  

0
lim
x −→ 2 +1

1
νx

 = –∞  ,  ν∈ . 

Επομένως, δεν υπάρχει το όριο της  f (x) = 2 +1
1
νx

 ,  ν∈ . 

 

                                 
 
 

5.3. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Όριο αθροίσματος) 

Για τα όρια αθροίσματος δύο συναρτήσεων όταν το ένα τουλάχιστον 
από αυτά είναι μη πεπερασμένο, ισχύουν τα επόμενα   

Αν στο  x0∈        
το όριο της  f  είναι: α∈  α∈  +∞  –∞  +∞  –∞  
και το όριο της  g  είναι: +∞  –∞  +∞  –∞  –∞  +∞  
Τότε το όριο της  f + g  είναι: +∞  –∞  +∞  –∞  ; ; 
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5.4. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Όριο γινομένου) 

Για τα όρια γινομένου δύο συναρτήσεων όταν το ένα τουλάχιστον 
από αυτά είναι μη πεπερασμένο, ισχύουν τα επόμενα  

Αν στο  x0∈            
το όριο της  f  είναι: α>0 α<0 α>0 α<0 0 0 +∞  +∞  –∞  –∞  
και το όριο της  g  είναι: +∞  +∞  –∞  –∞  +∞  –∞  +∞  –∞  +∞  –∞  
Τότε το όριο της  f  g είναι: +∞  –∞  –∞  +∞  ; ; +∞  –∞  –∞  +∞  
 
 
5.4.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 

 Στους πίνακες των παραπάνω θεωρημάτων, όπου υπάρχει ερωτηματικό, σημαίνει ότι 
το όριο, αν υπάρχει, εξαρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουμε. 
Στις περιπτώσεις αυτές λέμε ότι έχουμε απροσδιόριστη μορφή. 

 Απροσδιόριστες μορφές για τα όρια αθροίσματος και γινομένου συναρτήσεων είναι 
οι: 
                    (+∞ ) + (–∞ )       και       0.( ±∞ ) 

Επειδή  f – g = f + (– g)   και   f
g  = f 1

g⋅  ,  απροσδιόριστες μορφές για τα όρια της διαφο-

ράς και του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι: 
                     (+∞ ) – (+∞ )  ,   (–∞ ) – (–∞ )       και       0

0   ,   ±∞
±∞

 . 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

5.5. Να υπολογίσετε το όριο:   
→2

lim
x

2

4 3 2
7 +10

5 +6 4 8
x x

x x x x
−

− + −
. 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
2

4 3 2
7 10

5 6 4 8
x x

x x x x
− +

− + + −
. 

     Άρα    x4 – 5x3 + 6x2 + 4x – 8  
             = (x – 2)(x3 – 3x2 + 4)  (1)   
 

 
            Άρα η   (1) = (x – 2)(x – 2)(x2 – x – 2)  
                              = (x – 2)2(x2 – x – 2)  (2)   
 

 
                   Άρα η   (2) = (x – 2)2(x – 2)(x + 1)  
                                     = (x – 2)3(x + 1)   
 

 
Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  x4 – 5x3 + 6x2 + 4x – 8 ≠ 0 ⇔   
(x – 2)3(x + 1) ≠ 0 ⇔  x – 2 ≠  0  και  x + 1 ≠ 0  ⇔   x ≠  2  και  x ≠ –1. 
Άρα  Df = –{–1,2} , επομένως έχει έννοια το όριο  

2
lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:   

f (x) =
2

4 3 2
7 10

5 6 4 8
x x

x x x x
− +

− + + −
 = 3

( 2)( 5)
( 2) ( 1)

x x
x x
− −
− +

 = 2
5

( 2) ( 1)
x

x x
−

− +
 = 2

5 1
1 ( 2)

x
x x
− ⋅
+ −

. 

1 –5 6 4 –8 2 
 2 –6 0 8  
1 –3 0 4 0  

1 –3 0 4 2 
 2 –2 –4  
1 –1 –2 0  

1 –1 –2 2 
 2 2  
1 1 0  
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Είναι  
2

lim
x→

5
1

x
x
−
+

 = 2 5
2 1
−
+

 = 3
3
−  = –1  και   

2
lim
x→ 2

1
( 2)x−

 = +∞   οπότε: 

2
lim
x→

f (x) = 
2

lim
x→

5
1

x
x
−
+

 . 
2

lim
x→ 2

1
( 2)x−

 = –1.(+∞ ) = –∞  

 
 

5.6. Να υπολογίσετε το όριο:   
→2

lim
x

x
x x x x

2

4 3 2
5

6 +12 8
−

− −
. 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
2

4 3 2
5

6 12 8
x

x x x x
−

− + −
. 

Είναι  x4 – 6x3 + 12x2 – 8x = x(x3 – 6x2 + 12x – 8) = x(x–2)3. 
Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  x4 – 6x3 + 12x2 – 8x ≠ 0 ⇔   
x(x–2)3 ≠ 0 ⇔  x ≠  0  και  x – 2 ≠ 0  ⇔   x ≠  0  και  x ≠ 2. 
Άρα  Df = * –{2} , επομένως έχει έννοια το όριο  

2
lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:   

f (x) =
2

4 3 2
5

6 12 8
x

x x x x
−

− + −
 = 

2

3
5

( 2)
x

x x
−
−

 = 2
5

( 2) ( 1)
x

x x
−

− +
 = 

2

3
5 1

( 2)
x

x x
− ⋅

−
. 

Είναι  
2

lim
x +→

f (x) = 
2

lim
x +→

2 5x
x
−  . 

2
lim
x +→ 3

1
( 2)x−

 = 1
4
− .(+∞ ) = –∞     και 

            
2

lim
x −→

f (x) = 
2

lim
x −→

2 5x
x
−  . 

2
lim
x −→ 3

1
( 2)x−

 = 1
4
− .(–∞ ) = +∞ . 

Επομένως, δεν υπάρχει το όριο  
2

lim
x→

f (x). 

 
 

5.7. Να υπολογίσετε το όριο:   
→x 1

lim
⋅

xx
x x

2
( 1) ln

−
−

. 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2
( 1) ln

xx
x x

−
− ⋅

, με πεδίο ορισμού  Άρα  Df = (0,1)∪ (1,+∞ )  ο-

πότε ορίζεται το όριο. 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  f (x) = 2
( 1) ln

xx
x x

−
− ⋅

 = (x – 2x) 1
( 1) lnx x⋅
− ⋅

. 

Για κάθε  x∈ (0,1)∪ (1,+∞ )  είναι  (x–1).lnx > 0  και   
0

lim
x→

(x–1).lnx = 0,  οπότε   

1
lim
x→

1
( 1) lnx x− ⋅

 = +∞ . 

Επομένως, 
1

lim
x→

f (x) = 
1

lim
x→

(x – 2x)
1

lim
x→
⋅ 1

( 1) lnx x− ⋅
 = –1.(+∞ ) = –∞ . 

 
 

5.8. Να υπολογίσετε το όριο:   
→1

lim
x

2 3 +2
3 +3 1

x x
x x x x

−
− −

. 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
2 3 2
3 3 1

x x
x x x x

− +
− + −

. 
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Είναι  x x  – 3x + 3 x  – 1 = ( )3
x – 3 ( )2

x + 3 x  – 1 = ( )3
1x − . 

Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν   
0

1 0

x

x

≥⎧⎪
⎨

− ≠⎪⎩
  ⇔   

0

1

x

x

≥⎧⎪
⎨

≠⎪⎩
  ⇔   

0
1

x
x
≥⎧

⎨ ≠⎩
. 

Άρα  Df = [0,1)∪ (1,+∞ ) , επομένως έχει έννοια το όριο  
1

lim
x→

f (x). 

Για κάθε  x∈Df  είναι:  f (x) = 
( )

2

3
3 2

1
x x

x
− +

−
 = 

( )3
( 1)( 2)

1

x x

x

− −

−
 = 

( )
( )

2

3

1 ( 2)

1

x x

x

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦

−
  

= 
( )3

( 1)( 1)( 2)

1

x x x

x

− + −

−
 = 

( )2
( 1)( 2)

1

x x

x

+ −

−
 = ( x +1)(x–2)

( )2
1

1x
⋅

−
. 

Όμως  
1

lim
x→

( x +1) = 1 +1 = 2,  
1

lim
x→

(x–2) = 1–2 = –1  και  
1

lim
x→ ( )2

1
1x −

 = +∞ . 

Άρα  
1

lim
x→

f (x) = 
1

lim
x→

( x +1) . 
1

lim
x→

(x–2) . 
1

lim
x→ ( )2

1
1x −

 = 2.(–1).(+∞ ) = –∞ . 

 
 

5.9. Να υπολογίσετε το όριο   
→x 0

lim
⋅

3 2 + 2
ημ

x λx λ
x x
− −   για τις διάφορες τιμές του πραγματικού 

αριθμού  λ. 
Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση   f (x) = 
3 2 2

ημ
x λx +λ

x x
− −

⋅
   με  x∈ (–π,0)∪ (0, π). 

Είναι  
0

lim
x→

(x3–λx2+λ–2) = λ – 2   και    
0

lim
x→

(x.ημx) = 0. 

• Αν  λ = 2  τότε  f (x) = 
3 22 2 2

ημ
x x +

x x
− −

⋅
 = 

3 22
ημ

x x
x x
−
⋅

 = 
2 ( 2)
ημ

x x
x x

−
⋅

 = ( 2)
ημ

x x
x
−  = 

ημ
2
x

x

x−  

Άρα  
0

lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→ ημ

2
x

x

x−  = 0

0

ημ

lim( 2)

lim
x

x

x
x

x
→

→

−
 = 0 2

1
−  = –2. 

• Αν  λ ≠  2  τότε  f (x) = (x3–λx2+λ–2) 1
ημx x⋅
⋅

.  

Για κάθε  x∈ (–π,0)∪ (0, π)  είναι  x.ημx > 0 ,  οπότε  
0

lim
x→

1
ημx x⋅

 = +∞ . 

o Αν  λ – 2 > 0  ⇔   λ > 2    τότε   

0
lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→

(x3–λx2+λ–2).
0

lim
x→

1
ημx x⋅

 = (λ–2).(+∞ ) = +∞ . 

o Αν  λ – 2 < 0  ⇔   λ < 2    τότε   

0
lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→

(x3–λx2+λ–2).
0

lim
x→

1
ημx x⋅

 = (λ–2).(+∞ ) = –∞ . 

 
 

5.10. Να βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού  α, αν  
→−1

lim
x

2

2
1
1

x x
x αx

− −
+ +

 = + ∞ . 

Λύση: 
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Έστω  f (x) = 
2

2
1
1

x x
x αx

− −
+ +

   με  
1

lim
x→−

f (x) = +∞ . Επομένως κοντά στο  –1  θα είναι  f (x) > 0. 

Τότε  f (x) = 
2

2
1
1

x x
x αx

− −
+ +

 ⇔  x2 + αx + 1 = 
2 1

( )
x x

f x
− −  ⇔  x2 + αx + 1 = (x2 – x – 1) 1

( )f x⋅ . 

Άρα  
1

lim
x→−

(x2 + αx + 1) = 
1

lim
x→−

[(x2 – x – 1) 1
( )f x⋅ ] ⇒  1 – α + 1 = 

1
lim
x→−

(x2 – x – 1).
1

lim
x→−

1
( )f x  

⇒  2 – α = 
1

lim
x→−

(1 + 1 – 1).0 ⇒  2 – α = 0 ⇒  α = 2. 

Για  α = 2  έχουμε  f (x) = 
2

2
1

2 1
x x

x x
− −
+ +

 = 
2

2
1

( 1)
x x

x
− −
+

  και  
1

lim
x→−

f (x) = +∞ . 

Επομένως η ζητούμενη τιμή είναι  α = 2. 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
5.11. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 

α) 
2

lim
x→

3

2
5 1

4 4
x x

x x
− −

− +
              β) 

1
lim
x→−

2 2 5
1

x x
x
− −
+

              γ) 
3

lim
x→− 2

συν( )
6 9
πx

x x+ +
              δ) 

0
lim
x→ 3 2

2 3
2

x
x x

−
−

 
[Απ. α)- ∞  β)Δεν υπάρχει γ)- ∞  δ)+ ∞ ] 

 
5.12. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 

α) 
1

lim
x→−

2 2 1
1

x x
x
− +
−

                              β) 
2

lim
x→−

2

2 4
x x
x
−
−

                              γ)
1

lim
x→−

1 ημ( )
1

x πx
x

− +
+

  

δ)
1

lim
x→

2

4 3 2
2 3

5 9 7 2
x x

x x x x
+ −

− + − +
 

[Απ.α)+ ∞  β)Δεν υπάρχει γ)+ ∞  δ)- ∞ ] 

 

5.13. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια:   i)  
0

lim
x −→ 2

x
x
ημ                          ii)  

0
lim
x→ 3

3x
x

ημ  
[Απ.i)- ∞  ii)+ ∞ ] 

 
5.14. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια:     α) 

0
lim
x→

3 7
συν 1

x
x
−
−

                         β) 
0

lim
x→

3
ημ

x
x

−   

[Απ.α)+ ∞  β)Δεν υπάρχει] 

 
5.15. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 

α) 
0

lim
x→

2

2
3
ημ

x x
x x

−
⋅

                                β) 
0

lim
x→

2

4
5
εφ

x x
x x

+
⋅

                                       γ) 
0

lim
x→

σφx
x

  

[Απ.α)- ∞  β)+ ∞  γ)+ ∞ ] 

 
5.16. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 

α) 
1

lim
x→ 2 3

2
1 3 3

x
x x x

−
− + −

                                                      β) 
4

lim
x→−

2

3 2
3 2

4 16 64
x x

x x x
− +

+ − −
  

γ) 
2

lim
x→−

3 2

6 5 4 3 2
3 13 6

6 11 18 20 8
x x x

x x x x x x
− − −

+ + + − − −
                         δ) 

1
lim
x→ 2

3 3 1
1 2

x x
x x

+ − +
− +

 
[Απ.α)Δεν υπάρχει β)- ∞  γ)- ∞  δ)Δεν υπάρχει] 

 

5.17. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο  y = 
3 2

2
1

2
x x x

x x
− + −
+ −

. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της και η οριακή 

τιμή της όταν το  x  τείνει στο  –2. 
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[Απ.Δεν υπάρχει] 

 

5.18. Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο  
0

lim
x→ 3

x α x α
x

− − +
,  α > 0. 

[Απ.- ∞ ] 

 
5.19. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια: 
α) 

0
lim
x +→

1
ημx x−

                                β) 
0

lim
x→ 2 2

1
ημx x−

                                      γ) 
0

lim
x→ 2 2

1
ημx x−

   

[Απ.α)+ ∞  β)+ ∞  γ)+ ∞ ] 

 

5.20. Να βρεθεί το όριο  
0

lim
x→

1x α
x
+ −   για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού  α. 

[Απ.Δεν υπάρχει αν α ≠ 1, 1/2 αν α=1] 

 

5.21. Να βρεθεί το όριο   lim
x α→

2

2
25

6 5
x

x x
−

− +
   για τις διάφορες τιμές του  α∈ . 

[Απ. α+5
α-1

 αν α ≠ 1, δεν υπάρχει αν α=1] 

 

5.22. Αν  
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x

 = +∞   ή  –∞   και  
0

lim
x x→

f (x) = l∈ , να αποδείξετε ότι  
0

lim
x x→

g(x) = 0. 

 
5.23. Να βρείτε το  

2
lim
x→

f (x), αν 

i) 
2

lim
x→

2 8
( )

x
f x
−  = +∞   ή  –∞                  ii) 

2
lim
x→ 2

( )f x
x

 = –∞                  iii) 
2

lim
x→

[f (x)(3x2–10)] = +∞  

[Απ.i)0 ii)- ∞  iii)+ ∞ ] 

 

5.24. Να βρεθεί η τιμή του πραγματικού αριθμού  κ, αν  
2

lim
x→

2

2
3

4
x x

x κx
−

+ +
 = –∞  

[Απ.κ=-4] 

 
5.25. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2

5x
x αx β

+
+ +

. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  αν 

δίνεται ότι  
1

lim
x −→

f (x) = +∞   και  
3

lim
x +→

f (x) = +∞ . 
[Απ.α=-4,β=3] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 

5.26. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα όρια:   α) 
1

lim
x→

4
3 2
x

x x
−

− +
              β) 

1
lim
x→

2

2 3

2
2

x
x x x

−
+ −

  

[Απ.α)Δεν υπάρχει β)- ∞ ] 

 
5.27. Αν  λ, μ∈ , να βρείτε, εφόσον υπάρχουν, τα όρια: 

α) 
2

lim
x→

23
2

x λ
x
−
−

                                                     β) 
0

lim
x→

2 2λx x μ
x

+ +   
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5.28. Να μελετήσετε το όριο της επόμενης συνάρτησης για τις διάφορες τιμές του πραγματικού  λ. 

         
0

lim
x→

f (x)  ,      f (x) = 3
4 ( 2)x λx

x
+ − + . 

[Απ.+ ∞  αν λ< 1
4
, - ∞  αν λ> 1

4
, δεν υπάρχει αν λ= 1

4
] 

 
5.29. Να μελετήσετε το όριο της επόμενης συνάρτησης για τις διάφορες τιμές του  κ∈ . 

          
64

lim
x→

f (x)  ,      f (x) = 
2 3

64
κ x
x
−
−

. 

[Απ.+ ∞  αν κ<-2 ή κ>2,- ∞  αν -2<κ<2, δεν υπάρχει αν κ= ± 2] 

 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
5.30. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας 

I. Αν  lim
x α→

f (x) = +∞  και  g(x) < 0  κοντά στο  α, τότε πάντα ισχύει  lim
x α→

[f (x).g(x)] = –∞ . 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    6 
 
 

 

ΟΡΙΑ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ   ΣΤΟ   ΑΠΕΙΡΟ 
 

 
 
 
 
 

τις δύο προηγούμενες ενότητες μελετήσαμε τη συμπεριφορά μιας συ-
νάρτησης όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή  x  έτεινε προς μία τιμή  x0.  

Η μεταβλητή  x  όμως, αν το επιτρέπει το πεδίο ορισμού της συνάρτησης, 
μπορεί να πάρει τιμές “οσοδήποτε μεγάλες” θέλουμε δηλαδή να τείνει 
προς το  +∞ , ή  “οσοδήποτε μικρές” δηλαδή να τείνει προς το  –∞ . Α-
νάλογα και στις περιπτώσεις αυτές θα επιδιώξουμε τη μελέτη της συνάρ-
τησης. Αρχικά θα προσεγγίσουμε το θέμα εποπτικά παρατηρώντας τα ε-
πόμενα τρία σχέδια. 

              
             Σχήμα  1                                                                    Σχήμα  2                                                     Σχήμα  3     
 Στα παραπάνω σχέδια βλέπουμε τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτή-

σεων, f, g, h  σε ένα διάστημα της μορφής  (α,+∞ ). 
 Στο σχήμα 1  οι τιμές τις συνάρτησης  f  προσεγγίζουν όσο θέλουμε τον 
πραγματικό αριθμό  l. Τότε θα λέμε ότι η  f  έχει στο  +∞   όριο το  l  και 
γράφουμε  lim

x→+∞
f (x) = l. 

 Στο σχήμα 2  οι τιμές τις συνάρτησης  g  αυξάνονται απεριόριστα. Τότε 
θα λέμε ότι η  g  έχει στο  +∞   όριο το  +∞   και γράφουμε   
lim
x→+∞

g(x) = +∞ . 

 Στο σχήμα 3  οι τιμές τις συνάρτησης  h  μειώνονται απεριόριστα. Τότε 
θα λέμε ότι η  h  έχει στο  +∞   όριο το  –∞   και γράφουμε   
lim
x→+∞

h(x) = –∞ . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναζητήσουμε το όριο μιας συνάρ-
τησης  f  στο  +∞ , πρέπει η  f  να είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορ-
φής  (α,+∞ ). 

 

Σ
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                Σχήμα  4                                                         Σχήμα  5                                                        Σχήμα  6      
 Παρόμοια και στα παραπάνω σχέδια βλέπουμε τις γραφικές παραστάσεις 

τριών συναρτήσεων, f, g, h  σε ένα διάστημα της μορφής  (–∞ ,β). 
 Στο σχήμα 4  οι τιμές τις συνάρτησης  f  προσεγγίζουν όσο θέλουμε τον 
πραγματικό αριθμό  l. Τότε θα λέμε ότι η  f  έχει στο  –∞   όριο το  l  και 
γράφουμε  lim

x→−∞
f (x) = l. 

 Στο σχήμα 5  οι τιμές τις συνάρτησης  g  αυξάνονται απεριόριστα. Τότε 
θα λέμε ότι η  g  έχει στο  –∞   όριο το  +∞   και γράφουμε   
lim
x→−∞

g(x) = +∞ . 

 Στο σχήμα 6  οι τιμές τις συνάρτησης  h  μειώνονται απεριόριστα. Τότε 
θα λέμε ότι η  h  έχει στο  –∞   όριο το  –∞   και γράφουμε   
lim
x→−∞

h(x) = –∞ . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναζητήσουμε το όριο μιας συνάρ-
τησης  f  στο  –∞ , πρέπει η  f  να είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορ-
φής  (–∞ , β). 

 
Για τον υπολογισμό του ορίου στο  +∞   και στο  –∞   ενός μεγάλου αριθμού 
συναρτήσεων χρειαζόμαστε τα παρακάτω όρια: 

6.1. ΠΡΟΤΑΣΗ: Ισχύουν τα επόμενα όρια: 
• lim

x→+∞
xν = +∞                    και                    lim

x→+∞

1
νx

 = 0 ,  ν *∈ . 

• lim
x→−∞

xν = 
αν αρτιος
αν περιττος

ν
ν

+∞⎧
⎨−∞⎩

   και      lim
x→−∞

1
νx

 = 0 ,  ν *∈ . 

 
Όριο πολυωνυμικής και ρητής συνάρτησης 
6.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για την πολυωνυμική συνάρτηση   

P(x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0   με   αν ≠  0 ισχύει: 
        lim

x→+∞
P(x) = lim

x→+∞
(αν.xν)      και        lim

x→−∞
P(x) = lim

x→−∞
(αν.xν). 

 

6.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για την ρητή συνάρτηση  f (x) = 
1

-1 1 0
1

-1 1 0

...
...

ν ν
ν ν

κ κ
κ κ

α x α x α x α
β x β x β x β

−

−

⋅ + ⋅ + + ⋅ +
⋅ + ⋅ + + ⋅ +

,  

αν ≠  0 ,  βκ ≠  0  ισχύει: 

       lim
x→+∞

 f (x) = lim
x→+∞

ν
ν

κ
κ

α x
β x

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

      και      lim
x→−∞

 f (x) = lim
x→−∞

ν
ν

κ
κ

α x
β x

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

. 
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Όριο εκθετικής και λογαριθμικής συνάρτησης 

6.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Για την εκθετική και λογαριθμική συνάρτηση αποδεικνύεται ότι ισχύουν 
τα επόμενα όρια: 

                
Αν  α > 1 ,  τότε:                                          Αν  0 < α < 1 ,  τότε: 
lim
x→−∞

αx = 0 ,   lim
x→+∞

αx = +∞                   lim
x→−∞

αx = +∞ ,  lim
x→+∞

αx = 0 

     
0

lim
x→

logαx = –∞ ,                                        
0

lim
x→

logαx = +∞ , 

    lim
x→+∞

logαx = +∞                                        lim
x→+∞

logαx = –∞  

 
Πεπερασμένο όριο ακολουθίας 

6.5. ΟΡΙΣΜΟΣ: Ακολουθία ονομάζεται κάθε πραγματική συνάρτηση  α: * → . 
Η εικόνα  α(ν)  της ακολουθίας  α  συμβολίζεται με  αν, ενώ η ακολουθία  α  
συμβολίζεται με  (αν). Το πεδίο ορισμού κάθε ακολουθίας είναι το   

* = {1,2,3,4, …}  επομένως έχει νόημα να μελετήσουμε τη συμπεριφορά 
της όταν το  ν  παίρνει πολύ μεγάλες τιμές, δηλαδή όταν το  ν→+∞ . 
Ο ορισμός του ορίου μιας ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισμού του ορίου 
συνάρτησης στο  +∞ . 

 

6.6. ΟΡΙΣΜΟΣ: Θα λέμε ότι η ακολουθία  (αν)  έχει όριο το  l∈   και θα γράφουμε  
lim
ν→∞

αν = l ,  

όταν για κάθε  ε > 0, υπάρχει  ν0
*∈   τέτοιο, ώστε για κάθε  ν > ν0  να 

ισχύει   
                           να l−  < ε. 

Οι ιδιότητες των ορίων των συναρτήσεων όταν  x→+∞   ισχύουν και για τις 
ακολουθίες. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων αυτών μπορούμε να υπολογίσουμε 
όρια ακολουθιών. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Υπολογισμού ορίων συναρτήσεων όταν το  x  τείνει στο  +∞   
ή  στο  –∞ . 

  

 Όταν θέλουμε να βρούμε το όριο μιας συνάρτησης  f  στο  +∞  ή στο  –∞ , τότε 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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 Εξετάζουμε πρώτα αν έχει έννοια το όριο. Δηλαδή όταν  
• x→ +∞   θα πρέπει να υπάρχει διάστημα  (α,+∞ )⊆ Df . 
• x→ –∞   θα πρέπει να υπάρχει διάστημα  (–∞ ,α)⊆ Df . 

 Αν δεν εμφανίζεται απροσδιόριστη μορφή, τότε εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των 
πράξεων μεταξύ των ορίων. 

 Αν εμφανίζεται απροσδιόριστη μορφή τότε μετασχηματίζουμε τον τύπο της συ-
νάρτησης, κάνοντας αλγεβρικές πράξεις, με σκοπό να άρουμε την απροσδιορι-
στία. 

• Αν η απροσδιόριστη μορφή είναι  ±∞
±∞

  τότε βγάζουμε κοινό παράγοντα σε 

αριθμητή και παρονομαστή το μεγιστοβάθμιο όρο και στη συνέχεια προχω-
ρούμε σε απλοποιήσεις. Αν υπάρχουν εκθετικές συναρτήσεις, διαιρούμε με 
κατάλληλη ποσότητα για να εμφανίσουμε εκθετική συνάρτηση  αx, με   
0 < α < 1. 

• Αν η απροσδιόριστη μορφή είναι  (+∞ ) – (+∞ )  ή  (–∞ ) – (–∞ )  τότε 
βγάζουμε κοινό παράγοντα από κάθε παράσταση το μεγιστοβάθμιο όρο. 
Αν κατά την προηγούμενη διαδικασία εμφανιστεί απροσδιόριστη μορφή  
0.( ±∞ ), τότε με κατάλληλη ταυτότητα επιδιώκουμε άρση της απροσδιορι-
στίας. 

• Απροσδιόριστη μορφή  0.( ±∞ )  ενδέχεται να ανάγεται σε απροσδιόριστη 
μορφή  ±∞

±∞
  ή  0

0 , οπότε αντιμετωπίζεται με έναν από τους προηγούμενους 

τρόπους. 
 

6.7. Να υπολογιστούν τα όρια:  

i) 
→−∞

lim
x

( 2
1

x
 – 5x3)              ii) 

→+∞
lim
x

( x x2 2 +3− +5x)              iii) 
→−∞

lim
x

( 3 4 3 22 +4 5x x x− − – 3x5) 

Λύση: 

i) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f (x) = 2
1
x

 – 5x3  είναι  Df = (–∞ ,0)∪ (0,+∞ ), άρα έχει 

έννοια το όριο στο  –∞ . 
Είναι:  lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
( 2

1
x

 – 5x3) = lim
x→−∞ 2

1
x

 – 5 lim
x→−∞

x3 = 0 – 5(–∞ ) = +∞ . 

ii) Έστω  f (x) = 2 2 3x x− +  + 5x. Είναι  x2–2x+3 ≥ 0  γιατί  Δ = (–2)2 – 4.1.3 = 4–12 = –8 < 0  
και ο συντελεστής του  x2  είναι  1 > 0. Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . 
Είναι  lim

x→+∞
(x2–2x+3) = lim

x→+∞
x2 = +∞  ,  επομένως και 

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

( 2 2 3x x− + +5x) = lim
x→+∞

2 2 3x x− +  + 5 lim
x→+∞

x = (+∞ ) + 5(+∞ ) = +∞ . 

iii) Έστω  f (x) = 3 4 3 22 4 5x x x− + −  – 3x5. Είναι  lim
x→−∞

(2x4–x3+4x2–5) = lim
x→−∞

(2x4) = 2 lim
x→−∞

x4  

= 2(+∞ ) = +∞ . Άρα υπάρχει πραγματικός αριθμός  Μ < 0  τέτοιος ώστε, για κάθε  x < Μ  να 
είναι  2x4–x3+4x2–5 > 0. Επομένως,  (–∞ , Μ)⊆ Df , οπότε ορίζεται το όριο. 
Είναι lim

x→−∞
f (x) = lim

x→−∞
( 3 4 3 22 4 5x x x− + −  – 3x5) = lim

x→−∞

3 4 3 22 4 5x x x− + −  – 3 lim
x→−∞

x5  

= (+∞ ) – 3(–∞ ) = (+∞ ) + (+∞ ) = +∞ . 
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6.8. Να υπολογιστούν τα όρια:    i)  
→−∞

lim
x

x x
x

24 5 +1
3 7
−
−

                            ii)  
→+∞

lim
x

x x
x x

2

2
3 ημ

+
− . 

Λύση: 

i)  Έστω  f(x) = 
24 5 1

3 7
x x

x
− +
−

. Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και 

μόνο όταν  
24 5 1 0
3 7 0

x x
x

⎧ − + ≥
⎨

− ≠⎩
  ⇔   

1 η 14
7
3

x x

x

⎧ ≤ ≥⎪
⎨
⎪ ≠
⎩

. Άρα  Df = (–∞ , 1
4 )∪ (1, 7

3 )∪ ( 7
3 ,+∞ ), 

επομένως έχει έννοια το όριο στο  –∞ . Για  x∈ (–∞ ,0)  είναι:  f (x) = 
24 5 1

3 7
x x

x
− +
−

 = 

2
2

1 1(4 5 )

3 7

x x x
x

− +

−
 = 

2
1 14 5

7(3 )

x x x
x x

⋅ − +

−
 = 

2
1 14 5

7(3 )

x x x
x x

− ⋅ − +

−
 = 

2
1 14 5

73

x x

x

− − +

−
.  

Επομένως  lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

2
1 14 5

73

x x

x

− − +

−
 = 4 5 0 0

3 0
− − ⋅ +

−
 = – 2

3 . 

ii)  Έστω  f (x) = 
2

2
3 ημx x

x x
−
+

. Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν   

 x2 + x ≠  0  ⇔   x(x+1) ≠  0  ⇔   x ≠  0  και  x ≠  –1. 
Άρα  Df = (–∞ ,–1)∪ (–1,0)∪ (0,+∞ ), επομένως έχει έννοια το όριο στο  +∞ . 

Για  x∈ (0,+∞ )  είναι:  f (x) = 
2

2
3 ημx x

x x
−
+

 = 
2

2

2

ημ(3 )

1(1 )

xx
x

x x

−

+
 = 

2
ημ3

11

x
x

x

−

+
. 

2
ημx
x

 = 2

ημx
x

 ≤  2
1
x

. Άρα  – 2
1
x

 ≤  2
ημx
x

 ≤  2
1
x

  και επειδή  lim
x→+∞

(– 2
1
x

) = lim
x→+∞ 2

1
x

 = 0  θα εί-

ναι  lim
x→+∞ 2

ημx
x

 = 0.  Επομένως,  lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2
ημ3

11

x
x

x

−

+
 = 

2
ημ3 lim

11 lim

x

x

x
x

x

→+∞

→+∞

−

+
 = 3 0

1 0
−
+

 = 3. 

 
 

6.9. Να υπολογιστούν τα όρια:    i) 
→−∞

lim
x

( x x29 5 +2−  + x)          ii) 
→ ∞+

lim
x

( x x24 +7 2−  – 2x). 

Λύση: 

i)  Έστω  f (x) = 29 5 2x x− +  + x. Ισχύει πάντα  9x2–5x+2 ≥  0  γιατί  Δ = – 47 < 0. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = , επομένως έχει έννοια το όριο στο  –∞ . 

Για  x∈ (–∞ ,0)  είναι:  f (x) = 29 5 2x x− +  + x = 2
2

1 2(9 5 )x x x
− +  + x = 2

1 29 5x x x
⋅ − +  + x 

= –x 2
1 29 5 x x

⋅ − +  + x = x(– 2
1 29 5 x x

− + +1). 

Επομένως,  lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[x(– 2
1 29 5 x x

− + +1)] = lim
x→−∞

x. lim
x→−∞

(– 2
1 29 5 x x

− + +1)  

                                   = (–∞ ).(– 9 5 0 0− ⋅ + +1)  = (–∞ ).(– 9 +1) = (–∞ ).(–2) = +∞ . 

x – ∞   ¼     1    + ∞  
4x2–5x+1    +    0  –  0    +   
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ii)  Έστω  f (x) = 24 7 2x x+ −  – 2x. Είναι  4x2+7x–2 ≥  0  ⇔   x ≤ –2  ή  x ≥ 1
4 . 

Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = (–∞ ,–2]∪ [ 1
4 ,+∞ ),, επομένως έχει έννοια το όριο 

στο  +∞ . Για  x∈ ( 1
4 ,+∞ )  είναι:  f (x) = 24 7 2x x+ −  – 2x  

= 
2 2

2

( 4 7 2 2 )( 4 7 2 2 )
4 7 2 2

x x x x x x
x x x

+ − − + − +

+ − +
 = 

( )2
2 2

2
2

4 7 2 (2 )

7 2(4 ) 2

x x x

x xx x

+ − −

+ − +
 = 

2 2

2

4 7 2 4
7 24 2

x x x

x xx x

+ − −

⋅ + − +
 = 

2

7 2
7 24 2

x

x xx x

−

⋅ + − +
= 

2

2(7 )

7 24 2

x x

x x x

−

⎛ ⎞⋅ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
2

27

7 24 2

x

x x

−

+ − +
.  

Άρα  lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

2

27

7 24 2

x

x x

−

+ − +
 = 7 0

4 0 0 2
−

+ − +
 = 7

2 2+  = 7
4 . 

 
 

6.10. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
x x

x x

− −1

+1
3 5 +2
3 +5 +1

. Να βρείτε τα όρια:   i) 
→ ∞+

lim
x

f (x)       ii) 
→−∞

lim
x

f (x). 

Λύση: 
i) Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . Άρα έχει έννοια τα όριο στο  +∞ . 

Είναι:  f (x) = 
1

1
3 5 2
3 5 1

x x

x x

−

+
− +
+ +

 = 
13 3 5 2

3 5 5 1

x x

x x

−⋅ − +
+ ⋅ +

 = 

13 3 5 2
5 5 5

3 5 5 1
5 5 5

x x

x x x

x x

x x x

−⋅ − +

⋅+ +
 = 

( ) ( )
( ) ( )

1 3 11 23 5 5
3 155 5

x x

x x

⋅ − + ⋅

+ +
. 

Άρα  lim
x→+∞

f (x) = 
( ) ( )
( ) ( )

1 3 1lim 1 2 lim3 5 5
3 1lim 5 lim5 5

x x

x x
x x

x x

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

⋅ − + ⋅

+ +
 = 

1 0 1 2 03
0 5 0

⋅ − + ⋅

+ +
 = – 1

5 . 

ii) Από το πεδίο ορισμού της  f  βλέπουμε ότι έχει έννοια τα όριο στο  –∞ . 

lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

13 3 5 2
3 5 5 1

x x

x x

−⋅ − +
+ ⋅ +

 = 
1lim 3 3 lim 5 2

lim 3 lim 5 5 1

x x

x x
x x

x x

−

→−∞ →−∞

→−∞ →−∞

⋅ − +

+ ⋅ +
 = 

10 3 0 2
0 0 5 1

−⋅ − +
+ ⋅ +

 = 2. 

 
 

6.11. Να βρείτε το όριο της συνάρτησης  f (x) = 
x x

x x
α
α

−

−
−

−

2 +1

+1 2
3 +1

+3 5
,  όταν το  x  τείνει στο  + ∞ , για 

τις διάφορες τιμές του θετικού πραγματικού αριθμού  α. 
Λύση: 
Επειδή  lim

x→+∞
(αx+1 + 3x–2 – 5) = (+∞ ) + (+∞ )–5 = +∞  , τότε θα υπάρχει πραγματικός αριθμός  

κ, ώστε για κάθε  x > κ  να είναι  αx+1 + 3x–2 – 5 > 0. Άρα έχει έννοια τα όριο της  f  στο  +∞ . 
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• Αν  α > 3  τότε είναι:   

f (x) = 
2 1

2
3 1

3 5

x x

x x
α
α

− +

−
− +
+ −

 = 
2

2
3 3 1

3 3 5

x x

x x
α α
α α+

−

−
⋅ − ⋅ +
⋅ ⋅ −

 = 

2

2

3 3 1

3 3 5

x x

x x x

x x

x x x

α α
α α α

α α
α α α

−

−

⋅ ⋅− +

⋅ ⋅+ −
 = 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 3 13

1 3 159

x x

x x
α αα

α α α

− ⋅ +

+ ⋅ − ⋅
.  

Άρα  lim
x→+∞

f (x) = 
( ) ( )

( ) ( )
2

1 3 13 lim lim

1 3 1lim 5 lim9

x x

x x
x x

x x

α αα

α α α

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

− ⋅ +

+ ⋅ − ⋅
 = 

2
1 3 0 0

1 0 5 09

α
α

− ⋅ +

+ ⋅ − ⋅
 = 

2
1
α
α  = 3

1
α

. 

• Αν  α < 3  τότε είναι:   

f(x) = 
2

2
3 3 1

3 3 5

x x

x x
α α
α α+

−

−
⋅ − ⋅ +
⋅ ⋅ −

 = 

2

2

3 3 1
3 3 3

3 3 5
3 3 3

x x

x x x

x x

x x x

α α

α α

−

−

⋅ ⋅− +

⋅ ⋅+ −
 = 

( ) ( )
( ) ( )
2

1 133 3
1 153 9 3

x x

x x

α
α
αα

⋅ − +

⋅ + − ⋅
.  

Άρα  lim
x→+∞

f (x) = 
( ) ( )

( ) ( )
2

1 1lim 3 lim3 3
1 1lim 5 lim3 9 3

x x

x x
x x

x x

α
α

αα

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

⋅ − +

⋅ + − ⋅
 = 

2
1 0 3 0

10 5 09

α
α

⋅ − +

⋅ + − ⋅
 = 3

1
9

−  = –27. 

• Αν  α = 3  τότε είναι:   

f (x) = 
2

2
3 3 3 3 1
3 3 3 3 5

x x

x x

−

−
⋅ − ⋅ +
⋅ + ⋅ −

 = 
1 3 3 3 19

13 3 3 59

x x

x x

⋅ − ⋅ +

⋅ + ⋅ −
 = 

26 3 19
28 3 59

x

x

− ⋅ +

⋅ −
 = 

26 3 1
9 3 3

28 3 5
9 3 3

x

x x

x

x x

− ⋅ +

⋅ −
 = 

( )
( )

26 1
9 3

28 159 3

x

x

− +

− ⋅
. 

Άρα  lim
x→+∞

f (x) = 
( )
( )

26 1lim9 3
28 15 lim9 3

x

x
x

x

→+∞

→+∞

− +

− ⋅
 = 

26 09
28 5 09

− +

− ⋅
 = 

26
9

28
9

−
 = – 26

28  = – 13
14 . 

 
 

6.12. Να υπολογίσετε τα όρια   i) 
→−∞

lim
x

[x3.συν( 1
x )]                       ii) 

→ ∞+
lim
x

[x.ημ( 1
x )]. 

Λύση: 

i) Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f (x) = x3.συν( 1
x )  είναι  Df = (–∞ ,0)∪ (0,+∞ ), άρα έχει 

έννοια το όριο στο  –∞ . 
Θέτουμε  u = 1

x .  Όταν  x→ –∞   τότε  u→ 0  και  lim
x→−∞

συν( 1
x ) = 

0
lim
u→

συνu = συν0 = 1. 

Άρα  lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x3. lim
x→−∞

συν( 1
x ) = (–∞ ).1 = –∞ . 

 
ii)  Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f (x) = x.ημ( 1

x )  είναι  Df = (–∞ ,0)∪ (0,+∞ ), άρα έχει 

έννοια το όριο στο  +∞ . Είναι:  f (x) = x.ημ( 1
x ) = 

1ημ( )

1
x

x

 . Θέτουμε  u = 1
x . Όταν  x→ +∞   

τότε  u→ 0. Άρα  lim
x→+∞

f (x) = 
0

lim
u→

ημu
u  = 1. 
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6.13. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία δίνεται ότι  
→ ∞+

lim
x

(2 )
( )

f x
f x  = 5. 

Να υπολογίσετε, αν υπάρχουν, τα όρια: 

i)  
→ ∞+

lim
x

(8 )
( )

f x
f x                                                       ii)  

→ ∞+
lim
x

(8 ) ( )
(2 ) ( )

f x f x
f x f x

−
−

. 

Λύση: 

i)  Είναι  (8 )
( )

f x
f x  = (8 ) (4 ) (2 )

(4 ) (2 ) ( )
f x f x f x
f x f x f x⋅ ⋅ . Όμως δίνεται ότι  lim

x→+∞

(2 )
( )

f x
f x  = 5. 

Θέτουμε  u = 2x. Όταν  x→ +∞   τότε  u→ +∞  , άρα  lim
x→+∞

(4 )
(2 )

f x
f x

 = lim
u→+∞

(2 )
( )

f u
f u

 = 5. 

Θέτουμε  w = 4x. Όταν  x→ +∞   τότε  w→ +∞  , άρα  lim
x→+∞

(8 )
(4 )

f x
f x  = lim

w→+∞

(2 )
( )

f w
f w  = 5. 

Άρα  lim
x→+∞

(8 )
( )

f x
f x  = lim

x→+∞

(8 ) (4 ) (2 )
(4 ) (2 ) ( )

f x f x f x
f x f x f x

⎛ ⎞⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = lim
x→+∞

(8 )
(4 )

f x
f x

. lim
x→+∞

(4 )
(2 )

f x
f x

. lim
x→+∞

(2 )
( )

f x
f x  

                              = 5.5.5 = 125. 

ii)  Είναι  (8 ) ( )
(2 ) ( )

f x f x
f x f x

−
−

 = 
(8 )
( )

(2 )
( )

1

1

f x
f x

f x
f x

−

−
. Άρα lim

x→+∞

(8 ) ( )
(2 ) ( )

f x f x
f x f x

−
−

 = lim
x→+∞

(8 )
( )

(2 )
( )

1

1

f x
f x

f x
f x

−

−
 = 

(8 )
( )

(2 )
( )

lim 1

lim 1

x

x

f x
f x

f x
f x

→+∞

→+∞

−

−
 

= 125 1
5 1
−
−

 = 124
4  = 31. 

 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
6.14. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

α) lim
x→+∞

3 2

2 3
6 5 3
4 2 1

x x x
x x x
− + −
− + +

                                                β) lim
x→−∞

4 3 2

4 3 2 2
2 3 5

2 3 ( 1) 2
x x x

x x x
+ − −

− + + −
  

γ) lim
x→−∞

3 2

4 3
2 (2 3) 4 1

9 8 2
x x x x

x x x
− − + −

+ − +
                                     δ) lim

x→+∞

3 5

3
2 3 4

7 3 6
x x x

x x
− + +
− +

  

ε) lim
x→−∞

9 6 2

4 3
1

3 5
x x x

x x
− + − +

+ −
 

[Απ.α)-3 β)2/3 γ)0 δ)- ∞  ε)+ ∞ ] 

 
6.15. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

α) lim
x→+∞

2

2

4 5 3 1

1 2

x x x

x x

+ − − +

+ −
                                               β) lim

x→−∞

2 2

2

1 2 3

(2 5)

x x x x

x

− − − +

−
  

[Απ.α)-2 β)1/2] 

 

6.16. Να βρεθεί το πολυώνυμο  P(x)  με  P(0) = 5  ώστε να ισχύει:    lim
x→−∞

3( ) 4
2 9

P x x
x
−
+

 = 3. 
[Απ.P(x)=4x3+6x+5] 
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6.17. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

α) lim
x→+∞

24 3 10
6 5

x x
x
+ −
−

                       β) lim
x→−∞

2 2x x x
x

− + −                        γ) lim
x→−∞

2

2

2
4 3 1
x x x
x x x
+ − −
− + −

 

δ) lim
x→+∞

3 3 2

4 4 2

8 4
1 2

x x x
x x x

+ +
+ + +

                   ε) lim
x→+∞

1

1

x x

x x

+ +

+ +
 

[Απ.α) 1
3
 β)-2 γ) 2

3
 δ)2 ε)1] 

 

6.18. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια:   α) lim
x→+∞

2

2
ημ 3 1
3 2

x x
x x
− +

− −
                           β) lim

x→−∞

5 2 2

2
συν

5 6
x x x

x x
− ⋅
+ −

 
[Απ.α)3 β)- ∞ ] 

 

6.19. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
3

ημ3 αν 0

3 αν 0

x x
x

x x

⎧ <⎪
⎨
⎪ + ≥⎩

. Να βρεθεί τα όρια:  lim
x→+∞

f (x)  ,   
0

lim
x→

f (x)  ,   

lim
x→−∞

f (x). 
[Απ.+ ∞ , 3, 0] 

 
6.20. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 
α) lim

x→+∞
( 24 3 1x x− +  – 4x)                                                   β) lim

x→−∞
( 2 2 3x x+ −  + 3x) 

γ) lim
x→+∞

( 225 26x x+ −  – 3 3 28 5 3x x− − )  
[Απ.α)- ∞  β)- ∞  γ)+ ∞ ] 

 
6.21. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

i) lim
x→+∞

( 29 3 6x x+ −  – 3x)                                                   ii) lim
x→−∞

( 24 3x x− −  + 2x)  

iii) lim
x→+∞

( ( )( )x α x β+ +  – x)                                                iv) lim
x→−∞

( 23 6 1x x− −  + x 3 )  

[Απ.i) 1
2
 ii) 1

4
 iii) α+β

2
 iv) 3 ] 

 
6.22. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

i) lim
x→+∞

( 24 5x x+ −  + 2 2 3x x+ +  – 3x)                               ii) lim
x→+∞

( 24 3x x− −  – 3 3 28 2x x x+ + )  

[Απ. i) 5
4
 ii)- 5

12
] 

 
6.23. Να υπολογίσετε τα επόμενα όρια: 

i) lim
x→+∞

συν ( )1
x

                                      ii) lim
x→−∞

ημ ( )2
1
x

                                   iii) lim
x→+∞

1
x ⋅ εφ ( )1

x
  

iv) lim
x→+∞

1
x ⋅σφ ( )1

x                                 v) lim
x→+∞

x.ημν ( )1
x   με  ν∈   και  ν > 1 

[Απ.i)1 ii)0 iii)0 iv)1 v)0] 

 
6.24. Να βρείτε τα όρια:   i) lim

x→+∞
x3.ημ ( )3

1
x

            ii) lim
x→−∞

x5.ημ ( )2
1
x

            iii) lim
x→+∞

x2.ημ ( )5
1
x

  
[Απ.i)1 ii)- ∞  iii)0] 

 

6.25. Να υπολογίσετε το όριο     lim
x→−∞

ln
2

2
4 5 3

4
x x
x x
− −⎛ ⎞⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

[Απ. 0] 
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6.26. Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης  f (x) = ln
2

1
2

2

x x

x x
e
e

+

+
⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠

, όταν το  x  τείνει στο  +∞ . 

[Απ.2] 

 

6.27. Να υπολογίσετε το όριο    lim
x→+∞

log
1 2

1 3
10 5 2
10 5 2

x x x

x x x

− +

+ +
⎛ ⎞− +
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

 

[Απ.-2] 

 
6.28. Να υπολογίσετε το όριο     lim

x→+∞
( 19 3 2x x+− +  – 3x). 

[Απ.-3/2] 

 
6.29. Να βρείτε τα όρια των επόμενων ακολουθιών: 

i) αν = 
3 2 3

2
5 4 (2 1) 5 2

1 (3 1)
ν ν ν ν

ν ν
− − − + −

− + −
                                       ii) αν = 3 3 227 5 2ν ν− +  – 2ν  

iii)  αν = ν ν ν ν+ − −                                                iv) αν = συν
1

1

ν ν

ν ν
π e
π e

+

−
+⎛ ⎞⎜ ⎟−⎝ ⎠

  

[Απ.i)- ∞  ii)+ ∞  iii)1 iv)-1] 

 
6.30. Να βρείτε ένα κατάλληλο ζεύγος συναρτήσεων  f, g  για τις οποίες να ισχύει: 
α) lim

x→+∞
f (x) = 0,  lim

x→+∞
g(x) = +∞   και  lim

x→+∞
[f (x).g(x)] = 5. 

β) lim
x→+∞

f (x) = 0,  lim
x→+∞

g(x) = +∞   και  lim
x→+∞

[f (x).g(x)] = +∞ . 

γ) lim
x→+∞

f (x) = +∞ , lim
x→+∞

g(x) = +∞   και  lim
x→+∞

[f (x) – g(x)] = 2. 

δ) lim
x→+∞

f (x) = +∞ , lim
x→+∞

g(x) = +∞   και  lim
x→+∞

[f (x) – g(x)] = +∞ . 

ε) lim
x→+∞

f (x) = 0,  lim
x→+∞

g(x) = +∞   και  lim
x→+∞

( )
( )

f x
g x  = +∞ . 

 

6.31. Για τις διάφορες τιμές του  μ∈   να βρείτε το όριο   lim
x→+∞

3 2

2
(2 ) ( 1) 3 2

1
μ x μ x x

μx x
− + + − +

+ +
. 

 
6.32. Για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού  λ  να βρείτε το όριο   

                lim
x→−∞

( 29 6 8x x+ −  + λx) 

 

6.33. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
24
3

x
x+ – αx – β. Να υπολογίσετε τους αριθμούς  α, β  ώστε   

lim
x→−∞

f (x) = 0. 
[Απ.α=4, β=-12] 

 
6.34. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α, β  ώστε:    lim

x→+∞
( 2 2 4x x+ +  + αx + β) = 11. 

[Απ. α=-1, β=10] 

 

6.35. Αν οι αριθμοί  α, β  είναι θετικοί ακέραιοι, να αποδείξετε ότι: lim
x→+∞

1

1

x x

x x
α β
α

+

+

+
+ β

 = 

1 αν
1 αν

αν

α β

α β
α
β α β

=⎧
⎪⎪ >⎨
⎪

<⎪⎩

. 
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6.36. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
1

1
2
2

x x

x x
α
α

+

−
+
+

. Να βρεθεί το όριο της συνάρτησης όταν το  x  τείνει 

στο  + ∞ , για τις διάφορες τιμές του θετικού πραγματικού αριθμού  α. 
 

6.37. Να βρείτε το όριο της ακολουθίας  (αν)  με  αν = 
1

1
2

2 3 2

ν ν

ν ν
λ
λ

+

−
+

⋅ − ⋅
, για τις διάφορες τιμές του θετι-

κού αριθμού  λ. 
 

6.38. Έστω  f : (0,+∞ )→   η οποία ικανοποιεί τη σχέση   f (x) ≥  
3 5

2
x x

x
+ .  

Να βρείτε το  lim
x→+∞

f (x). 
[Απ.+ ∞ ] 

 

6.39. Να δείξετε ότι   (i) lim
x→+∞

1
3 ημ

x
x

−
+

 = +∞        (ii) lim
x→+∞

2

5 συν
x x

x
+

−
 = +∞ . 

 
6.40. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει: 

           
2

2
2

1
x x

x
− −

+
 ≤  f (x).[f (x) – 2] ≤  

4

2 4
2

1
x x

x x
+
− −

 ,  για κάθε  x > 2. 

Να βρεθεί το  lim
x→+∞

f (x). 
[Απ.1] 

 
6.41. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο    και ικανοποιεί τη σχέση   f 2(x) ≤  2x.f (x) ,  για κά-
θε  x∈ . 

Να υπολογίσετε το όριο   lim
x→−∞ 2

( )f x
x

. 
[Απ.0] 

 

6.42. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    για την οποία δίνεται ότι lim
x→−∞

( 2)
( )

f x
f x
+  = κ. Να 

βρείτε τα όρια: 

i) lim
x→−∞

( 4)
( )

f x
f x
+                                                        ii) lim

x→−∞

( 4) ( )
( 2) ( )

f x f x
f x f x

+ −
+ −

. 

[Απ.i)κ2 ii)κ+1] 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
 
Β΄  Ομάδα 
6.43. Μια ευθεία  (ε)  διέρχεται από το σημείο  Α(1,2)  και τέμνει τους θετι-
κούς ημιάξονες  Οx  και  Οy  στα σημεία  Μ  και  Ν  αντίστοιχα. 
α) Να εκφράσετε το εμβαδόν του τριγώνου  ΟΜΝ  ως συνάρτηση της τε-
τμημένης  κ  του σημείου  Μ. 

β) Να βρείτε το όριο του εμβαδού του τριγώνου, όταν το  κ  τείνει στο  
+∞   και όταν το  κ  τείνει στο  1. 
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6.44. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 2 ( 2) 1αx α x+ − −  + κx. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α, κ  

ώστε    lim
x→+∞

f (x) = 1
2 . 

[Απ.α=4, κ=-2] 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
6.45. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Αν  0 ≤  f (x) ≤  1
x  + 2–x , για κάθε  x∈ , τότε το  lim

x→+∞
f (x) = 0. 

II. Αν μια συνάρτηση  f : [0,+∞ )→   είναι γνησίως αύξουσα, τότε πάντοτε ισχύει   
lim
x→+∞

f (x) = +∞ . 

 
6.46. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

I. Αν  f (x) ≤  x3 – 5x  για κάθε  x < 0, τότε το  lim
x→−∞

f (x)  είναι  

Α. 0                  Β. +∞                   Γ. –1                  Δ. –∞                   Ε. Δεν υπάρχει 

II. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
2

2
3 5 1
4 9
x x
x x
− +
+ −

. Η τιμή  f (102008)  προσεγγίζεται με ικανοποιητική α-

κρίβεια από τον αριθμό 
Α. 1                   Β. 0,75                   Γ. 0,5                   Δ. 106                   Ε. 0,25 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    7 
 
 

 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 
 
 
 
 

ι συναρτήσεις που έχουν ως γραφική παράσταση μία συνεχόμενη γραμ-
μή, χωρίς να παρουσιάζονται διακοπές κατά τη σχεδίασή της, παρου-

σιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Είναι η πρώτη κλάση συναρτήσεων που συνα-
ντάμε, όπως θα δούμε στην επόμενη ενότητα, οι οποίες έχουν σημαντικές ι-
διότητες και συνδέονται με τις έννοιες της ολοκλήρωσης και της παραγώγι-
σης. 
Για να ορίσουμε την έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης, χρησιμοποι-

ούμε το όριο, που όπως έχουμε αναφέρει είναι η έννοια που διαπερνά όλη 
την ανάλυση. Έτσι βλέπουμε εδώ την πρώτη εφαρμογή του, στον ορισμό της 
συνέχειας. Η εξέταση της συνέχειας μιας συνάρτησης τελικά ανάγεται στην 
εύρεση ενός ορίου. Αφού διατυπώσουμε τις ιδιότητές της μπορούμε να ελέγ-
χουμε γρήγορα τη συνέχεια πολλών συναρτήσεων. 

7.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω μια συνάρτηση  f  και  x0  ένα σημείο του πεδίου ορισμού της. 
Θα λέμε ότι η  f  είναι συνεχής στο  x0 , όταν  

0

lim
x x→

f (x) = f (x0). 

Η συνέχεια μιας συνάρτησης έχει νόημα μόνο σε σημεία του πεδίου ορισμού 
της συνάρτησης. 
Όταν μία συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο  x0, του πεδίου ορι-
σμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι ασυνεχής στο  x0. 

7.1.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα 
σημείο  x0  του πεδίου ορισμού της όταν: 
α) Δεν υπάρχει το όριό της στο  x0  ή  
β) Υπάρχει το όριό της στο  x0, αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της,  f (x0), στο ση-
μείο  x0. 

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται 
συνεχής συνάρτηση. Έτσι 

 Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση  Ρ  είναι συνεχής, αφού για κάθε  x0∈   ισχύει 
                    

0

lim
x x→

P(x) = P(x0). 

 Κάθε ρητή συνάρτηση  P
Q   είναι συνεχής, αφού για κάθε  x0  του πεδίου ορισμού της ι-

σχύει    
0

lim
x x→

( )
( )

P x
Q x  = 0

0

( )
( )

P x
Q x . 

Ο
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 Οι συναρτήσεις  f (x) = ημx   και   g(x) = συνx  είναι συνεχείς, αφού για κάθε  x0∈   
ισχύει  

0

lim
x x→

ημx = ημx0      και      
0

lim
x x→

συνx = συνx0 . 

 Οι συναρτήσεις  f (x) = αx   και   g(x) = logαx ,  0 < α ≠ 1  είναι συνεχείς. 
 
7.2. ΟΡΙΣΜΟΣ: • Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα ανοικτό διά-

στημα  (α, β) , όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του  (α, β). 
• Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διά-

στημα  [α, β]   
όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του  (α, β)  και επιπλέον 
       lim

+x α→
f (x) = f (α)   και    lim

x β−→
f (x) = f (β). 

 
7.2.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Ανάλογα μπορούμε να ορίσουμε τη συνέχεια μιας συνάρτησης  f  σε 

διαστήματα της μορφής  [α, β)  και  (α, β]. 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β) , όταν είναι 
συνεχής σε κάθε σημείο του  (α, β)  και  επιπλέον  lim

+x α→
f (x) = f (α). 

• Μια συνάρτηση  f  θα λέμε ότι είναι συνεχής στο διάστημα  (α, β] , όταν είναι 
συνεχής σε κάθε σημείο του  (α, β)  και  επιπλέον  lim

x β→ −
f (x) = f (β). 

 
 
7.3. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι συνεχείς στο σημείο  x0 , τότε είναι 

συνεχείς στο  x0  και οι συναρτήσεις: 

       f + g  ,     c.f  όπου  c∈  ,     f.g  ,     f
g

  ,     f      και     ν f  

με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το  x0. 
 
7.3.1. ΣΧΟΛΙΟ:  I. Δύο συναρτήσεις  f, g  μπορεί να μην είναι συνεχείς, όμως το άθροισμα, το 

γινόμενο ή το πηλίκο τους μπορεί να είναι συνεχής συνάρτηση. 

Για παράδειγμα, οι συναρτήσεις  f (x) = 
1 αν 0

1 αν 0
x
x

− <⎧
⎨ ≥⎩

  και  g(x) = 
1 αν 0
1 αν 0

x
x
<⎧

⎨− ≥⎩
  δεν 

είναι συνεχείς στο  0, όμως οι συναρτήσεις  (f +g)(x) = 0 , (f .g)(x) = –1  και  f
g

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x) = –1  

είναι συνεχείς στο . 
II. Μία συνάρτηση  f  μπορεί να μην είναι συνεχής, ενώ η  ( )f x   να είναι συνεχής. Για 
παράδειγμα, η συνάρτηση  f  στο  I.  δεν είναι συνεχής στο  0, όμως η συνάρτηση   

( )f x  = 1  είναι συνεχής στο  . 
 
7.4. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  x0  και η συνάρτηση  g  είναι συ-

νεχής στο  f (x0), τότε και η σύνθεσή τους  g f  είναι συνεχής στο  x0. 
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______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

7.5.  Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 

⎧ ⋅
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

x x x x
x x

x
x

3

2 αν

αν

αν

0< 1

1 =0
3 =1

− ≠
−   . 

Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη συνέχεια. 
ΛΥΣΗ: 

• Αν  0 < x ≠ 1  η  φ(x) = x3. x   είναι συνεχής ως γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων   
φ1(x) = x3  και  φ2(x) = x . Η  g(x) = φ(x) – φ2(x)  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συ-
ναρτήσεων. H  h(x) = x2 – x  είναι συνεχής ως πολυωνυμική συνάρτηση. 

Επομένως και η  f (x) = ( )
( )

g x
h x   είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

Τότε  f (x) = 
3( 1)

( 1)
x x
x x
⋅ −
−

 = 
2

2
( 1)( 1)
( ) ( 1)

x x x x
x x

⋅ − + +
−

 = 
2 1x x

x
+ + . 

• Αν  x = 0  τότε  f (0) = 1  και  
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

2 1x x
x

+ +  = 
0

lim
x +→

(x2+x+1).
0

lim
x +→

1
x

  

= 1.(+∞ ) = +∞ . Άρα η  f  δεν είναι συνεχής στο σημείο  x = 0. 

• Αν  x = 1  τότε  f(1) = 3  και  
1

lim
x→

f (x) = 
1

lim
x→

2 1x x
x

+ +  = 3
1  = 3. 

Επομένως,  
1

lim
x→

f (x) = f (1)  δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 1. 

Τελικά η  f  είναι συνεχής στο σύνολο  (0,+∞ ). 
 
 

7.6. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
⎧
⎪
⎨
⎪⎩

x αx β xx
x

2 + αν 22
3 αν =2

− ≠
− .  

Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α, β  ώστε η  f  να είναι συνεχής. 
ΛΥΣΗ: 

Αν  x ≠ 2  τότε η  f (x) = 
2

2
x αx β

x
− +
−

  είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση. 

Για να είναι η  f  συνεχής στο    αρκεί να είναι συνεχής και στο σημείο  x0 = 2. Δηλαδή αρ-
κεί να ισχύει  

2
lim
x→

f (x) = f (2) = 3. 

Για  x ≠ 2  είναι  f (x) = 
2

2
x αx β

x
− +
−

  ⇔   x2 – αx + β = (x–2).f (x). 

Έχουμε  
2

lim
x→

(x2–αx+β) = 
2

lim
x→

[(x–2).f (x)]  ⇔   
2

lim
x→

(x2–αx+β) = 
2

lim
x→

(x–2).
2

lim
x→

f (x) 

⇔   22 – α.2 + β = (2–2).3  ⇔   4 – 2α + β = 0  ⇔   β = 2α – 4. 

Άρα  f (x) = 
2 2 4

2
x αx α

x
− + −

−
 = 

2 4 ( 2)
2

x α x
x

− − −
−

 = ( 2)( 2) ( 2)
2

x x α x
x

− + − −
−

 = ( 2)( 2 )
2

x x α
x

− + −
−

  

                = x + 2 – α. 
Πρέπει  

2
lim
x→

f (x) = 3  ⇔   
2

lim
x→

(x + 2 – α) = 3  ⇔   2 + 2 – α = 3  ⇔   4 – α = 3  ⇔   α = 1  και 

β = 2.1 – 4 = 2 – 4 = –2. 
 
 

7.7. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο   και έχει την ιδιότητα: 
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          [f (x) + x][f (x) – x] ≤  2f (x).ημ(πx) +συν2(πx) – 2x ,  για κάθε  x∈ . 
Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 1. 

ΛΥΣΗ: 

Για κάθε  x∈   είναι:   [f (x) + x][f (x) – x] ≤  2f (x).ημ(πx) + συν2(πx) – 2x   ⇔  
                                            f 2(x) – x2 ≤  2f (x).ημ(πx) + 1 – ημ2(πx) – 2x          ⇔    
                                          f 2(x) – 2f (x).ημ(πx) + ημ2(πx) ≤  x2 – 2x + 1            ⇔  
                                                   [f (x) – ημ(πx)]2  ≤   (x–1)2                               ⇔  

                                              [ ]2( ) ημ( )f x πx−   ≤   2( 1)x−                            ⇔  

                                                 ( ) ημ( )f x πx−   ≤   1x −                                 ⇔  

                                               – 1x −  ≤  f (x) – ημ(πx) ≤  1x −                        ⇔  

                                         ημ(πx) – 1x −  ≤  f (x) ≤  ημ(πx) + 1x −  . 

Για  x = 1  έχουμε:  ημ(π.1) – 1 1−  ≤  f (1) ≤  ημ(π.1) + 1 1−   ⇔    0 ≤  f (1) ≤  0 
                                 Επομένως,  f (1) = 0. 
Είναι:  

1
lim
x→

[ημ(πx) – 1x − ] = ημ(π.1) – 1 1−  = 0  και   
1

lim
x→

[ημ(πx) + 1x − ] = 0 

                                 Επομένως και  
1

lim
x→

f (x) = 0. 

Άρα  
1

lim
x→

f (x) = f (1) = 0 ,  δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 1. 

 
 

7.8. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f  και  g  οι οποίες ικανοποιούν τις σχέσεις: 
    f (x+y) = f (x).g(y) + g(x).f (y)   ,    g(x+y) = g(x).g(y) – f (x).f (y)   για κάθε  x, y∈ ,  
και  f (0) ≠ g(0). Να αποδείξετε ότι: 
α)   f (0) = 0   και   g(0) = 1. 
β)   Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι συνεχείς στο σημείο  x = 0, τότε είναι συνεχείς στο  . 

ΛΥΣΗ: 
α)  Για  x = y = 0  η πρώτη από τις οι δοθείσες σχέσεις δίνουν: 

f (0) = f (0).g(0) + g(0).f (0)  ⇔   f (0) = 2f (0).g(0)  ⇔   f (0) – 2f (0).g(0) = 0  ⇔    

f (0).[1–2g(0)] = 0  ⇔   f (0) = 0  ή  1–2g(0) = 0  ⇔   f (0) = 0  ή  g(0) = 1
2 . 

Η δεύτερη δίνει:  g(0) = g(0).g(0) – f (0).f (0)  ⇔   g(0) = g2(0) – f 2(0). 
o Αν  f (0) = 0  η τελευταία ισότητα γίνεται  g(0) = g2(0)  ⇔   g(0) – g2(0) = 0  ⇔    

g(0).[1–g(0)] = 0  ⇔   g(0) = 0  ή  g(0) = 1. Επειδή  f (0) ≠ g(0)  θα είναι  g(0) = 1. 
o Ενώ αν  g(0) = 1

2   τότε  1
2  = 1

4  – f 2(0)  ⇔   f 2(0) = 1
4  – 1

2  = – 1
4   αδύνατο. 

Επομένως,  f (0) = 0  και  g(0) = 1. 
β)  Αφού οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο  0, θα έχουμε:   

0
lim
x→

f (x) = f (0) = 0  και  
0

lim
x→

g(x) = g(0) = 1. 

Έστω  x0∈ . Θέτουμε  x – x0 = h  ⇔   x = x0 + h. Επειδή  x→ x0  τότε  h→ 0. 
Άρα 

0

lim
x x→

f (x) = 
0

lim
h→

f (x0+h) = 
0

lim
h→

[f (x0).g(h) + g(x0).f (h)] = f (x0)
0

lim
h→
⋅ g(h) + g(x0)

0
lim
h→
⋅ f (h)  

= f (x0).1 + g(x0).0 = f (x0)  και   

0

lim
x x→

g(x) = 
0

lim
h→

g(x0+h) = 
0

lim
h→

[g(x0).g(h) – f (x0).f (h)] = g(x0)
0

lim
h→
⋅ g(h) – f (x0)

0
lim
h→
⋅ f (h)  

= g(x0).1 – f (x0).0 = g(x0). 
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Άρα οι  δύο συναρτήσεις είναι συνεχείς στο  x0, επομένως θα είναι συνεχείς στο  . 
 

7.9. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία δίνεται η σχέση: 
                      f 3(x) + f (x) = f 2(x) + x ,   για κάθε  x∈ .  
Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο  σημείο  x0 = 0. 

ΛΥΣΗ: 
Για κάθε  x∈   είναι:   
f 3(x) + f (x) = f 2(x) + x  ⇔   f 3(x) – f 2(x) + f (x) = x  ⇔   f (x).[f 2(x) – f (x) + 1] = x  (1)  
Το τριώνυμο  φ(y) = y2 – y + 1  έχει  Δ = 1 – 4 = –3 < 0  άρα  y2 – y + 1 > 0  οπότε   
f 2(x) – f (x) + 1 > 0. 
Επομένως η  (1)  ⇔   f (x) = 2 ( ) ( ) 1

x
f x f x− +

. 

Είναι  ( )f x  = 2 ( ) ( ) 1
x

f x f x− +
 = 2 ( ) ( ) 1

x
f x f x− +

 ≤  
3
4

x  = 4
3 x⋅ . 

Το τριώνυμο  φ(y)  έχει ελάχιστη τιμή την  – 4
Δ
α  = – 3

4
−  = 3

4 . 

Οπότε  – 4
3 x⋅  ≤  f (x) ≤  4

3 x⋅  ,  για κάθε  x∈ . 

Για  x = 0  έχουμε  – 4
3 0⋅  ≤  f (0) ≤  4

3 0⋅   ⇔   0 ≤  f (0) ≤  0  ⇔   f (0) = 0. 

Είναι  
0

lim
x→

(– 4
3 x⋅ ) = 0 ,  

0
lim
x→

( 4
3 x⋅ ) = 0   οπότε και  

0
lim
x→

f (x) = 0 = f (0). 

Άρα η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0. 
 
 

7.10. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο   και επαληθεύει τη σχέση: 

                   f (x) – ⋅2

2

( +1) ημ
+1

x x
x

 =  −
2

( ) ημ
+1

f x x
x

  ,    για κάθε  x∈ . 

ΛΥΣΗ: 

Για κάθε  x∈   είναι:   f (x) – 
2

2

( 1) ημ
1

x x
x

+ ⋅

+
 =  

2

( ) ημ
1

f x x
x
−

+
    ⇔  

     f (x) 2 1x⋅ +  – (x+1)2.ημx = f (x) – ημx   ⇔    f (x) 2 1x⋅ +  – f (x) = (x+1)2.ημx – ημx    ⇔  

      f (x).( 2 1x +  – 1) = [(x+1)2 – 1].ημx   ⇔    f (x).( 2 1x +  – 1) = (x2+2x+1–1).ημx     ⇔  

         f (x).( 2 1x +  – 1) = (x2 + 2x).ημx       ⇔    f (x).( 2 1x +  – 1) = x.(x+2).ημx   (1) 
2 1x +  – 1 = 0  ⇔   2 1x +  = 1  ⇔   x2+1 = 1  ⇔   x2 = 0  ⇔   x = 0. 

• Αν  x ≠ 0  τότε  η  (1)  ⇔   f (x) = 
2

( 2) ημ
1 1

x x x
x
+ ⋅

+ −
 . 

• Αν  x = 0  τότε επειδή η  f  είναι συνεχής στο   , θα είναι συνεχής και στο σημείο   

x = 0  επομένως,  f (0) = 
0

lim
x→

f (x).   Για  x ≠ 0  είναι  f (x) = 
2

( 2) ημ
1 1

x x x
x
+ ⋅

+ −
 = 

( )
( )( )

2

2 2

( 2) ημ 1 1

1 1 1 1

x x x x

x x

+ ⋅ ⋅ + +

+ − + +
 = 

( )
( )

2

2
2 2

( 2) 1 1 ημ

1 1

x x x x

x

+ ⋅ + + ⋅

+ −
 = 

( )
( )

2

2
2 2

( 2) 1 1 ημ

1 1

x x x x

x

+ ⋅ + + ⋅

+ −
 = 

Το τριώνυμο  φ(x)=αx2+βx+γ, 
α ≠ 0 έχει ελάχιστη τιμή όταν 

α>0  και είναι  φ( − β
2α

)= − Δ
4α

. 

Όταν  α<0  το τριώνυμο έχει 
μέγιστη τιμή. 
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( )2

2

( 2) 1 1 ημ

1 1

x x x x

x

+ ⋅ + + ⋅

+ −
 = 

( )2

2

( 2) 1 1 ημx x x x

x

+ ⋅ + + ⋅
 = (x+2)( 2 1x + +1) ημx

x⋅  

Άρα  f (0) = 
0

lim
x→

[(x+2)( 2 1x + +1) ημx
x⋅ ] = 

0
lim
x→

(x+2).
0

lim
x→

( 2 1x + +1).
0

lim
x→

ημx
x  

                = 2.2.1 = 4. 

Η ζητούμενη συνάρτηση  f  έχει τύπο:  f (x) = 2

( 2) ημ αν 0
1 1

4 αν 0

x x x x
x

x

+ ⋅⎧ ≠⎪
+ −⎨

⎪ =⎩

  . 

 
 

7.11. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   και ικανοποιεί τη σχέση: 
          x.[x2.f (x) – 5x + 1]  ≥   f (x) – 4  ,  για κάθε  x∈ . 
Να βρείτε το  f (1). 

ΛΥΣΗ: 
Επειδή η  f  είναι συνεχής στο    θα είναι συνεχής και στο σημείο  x = 1, επομένως, 
f (1) = 

1
lim
x→

f (x) 

Για κάθε  x∈   είναι:   x.[x2.f (x) – 5x + 1] ≥  f (x) – 4   ⇔  
       x3.f (x) – 5x2 + x ≥  f (x) – 4  ⇔   x3.f (x) – f (x) ≥  5x2 – x – 4     ⇔  
     (x3–1).f (x) ≥  5x2 – x – 4  ⇔   (x–1)(x2+x+1).f (x) ≥  (x–1)(5x+4)  (1) 

• Αν  x > 1  τότε  η  (1)  ⇔   f (x) ≥  2
( 1)(5 4)

( 1)( 1)
x x

x x x
− +

− + +
  ⇔   f (x) ≥  2

5 4
1

x
x x

+
+ +

. 

Είναι  
1

lim
x +→

f (x) ≥  
1

lim
x +→ 2

5 4
1

x
x x

+
+ +

  ⇒   f (1) ≥  2
5 1 4

1 1 1
⋅ +
+ +

  ⇔   f (1) ≥  9
3   ⇔   f (1) ≥  3  (2) 

• Αν  x < 1  τότε  η  (1)  ⇔   f (x) ≤  2
( 1)(5 4)

( 1)( 1)
x x

x x x
− +

− + +
  ⇔   f (x) ≤  2

5 4
1

x
x x

+
+ +

. 

Είναι  
1

lim
x −→

f (x) ≤  
1

lim
x −→ 2

5 4
1

x
x x

+
+ +

  ⇒   f (1) ≤  2
5 1 4

1 1 1
⋅ +
+ +

  ⇔   f (1) ≤  9
3   ⇔   f (1) ≤  3  (3) 

Από  (2)  και  (3)  έχουμε ότι  f (1) = 3. 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
7.12. Να εξετάσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις με τύπους: 

i)  f (x) = 
24 9 2 αν {2}2

7 αν 2

x x xx
x

⎧ − + ∈ −⎪ −⎨
⎪ =⎩

 στη θέση  x0 = 2. 

ii)  g(x) = 
αν 0

1 αν 0

x x

x
x

≥⎧⎪
⎨ <⎪⎩

 στη θέση  x0 = 0. 

 
7.13. Να εξετάσετε αν είναι συνεχής η συνάρτηση 
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i) f (x) =

2 21 1 αν 0

1 αν 0
εφ αν 0
ημ 2

x x x x x
x

x
x x
x

⎧ + + − − + <⎪
⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ < <
⎪⎩

π
 στο σημείο  x0 = 0. 

ii) f (x) = αν 0

0 αν 0

x
x xx

x

⎧
⎪ ⋅ ≠
⎨
⎪ =⎩

  στο σημείο  x0 = 0. 

iii)  f (x) = 2
1 συν αν 0

1 αν 0

x x
x

x

−⎧ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

 στο σημείο  x0 = 0. 

iv)  f (x) = 

2

2

2 3 4 αν 11
1 αν 1

3 5 2 αν 11

x xx
x

x x xx

⎧ + − >⎪ −⎪⎪ =⎨
⎪ − +⎪ <

−⎪⎩

 στο  x0 = 1. 

[Απ.i)Συνεχής ii) Συνεχής iii)Ασυνεχής iv)Συνεχής] 

 

7.14. Έστω η συνάρτηση  f  με    f (x) = 
3

2

3 1 0 2

1 1 2
4

α x
x

x x
x

,

,

⎧ + < ≤⎪⎪
⎨
− −⎪ >

⎪ −⎩

. 

Να προσδιοριστεί το  α∈  ώστε η συνάρτηση να είναι συνεχής στο  x0 = 2. 
[Απ.α=-3] 

 

7.15. Δίνεται η συνάρτηση:    f (x) = 

2

2 2

1 3 αν 23 6
7 αν 23 3

x xx
x κ κx xx

⎧ − − >⎪ −
⎨

+⎪ + + ≤⎩ −

  

Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός  κ,  ώστε η συνάρτηση να είναι συνεχής στο σημείο   
x0 = 2. 

[Απ.κ=1] 

 

7.16. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 
( 1)

αν 0

1 αν 0

x x
xx
x

⎧ −
⎪ ≠
⎨
⎪ =⎩

. 

Να εξεταστεί αν είναι συνεχής και να γίνει η γραφική παράσταση αυτής. 
 
7.17. Να προσδιορίσετε τα  α, β∈   ώστε η συνάρτηση  f  με  

          f (x) = 

1

2

3 αν 1
2 3 αν 1 0
ημ συν 1 αν 0

xαe x x
x αx β x

β x α x x

+⎧ + ≤ −
⎪ − + − < <⎨
⎪ ⋅ + ⋅ + ≤⎩

   να είναι συνεχής στο  . 

[Απ.α=4, β= 5
3
] 

 
7.18. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει  ( )f x ≤ 2x −  , για κάθε  x∈ . Να απο-
δείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 2. 
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7.19. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει: 
( ) ( )f x f y− ≤ κ x y⋅ −   για κάθε  x, y∈  και  κ > 0. Να αποδείξετε ότι: 

i)  Η  f  είναι συνεχής στο  . 
ii) Αν  κ∈ (0,1) , τότε η εξίσωση  f (x) = x ,  έχει το πολύ μια πραγματική ρίζα. 

 
7.20. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις  

i) f (x) = συν(
2

2
2
2

x
x
−
+

)                                                    ii) g(x) = ημ 21 x−  

iii) h(x) = 
3

2
συν 1
3 συν

x
x

−
−

                                                     iv) φ(x) = συν(ημ5x)  

 

7.21. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση  f (x) = 
( συν ) αν 0

ημ
0 αν 0

x x x x
x x

x

+⎧ ≠⎪ +⎨
⎪ =⎩

. 

 

7.22. Να μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση   f (x) = 
1ημ( ) 0

0 0

αν

αν

νx x
x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

  ,  ν *∈ . 

 

7.23. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f : [0,
2
π ]→  με  f (x) =

( )2 1ημ
αν 0ημ

1 αν 0

x x xx
x

⎧ ⋅⎪⎪ ≠⎨
⎪

=⎪⎩

  είναι  

συνεχής. 
 

7.24. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f : [–
2
π , π)→   με   f (x) = 

1 συν2ημ αν 0
ημ

2 αν 0

xx x
x

x

⎧ −+ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

   

είναι συνεχής. 
 
7.25. Δίνονται οι συναρτήσεις  f, g  με τύπους 

       f (x) = 
2 1 αν 0

3 αν 0

x x
x

x

⎧ − ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

                       g(x) = 
1 αν 0

3 αν 0

x
x

x

⎧ ≠⎪
⎨
⎪− =⎩

. 

i)  Να εξετάσετε αν είναι συνεχείς οι συναρτήσεις  f ,  g  και  f + g. 
ii) Να εξετάσετε αν ισχύει η ισοδυναμία:   f , g  συνεχείς    ⇔     f + g  συνεχής. 

 
7.26. Να βρεθεί συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο    και επαληθεύει την ισότητα: 

    2f (x) + 22 3x x− +  = 1 + x.[f (x) + 1] ,  για κάθε  x∈ . 
 
7.27. Να επεκτείνετε κατάλληλα τη συνάρτηση  f (x) = 5e3x – 2x.ημ( 1

x
) , ώστε να είναι συνεχής στο  

. 
 
7.28. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f (x) = 1/3 1x

x
+

, μπορεί να επεκταθεί κατάλληλα στο  , ώστε 

να είναι συνεχής σ’ αυτό. 
[Απ.Επεκτείνεται με f(0)=0] 
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7.29. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 
22 αν 3

3
1 αν 3

x αx β x
x

x

⎧ + + ≠ −⎪
+⎨

⎪ − = −⎩

. 

Να βρείτετις τιμές των πραγματικών αριθμών  α, β  ώστε, η  f  να είναι συνεχής. 
[Απ.α=11, β=15] 

 

7.30. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 

2

2

αν 22
αν 2

4 αν 2
2

x x λ xx
λ κ x

x κx λ x
x

⎧ + + <⎪ −
⎪ − =⎨
⎪ + −⎪ >

−⎩

.  Να βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων  

λ  και  κ, ώστε η  f  να είναι συνεχής. 
[Απ.λ=-6, κ=-11] 

 
7.31. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι περιττή στο  , συνεχής στο σημείο  x0 = 1  και  

1
lim
x→ 2

( ) 2
( 1)
f x
x

+
−

 = 3. 

i) Να υπολογίσετε το  f (1). 
ii) Να δείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x1 = –1. 

iii) Βρείτε το όριο  
1

lim
x→− 2

( ) 3
1 2

f x
x x

−
+ +

. 

[Απ.i)-2 iii)- ∞ ] 

 
7.32. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0  και για κάθε  x∈   ικανοποιεί τη σχέση  

x.f (x) ≥  ημx. Να υπολογίσετε το  f (0). 
[Απ.1] 

 
7.33. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο    και έχει την ιδιότητα: 

            [f (x) + 2].[f (x) – 2] ≤  2x.[f (x) – 2] ,  για κάθε  x∈ .  
Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 2. 

 
7.34. Έστω οι συναρτήσεις  f, g: →   οι οποίες επαληθεύουν τη σχέση:   

     f 2(x) + g 2(x) ≤  ημ2x , για κάθε  x∈ .   Να αποδείξετε ότι: 
i) ( )f x ≤ ημx   και  ( )g x ≤ ημx , για κάθε  x∈ . 
ii) Οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στα σημεία  κπ,  κ∈ .  

 
7.35. Θεωρούμε τις πραγματικές συναρτήσεις  f , g  οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 

f 2(x) + g 2(x) + 4g(x) + 5 ≤  2f (x) + ημ2x , για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι: 
i) Η  f (0) = 1  και  g(0) = –2. 
ii) Οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο  0. 

 
7.36. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    η οποία επαληθεύει την ισότητα: 

       3f (x) = 2x + ημf (x) ,  για κάθε  x∈ .  Να αποδείξετε ότι: 
α) ( )f x ≤ x , για κάθε  x∈ . 
β) Η  f  είναι συνεχής στο  σημείο  x0 = 0. 

 
7.37. Για μία συνάρτηση  f  δίνεται ότι:f 3(x) + 3f (x) + 1 = x3 + 2f 2(x) ,  για κάθε  x∈ . Να αποδεί-

ξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 1. 
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7.38. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία έχει την ιδιότητα  f (x + y) = f (x) + f (y) ,  για κάθε  x, y∈ . 
Αν η  f είναι συνεχής στο σημείο x = 0 , να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο . 

 
7.39. Μια συνάρτηση  f : *→   έχει την ιδιότητα  f (x + y) + x + y = ( f (x) + x)( f (y) + y), για κά-

θε  x, y∈  και  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0. Να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
 
7.40. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία δίνεται ότι: 

  f (x.y) = ημ( 2
πx ).f (y) + ημ( 2

πy ).f (x) ,  για κάθε  x, y∈ . Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο   

x0 = 1 , να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο . 
 
7.41. Θεωρούμε συνάρτηση  f : (0,+∞ )→   η οποία επαληθεύει την ισότητα: 

f (x.y) = ( )f x
y

 + ( )f y
x ,  για κάθε  x, y∈ (0,+∞ ). Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 1 , να 

αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  (0, +∞ ). 
 
7.42. α) Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και συνεχής στο  . Να αποδείξετε ότι για κάθε  x0∈   

ισχύει ότι   
0

lim
h→

[f (x0 + h) – f (x0 – h)] = 0. 

β) Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση   

            f (x) = 
ημ , 0

0 , 0

x x
x

x

⎧ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
7.43. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία ικανοποιεί τη σχέση  

  f (x + y) = ex.f (y) + ey.f (x),  για κάθε  x, y∈ . 
Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 0 , να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
i)  f (0) = 0  

ii)  f (–x) = – 2
( )

x
f x
e

 ,   για κάθε  x∈ . 

iii) Αν η  f  είναι συνεχής στο  α∈ , τότε είναι συνεχής και στο  0. 
iv) Αν η  f  είναι συνεχής στο  α∈ , τότε είναι συνεχής στο  . 

 
7.44. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει ότι: 

    f (x + y) = f (x) + f (y) ,   για κάθε  x, y∈ . 
i) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 0, να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
ii) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  α, να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 

 
7.45. Έστω συνάρτηση  f : *→   για την οποία ισχύει ότι: 

   f (x + y) = f (x).f (y) ,   για κάθε  x, y∈ . 
i) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 0, να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
ii) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  α, να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 

 
7.46. Έστω συνάρτηση  f : (0,+∞ )→   με την ιδιότητα: 

      f (x.y) = f (x) + f (y) ,   για κάθε  x, y > 0. 
i) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x = 1, να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
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ii) Αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  α, α > 0  να αποδείξετε ότι είναι συνεχής στο  . 
 
7.47. Έστω  f : [0,1]→  , αύξουσα στο διάστημα  [0,1]. Αν για τα  x1, x2, x3  με   

0 ≤  x1 < x2 < x3 < 1 , ισχύει:    3 2

3 2

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≥  2 1

2 1

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ,  να αποδείξετε ότι η  f  είναι συ-

νεχής στο διάστημα  [0,1). 

Εφαρμογή:  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = αν 0 1
2
1 αν 1

x x

x

⎧ ≤ <⎪
⎨
⎪ =⎩

. Η  f  έχει όλες τις προηγούμενες ιδιό-

τητες και δεν είναι συνεχής στο σημείο  x = 1. 
 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
7.48. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 
I. Η συνάρτηση  f (x) = x3 – x.ημα + eα  είναι συνεχής ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
II. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και  f (–1) = 2 τότε  f (x) > 0  με   

x∈ (α, –1)∪ (–1, β). 
III. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και  f (1) = –2 τότε  η συνάρτηση   

g(x) = 1
( ) 1f x +

ορίζεται σε ένα διάστημα  (α,1)∪ (1, β). 

IV. Για μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο  Δ  ισχύει: 
 f  συνεχής στο  Δ  αν και μόνο αν  f 2 συνεχής στο  Δ. 

V. Για μια συνάρτηση  f  ορισμένη και μη αρνητική στο  Δ  ισχύει: 
   f  συνεχής στο  Δ  αν και μόνο αν  f 3 συνεχής στο  Δ. 

VI. Αν  f  συνάρτηση ορισμένη και μη αρνητική στο  Δ  τότε: 
   f  συνεχής στο  Δ  αν και μόνο αν  f  συνεχής στο  Δ. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    8 
 
 

 

ΒΑΣΙΚΑ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 
ΣΥΝΕΧΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
 
 
 
 
 

 ενότητα αυτή είναι αφιερωμένη σε ορισμένα βασικά θεωρήματα, που 
είναι απόρροια της συνέχειας μιας συνάρτησης. Όπως θα δούμε από τις 

γεωμετρικές ερμηνείες τους, η εξήγησή τους διαισθητικά εκφράζει κάτι σα-
φές και απλό, όμως η αναλυτική απόδειξή τους απαιτεί προχωρημένες γνώ-
σεις μαθηματικών1. Εδώ απλώς διατυπώνονται, δίνεται η γεωμετρική ερμη-
νεία τους, εξετάζουμε κάποιες συνέπειές τους που μας βοηθούν στη μελέτη 
μιας συνάρτησης και παρατίθεται ένα μεγάλο πλήθος θεμάτων, το οποίο μας 
δίνει μία εικόνα του εύρους των εφαρμογών τους. 
Το πρώτο από αυτά είναι το θεώρημα Bolzano-Weierstrass, το οποίο χρη-

σιμοποιείται στην απόδειξη του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών. Το τελευ-
ταίο έχει σαν συνέπεια τη διαπίστωση ότι η εικόνα ενός διαστήματος μέσω 
μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης είναι διάστημα. Αν επί πλέον η 
συνάρτηση είναι γνήσια μονότονη στο διάστημα, τότε μπορούμε να βρούμε 
το σύνολο τιμών της. Μία σημαντική συνέπεια του θεωρήματος ενδιαμέσων 
τιμών δίνεται στο θέμα  8.99 , όπου μία συνεχής και 1-1 συνάρτηση είναι 
γνησίως μονότονη. Τέλος, το θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής μιας 
συνεχούς συνάρτησης σε κλειστό διάστημα, ένα υπαρξιακό θεώρημα, με ση-
μαντικές εφαρμογές. 
Το θεώρημα Bolzano διατυπώθηκε νωρίς γιατί έχει μία προφανή γραφική 

ερμηνεία. Πρακτικά εκφράζει την ιδιότητα που έχουν οι γραφικές παραστά-
σεις των συνεχών συναρτήσεων να τμήσουν μια ευθεία του επιπέδου όταν 
συνδέσουμε δύο σημεία που ανήκουν στα δύο ημιεπίπεδα που δημιουργεί η 
ευθεία.  
 

                                                                 
1 Στον πυρήνα της απόδειξης των θεωρημάτων αυτών βρίσκεται μία ιδιότητα των πραγματικών αριθμών 
και αποτελεί ένα από τα αξιώματα του  γνωστό ως αξίωμα της πληρότητας. Το αξίωμα αυτό αναφέρει 
ότι “κάθε άνω φραγμένο υποσύνολο των πραγματικών αριθμών έχει ελάχιστο άνω φράγμα (supremum)”. 
Όμοια ένα κάτω φραγμένο υποσύνολο του  έχει ελάχιστο κάτω φράγμα (infimum). 

Η
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8.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Θεώρημα  
Bolzano2) 

Έστω μια συνάρτηση  f, ορισμένη σ’ ένα κλειστό διάστημα  [α,β]. Αν   
• η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και 
• f (α) . f (β) < 0 , 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  x0∈ (α, β)  τέτοιο, ώστε   f (x0) = 0. 
Δηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίζα της εξίσωσης  f (x) = 0  στο 
ανοικτό διάστημα  (α, β). 

 
Γεωμετρική ερμηνεία 
του θεωρήματος 
Bolzano 

Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη γρα-
φική παράσταση μιας συνεχούς συ-
νάρτησης  f  στο διάστημα  [α, β].  
Τα  f (α) , f (β)  είναι ετερόσημοι και 
έστω π.χ. ότι  f (α) < 0,  ενώ   
f (β) > 0. Τα σημεία  Α(α, f (α))  και   
Β(β, f (β))  βρίσκονται εκατέρωθεν 
του άξονα  x΄x. Τότε η γραφική πα-
ράσταση της  f  θα τέμνει τον άξονα 
σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο διάστημα  (α, β). 

 
8.1.1.ΣΧΟΛΙΟ:  Η γεωμετρική ερμηνεία του θ. Bolzano μας δηλώνει το διαισθητικά προφανές. 

Αν σχεδιάσουμε μία συνεχή καμπύλη ξεκινώντας από το ένα ημιεπίπεδο, που δημιουργεί-
ται από τον άξονα  x΄x, στο άλλο ημιεπίπεδο, τότε θα τμήσουμε μία τουλάχιστον φορά 
τον άξονα  x΄x. Αυτή η σημαντική παρατήρηση διατυπώθηκε γρήγορα, αλλά η απόδειξή 
της έγινε μετέπειτα όταν μελετήθηκαν σε βάθος οι ιδιότητες του συνόλου των πραγματι-
κών αριθμών. 

 
 
Ανάγκη υποθέσεων θ. 
Bolzano 

Το θεώρημα Bolzano έχει δύο προυποθέσεις: Η  f  είναι συνεχής στο  
[α,β]  και  f (α).f (β) < 0. Είναι οι ελάχιστες προϋποθέσεις για την ισχύ του 
θεωρήματος; Στα επόμενα σχέδια βλέπουμε ότι αν δεν ισχύει κάποια από 
αυτές τότε ΔΕΝ συμπεραίνουμε κατ’ ανάγκη την ύπαρξη  x0∈ (α, β)  ώστε  
f (x0) = 0. Στο σχέδιο 1 βλέπουμε ότι η  f  δεν είναι συνεχής στο  [α, β]  
εφ’ όσον δεν είναι συνεχής σε ένα εσωτερικό σημείο του διαστήματος, 
ενώ στο σχέδιο 2 οι τιμές  f (α)  και  f (β)  είναι ομόσημες. Και στις δύο 
περιπτώσεις η  f  δεν μηδενίζεται στο  (α, β). 

                                                                 
2 BERNARD BOLZANO (1791–1848). 

 

Βοημός θεολόγος, φιλόσοφος, μαθηματικός. Το 1805 χειροτονήθηκε ιερέας και στη συνέχεια 
έγινε καθηγητής στο Πανεπιστήμιο της Πράγας, στην έδρα της επιστήμης των θρησκευμά-
των. Ο τρόπος που διεξήγαγε τη διδασκαλία του δεν ήταν σύμφωνη με τις αντιλήψεις της 
αυστριακής κυβέρνησης και ως εκ τούτου απομακρύνθηκε με συνταξιοδότηση. Επειδή βρι-
σκόταν μακριά από τα τότε επιστημονικά κέντρα τα γραπτά του είχαν περιορισμένη  

δημοσιότητα και η επίδραση των ιδεών του ήταν μηδαμινή. Αυτές αναγνωρίστηκαν όταν μεταγενέστεροι 
έφθασαν σε αποτελέσματα που αυτός είχε προηγούμενα διατυπώσει. Τα γραπτά του αποδεικνύουν ότι 
προηγήθηκε του G. Cantor  σε παρατηρήσεις για το άπειρο και ότι πριν από τον Cauchy και τον Weier-
strass εφάρμοσε μεθόδους που σήμερα αποδίδονται σε αυτούς. Συνέβαλε στον ορισμό της έννοιας της συ-
νεχούς συνάρτησης και πεπεισμένος για την ανάγκη της διαπραγμάτευσης των ζητημάτων της ανάλυσης 
χωρίς να προστρέχουμε στη γεωμετρική εποπτεία, αφιέρωσε μια εργασία για να αποδείξει το θεώρημα 
που φέρει το όνομά του και είναι μία από αυτές που εστερέωσαν τη φήμη του. 
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                Σχέδιο 1                                                            Σχέδιο 2    

 
Ισχύει το αντίστροφο 
του θεωρήματος 
Bolzano; 

Μετά τη διατύπωση του θεωρήματος Bolzano τίθεται το ερώτημα: 
Ισχύει το αντίστροφο; Αν όχι, μήπως ισχύουν τα μερικά αντίστροφα; 
Δηλαδή, θέλουμε να εξετάσουμε την αλήθεια των επόμενων προτάσεων: 
(i)  Αντίστροφο: Αν μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο διάστημα  [α, β]  

και υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  x0∈ (α, β)  τέτοιο, ώστε   f (x0) = 0 , τό-
τε έπεται ότι η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και  f (α).f (β) < 0; 

(ii)  1ο  Μερικό αντίστροφο: Αν μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και συ-
νεχής στο διάστημα  [α, β]  και υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  x0∈ (α, β)  
τέτοιο, ώστε  f (x0) = 0 , τότε έπεται ότι  f (α).f (β) < 0; 

(iii)  2ο  Μερικό αντίστροφο: Αν μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο 
διάστημα  [α, β]  με  f (α).f (β) < 0  και υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  
x0∈ (α, β)  τέτοιο, ώστε  f (x0) = 0, τότε έπεται ότι η  f  είναι συνεχής; 

Η απάντηση είναι αρνητική όπως φαίνεται από τα επόμενα σχέδια. 
 

     
 
                  Σχέδιο 3                                                    Σχέδιο 4                                           Σχέδιο 5   
 
8.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το θεώρημα Bolzano έχει “υπαρξιακό” χαρακτήρα. Μας εξασφαλίζει δη-

λαδή την ύπαρξη ενός αριθμού  x0∈ (α, β)  με  f (x0) = 0. Δεν μας δίνει όμως έναν τρόπο για 
να προσδιορίσουμε τον  x0. Έτσι χρησιμοποιείται σε άλλες προτάσεις, που με τη σειρά τους 
εξασφαλίζουν την ύπαρξη ενός αριθμού ώστε να ισχύει κάποια ιδιότητα. Εφαρμόζεται σε 
πολλά θεωρητικά θέματα που επιδιώκουν την ύπαρξη κάποιου αριθμού. 
Ενώ λοιπόν φαίνεται ότι είναι ένα καθαρά “υπαρξιακό” θεώρημα, μπορούμε να δούμε 

ότι με την αλλεπάλληλη εφαρμογή του σε ένα διάστημα μπορούμε να δημιουργήσουμε έ-
ναν αλγόριθμο ο οποίος μας οδηγεί σε μία ικανοποιητική προσσέγγιση του αριθμού  x0. 
Ας θεωρήσουμε μία συνάρτηση  f  συνεχή στο διάστημα  [α, β]  και  f (α) < 0 , f (β) > 0. 

Τότε υπάρχει  x0∈ (α, β)  με  f (x0) = 0. Βρίσκουμε το  f ( 2
α β+ ). Αν αυτός είναι θετικός α-
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ριθμός εφαρμόζουμε το θεώρημα στο διάστημα  [α, 2
α β+ ] , διαφορετικά το εφαρμόζουμε 

στο διάστημα  [ 2
α β+ , β]. Ονομάζουμε  [α1, β1]  το διάστημα που θα θεωρήσουμε και δου-

λεύουμε παρόμοια βρίσκοντας διάστημα  [α2, β2]. Αν επαναλάβουμε τη διαδικασία αυτή  ν  
φορές τότε παίρνουμε διάστημα  [αν, βν]  τέτοιο ώστε να ισχύει 
                  α ≤  α1 ≤  α2 ≤  … αν ≤  x0 ≤  βν ≤  … ≤  β2 ≤  β1 ≤  β    
Μπορούμε να θεωρήσουμε ως  x0  ένα από τα  αν , βν  ανάλογα με την ακρίβεια που επιθυ-
μούμε. 

 
 
8.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: 
 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και δεν μηδενί-
ζεται σ’ αυτό, τότε αυτή  ή  είναι θετική για κάθε  x∈Δ  ή  είναι αρνη-
τική για κάθε  x∈Δ, δηλαδή διατηρεί το πρόσημό της στο διάστημα  Δ. 

Απόδειξη:  Υποθέτουμε ότι υπάρχουν  x1, x2∈Δ, έστω  x1< x2, τέτοια ώστε  τα  f (x1) , f (x2)  να 
είναι ετερόσημοι αριθμοί. Τότε επειδή  η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [x1, x2]⊆ Δ  και   
f (x1).f (x2) < 0  θα υπάρχει  ξ∈ (x1, x2)  τέτοιος ώστε  f (ξ) = 0, άτοπο αφού η  f  δεν μηδενίζεται 
στο  Δ. Επομένως  f (x) > 0  για κάθε  x∈Δ  ή  f (x) < 0  για κάθε  x∈Δ. Δηλαδή η  f  διατηρεί 
το πρόσημό της στο διάστημα  Δ.  
 
8.4. ΣΧΟΛΙΑ:  (i) Σύμφωνα με την προηγούμενη πρόταση αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε 

ένα διάστημα  Δ  και δεν μηδενίζεται σ’ αυτό, τότε  f (x) > 0  για κάθε  x∈Δ  δηλαδή η 
γραφική της παράσταση θα βρίσκεται “πάνω” από τον άξονα  x΄x  (Σχήμα  1), ή  f (x) < 0  
για κάθε  x∈Δ  δηλαδή η γραφική της παράσταση θα βρίσκεται “κάτω” από τον άξονα  x΄x  
(Σχήμα  2). 

               
          Σχήμα  1                                              Σχήμα  2                                                     Σχήμα  3       

(ii) Μια συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί το πρόσημό της σε καθένα από τα διαστήματα στα 
οποία οι διαδοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισμού της  (Σχήμα  3). 
Αυτό μας βοηθά στον προσδιορισμό του προσήμου της  f  για τις διάφορες τιμές του  x. 
Ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως εξής: 
1.  Βρίσκουμε τις ρίζες της  f. 
2.  Σε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίζουν οι διαδοχικές ρίζες, επιλέγουμε έναν 
αριθμό και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι 
και το πρόσημο της  f  στο αντίστοιχο διάστημα  . 

 
 
8.5. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

(Θεώρημα 
ενδιαμέσων τιμών) 

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστη-
μα  [α, β]. Αν: 

• η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και 
• f (α) ≠  f (β)  

τότε, για κάθε αριθμό  η  μεταξύ των  f (α)  και  f (β)  υπάρχει ένας, 
τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  τέτοιος, ώστε  f (x0) = η. 
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Απόδειξη:  Υποθέτουμε ότι  f (α) < f (β). Τότε θα ισχύει  f (α) < η < f (β). Αν θεωρήσουμε τη 
συνάρτηση  g(x) = f (x) – η ,  x∈ [α, β], παρατηρούμε ότι: 

• η  g  είναι συνεχής στο  [α, β]  και  
• g(α) . g(β) < 0 , 

αφού  g(α) = f (α) – η < 0    και    g(β) = f (β) – η > 0. 
Επομένως σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano, υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  τέτοιο, 
ώστε  g(x0) = 0  ⇔   f (x0) – η = 0  ⇔   f (x0) = η.  
 
Γεωμετρική ερμηνεία 
του θεωρήματος 
ενδιαμέσων τιμών. 

Στο διπλανό σχήμα έχουμε τη 
γραφική παράσταση μιας συνε-
χούς συνάρτησης  f  στο διά-
στημα  [α, β]. Ο πραγματικός 
αριθμός  η  βρίσκεται ενδιάμε-
σα στα  f (α) , f (β)  και έστω 
π.χ. ότι  f (α) < η < f (β). Τότε η 
ευθεία με εξίσωση  y = η  τέμνει 
τη γραφική παράσταση της  f  σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη 
στο διάστημα  (α, β). 

 
8.5.1.ΣΧΟΛΙΟ:   Αν μια συνάρτηση  f  ΔΕΝ είναι συνεχής 

στο διάστημα  [α, β], τότε, όπως φαίνεται στο δι-
πλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτικά όλες τις εν-
διάμεσες τιμές. 

 
 
 
 
8.6. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

 
Η εικόνα  f (Δ)  ενός διαστήματος  Δ  μέσω μιας συνεχούς και μη στα-
θερής συνάρτησης  f  είναι διάστημα. 

 

                                               
                Δ = (α, β)     f (Δ) = [m, M]                                              Δ = (α, β)     f (Δ) = [m, f (β))  
 

                                                  
              Δ = [α, β)     f (Δ) = (f (β), M]                                               Δ = [α, β]     f (Δ) = [m, Μ]  
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Όταν μία συνεχής συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]  τότε έχει μία 
σημαντική ιδιότητα την οποία περιγράφει το επόμενο θεώρημα. 
 
8.7. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

(Θεώρημα  
Μέγιστης και 

Ελάχιστης τιμής) 

Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα  [α, β], τότε η  f  παίρ-
νει στο  [α, β]  μια μέγιστη τιμή  Μ  και μια ελάχιστη τιμή  m. 
Δηλαδή, υπάρχουν  x1, x2∈ [α, β].  τέτοια, ώστε, αν  m = f (x1)  και   
Μ = f (x2) , να ισχύει 
                   m ≤  f (x) ≤  Μ  ,    για κάθε  x∈ [α, β]. 

 
 
8.8. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

 
• Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής σε ένα 

ανοικτό διάστημα  (α, β), τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα 
αυτό είναι το διάστημα  (Α, Β), όπου 
                 Α = lim

x α+→
f (x)       και       Β = lim

x β−→
f (x) . 

• Αν η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο   
(α, β), τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διά-
στημα  (Β, Α). 

 

                                          
                    Δ = (α, β)     f (Δ) = (Α, Β)                                       Δ = (α, β)     f (Δ) = (Β, Α)  
 
 
8.9. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

 
Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού έχει μια τουλάχιστον πραγματική 
ρίζα. 

Απόδειξη:  Έστω το πολυώνυμο  Ρ(x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 , με  αν ≠ 0  και  ν  πε-
ριττός. 
o Αν  αν > 0  τότε lim

x→−∞
Ρ(x) = lim

x→−∞
(αν.xν) = αν lim

x→−∞
⋅ xν = αν.(–∞ ) = –∞   και  

lim
x→+∞

Ρ(x) = lim
x→+∞

(αν.xν) = αν lim
x→+∞
⋅ xν = αν.(+∞ ) = +∞ . 

Επομένως, υπάρχουν  α, β∈  με  α < β  τέτοια, ώστε  Ρ(α) < 0  και  Ρ(β) > 0. Η πολυω-
νυμική συνάρτηση  Ρ(x)  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  Ρ(α).Ρ(β) < 0  οπότε η 
εξίσωση  Ρ(x) = 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (α, β). Άρα το πολυώνυμο έχει μία του-
λάχιστον πραγματική ρίζα. 

o Αν  αν < 0  η απόδειξη είναι ανάλογη.  
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______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Απόδειξης ότι μια εξίσωση  f(x) = 0  έχει τουλάχιστον μία, 
δύο  ή  περισσότερες ρίζες σε ένα διάστημα  Δ. 

  

  Με χρήση του θ. Bolzano. 
Όταν θέλουμε να αποδείξουμε ότι μια εξίσωση  f (x) = 0  έχει  
• μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α, β) , εφαρμόζουμε το θ. Bolzano στο 

διάστημα  [α, β]. 
• δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  (α, β) , εφαρμόζουμε το θ. Bolzano στα 

διαστήματα  [α,γ]  και  [γ,β]. Το  γ  είναι σημείο του  (α, β)  τέτοιο, ώστε   
f (α).f (γ) < 0  και  f (γ).f (β) < 0. Συνήθως το  γ  είναι το μέσον του διαστήμα-

τος  [α, β], δηλαδή  γ = 2
α β+ . 

• μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  [α, β]  ή  [α, β)  ή  (α, β], φθάνουμε στη 
σχέση  f (α).f (β) ≤  0. 
Πρώτα εξετάζουμε την περίπτωση  f (α).f (β) = 0  ⇔   f (α) = 0  ή  f (β) = 0  
και έπειτα την περίπτωση  f (α).f (β) < 0  με εφαρμογή του θ. Bolzano. 

 Από το σύνολο τιμών της συνάρτησης και τα διαστήματα μονοτονίας. Βρίσκουμε 
τα διαστήματα  Δ  στα οποία η  f  είναι γνησίως μονότονη και το  0∈ f (Δ). 

 
8.10. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x3 + x2 + αx = 1, με  α ≠ –1, έχει μια τουλάχιστον λύση στο 

διάστημα  (–1,1). 
Λύση: 
Είναι  x3+x2+αx = 1  ⇔   x3+x2+αx–1  = 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = x3+x2+αx–1  ορισμένη στο διάστημα  [–1,1]. 

o Η  f  είναι συνεχής στο  [–1,1]  ως πολυωνυμική συνάρτηση 
o f (–1) = (–1)3+(–1)2+α(–1) –1 = –1 + 1 – α –1 = –α –1 

f (1) = 13+12+α.1–1 = 1 + 1 + α –1 = α+1 
Οπότε  f (–1).f (1) = (–α–1)(α+1) = – (α+1)2 < 0 ,  γιατί  α ≠ –1. 

Άρα η εξίσωση  f (x) = 0  ⇔   x3+x2+αx = 1 , έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (–1,1). 
 
 

8.11. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (0,π)  τέτοιος, ώστε  ημξ + συνξ = 1,4. 
Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = ημx + συνx – 1,4  ορισμένη στο διάστημα  [0, 4
π ]. 

o Η  f  είναι συνεχής στο  [0, 4
π ]  ως άθροισμα συνεχών 

συναρτήσεων. 
o f (0) = ημ0 + συν0 – 1,4 = 0 + 1 – 1,4 = –0,4 < 0. 

f ( 4
π ) = ημ 4

π  + συν 4
π  – 1,4  = 2

2  + 2
2  – 1,4 = 2 2

2  

– 1,4 = 2  – 1,4 > 0. 
Οπότε  f (0).f ( 4

π ) < 0. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  

Αν θεωρούσαμε τη συνάρτηση στο 
διάστημα  [0,π]  τότε 
f(0)=–0,4<0  και f(π)=ημπ+συνπ–1,4 
= –1–1,4 = –2,4<0  οπότε δεν μπο-
ρούμε να εφαρμόσουμε το θ. Bol-

zano.Αντί για το διάστημα [0, π
4

] 

θα μπορούσαμε να πάρουμε το 

[ π
4

,π] ή κάποιο άλλο υποδιάστημα 

του [0,π] 
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Επομένως, από θ. Bolzano υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (0, 4
π ) , άρα  ξ∈ (0,π)  τέτοιος, ώστε  

f (ξ) = 0  ⇔   ημξ + συνξ – 1,4 = 0  ⇔   ημξ + συνξ = 1,4. 
 
 

8.12. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x3 + αx2 + β = 0, με  β>0  και  α+β<–1,  έχει δύο τουλάχι-
στον ρίζες στο διάστημα  (–1,1). 

Λύση: 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = x3 + αx2 + β  ορισμένη στα διαστήματα   
[–1,0]  και  [0,1]. 
o Η  f  είναι συνεχής στα  [–1,0]  και  [0,1]  ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
o f (–1) = (–1)3 + α(–1)2 + β = –1 + α + β < 0 ,  γιατί  α+β < –1  ⇔    

–1+α+β < –2. 
f (0) = 03 + α.02 + β = β > 0 
f (1) = 13 + α.12 + β = 1 + α + β < 0 ,  γιατί  α+β < –1  ⇔   α+β + 1 < 0. 
Οπότε  f (–1).f (0) < 0  και  f (0).f (1) < 0. 

Άρα η εξίσωση  f (x) = 0 ⇔  x3+αx2+β = 0 , έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (–1,0)  
και  μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (0,1). Επομένως η εξίσωση έχει δύο τουλάχιστον ρί-
ζες στο διάστημα  (–1,1). 
 
 

8.13. i) Αν  α, β, γ  είναι μη μηδενικοί πραγματικοί αριθμοί, να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
2

+2
α

x  + 
2β

x  + γ
x

2

2−  = 0, έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες. 

ii) Αν  ρ1 , ρ2  είναι οι ρίζες της προηγούμενης εξίσωσης, να αποδείξετε ότι: 
1

1
ρ +

2

1
ρ  = 

2 2

2
γ α
β
−
2

. 

Λύση: 
i)  Για κάθε  x *∈ –{–2,2}  ισχύει η ισοδυναμία   

            
2

2
α

x+  + 
2β

x  + 
2

2
γ

x−  = 0  ⇔   α2x(x–2) + β2(x+2)(x–2) + γ2x(x+2) = 0 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = α2x(x–2) + β2(x+2)(x–2) + γ2x(x+2). 
o Η  f  είναι συνεχής στα  [–2,0]  και  [0,2]  ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
o f (–2) = α2(–2)(– 2 – 2) + β2(– 2 + 2)(–2–2) + γ2(–2)(– 2 + 2) = 8α2 > 0 

f (0) = α2.0(– 2 – 2) + β2(0 + 2)(0 – 2) + γ2.0(0 + 2)= – 4β2 < 0 
f (2) = α2.2(2 – 2) + β2(2+2)(2–2) + γ2.2(2 + 2)= 8γ2 > 0. 
Οπότε  f (–2).f (0) < 0  και  f (0).f (2) < 0. 

Άρα η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (–2,0)  και  μια τουλάχι-
στον λύση στο διάστημα  (0,2). 
Η εξίσωση  f (x) = 0 ⇔  α2x(x–2) + β2(x+2)(x–2) + γ2x(x+2) = 0  ⇔   
α2x2 – 2α2x + β2(x2 – 4) + γ2x2 – 2γ2x = 0 ⇔  α2x2 – 2α2x + β2x2 – 4β2 + γ2x2 + 2γ2x = 0 ⇔  
(α2 + β2 + γ2)x2 + 2(γ2 – α2)x – 4β2 = 0  (1)   θα έχει το πολύ δύο ρίζες ως 2ου βαθμού εξίσωση. 
Επομένως η εξίσωση  f (x) = 0  θα έχει δύο ακριβώς ρίζες, μία στο διάστημα  (–2,0)  και μία 
στο  (0,2). Αφού οι ρίζες είναι διαφορετικές των  –2 , 0  και  2, η ισοδύναμή της δεδομένη 
εξίσωση θα έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες. 

ii)  Οι ρίζες της δεδομένης εξίσωσης θα είναι οι ρίζες  ρ1, ρ2  της ισοδύναμής της δευτεροβάθ-

μιας εξίσωσης  (1). Όμως  ρ1 + ρ2 = –
2 2

2 2 2
2( )γ α
α β γ

−
+ +

   και   ρ1 . ρ2 = 
2

2 2 2
4β

α β γ
−
+ +

. 

Το μέσο του δια-
στήματος [–1,1] 
είναι το 0. Έτσι 
δημιουργούμε τα 
διαστήματα [–1,0] 
και [0,1] 
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Επομένως, 
1

1
ρ  + 

2

1
ρ  = 1 2

1 2

ρ ρ
ρ ρ
+
⋅

 = 

2 2

2 2 2

2

2 2 2

2( )

4

γ α
α β γ

β
α β γ

−−
+ +

−
+ +

 = 
2 2

22
γ α
β
− . 

 
 

8.14. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής και αύξουσα στο διάστημα  [0,1]. Το σημείο  Α(1,1)  
ανήκει στη γραφική παράσταση της  f. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  
x0∈ [0,1)  τέτοιος, ώστε να ισχύει  f (x0) + x0 ⋅ 0xe  = 1. 

Λύση: 
Το σημείο  Α(1,1)  ανήκει στη γραφική παράσταση της  f  άρα  f (1) = 1. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = f (x) + x.ex – 1 ,  x∈ [0,1]. 
o Η συνάρτηση  φ(x) = x.ex  είναι συνεχής στο  [0,1]  ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 

Άρα η  g(x) = f (x) + φ(x) – 1  είναι συνεχής στο  [0,1]  ως άθροισμα συνεχών συναρτή-
σεων. 

o g(0) = f (0) + 0.e0 – 1 = f (0) – 1. 
Επειδή η  f  είναι αύξουσα στο  [0,1]  θα είναι: 
0 < 1  ⇒   f (0) ≤  f (1)  ⇒   f (0) ≤  1  ⇒   f (0) – 1 ≤  0  ⇒   g(0) ≤  0. 
g(1) = f (1) + 1.e1 – 1 = 1 + e – 1 = e > 0. 
Οπότε  g(0).g(1) ≤  0. 

 Αν  g(0).g(1) < 0  τότε η εξίσωση  g(x) = 0  έχει μία τουλάχιστον λύση στο  (0,1). 
 Αν  g(0).g(1) = 0  ⇔   g(0) = 0  δηλαδή η εξίσωση  g(x) = 0  έχει ρίζα τον  0. 

Τελικά υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈ [0,1)  τέτοιος ώστε   
g(x0) = 0  ⇔   f (x0) + x0

0xe⋅  – 1 = 0  ⇔   f (x0) + x0
0xe⋅  = 1. 

 
 

8.15. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = αx3 + βx2 + γ, με  α ≠ 0  και  9α+5β+3γ = 0. 
i)  Να υπολογίσετε το άθροισμα  f (0) + f (1) + f (2). 
ii)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0,  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα   

[0,2]. 
Λύση: 

i)  f (0) = γ  ,    f (1) = α.13 + β.12 + γ = α + β + γ    και     f (2) = α.23 + β.22 + γ = 8α + 4β + γ . 
Επομένως,  f (0) + f (1) + f (2) = γ + α + β + γ + 8α + 4β + γ = 9α+5β+3γ = 0. 

 
ii)  Από το  (i)   έχουμε ότι   f (0) + f (1) + f (2) = 0   (1). 

• Αν  f (0) = 0   ή    f (1) = 0   ή   f (2) = 0  τότε η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μία τουλάχι-
στον ρίζα στο διάστημα  [0,2]. 

• Αν  f (0).f (1).f (2) ≠  0 , τότε από την  (1)  συμπεραίνουμε ότι δύο τουλάχιστον από 
τους  f (0) ,  f (1) ,  f (2)  είναι ετερόσημοι. 
Η  f  είναι συνεχής στο  [0,2]  ως πολυωνυμική συνάρτηση και  f (0).f (1) < 0  ή   
f (1).f (2) < 0  ή  f (0).f (2) < 0  οπότε από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  f (x) = 0  
έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (0,1)  ή  στο  (1,2)  ή  στο (0,2). 

Τελικά  η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μια τουλάχιστον λύση στο διάστημα  [0,2]. 
 
 

8.16. i)  Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  συνεχείς στο διάστημα  [α,β] , για τις οποίες ισχύ-
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ουν οι ισότητες  f (α) = g(β)  και  f (β) = g(α). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  
x0∈ [α,β]  τέτοιο, ώστε  f(x0) = g(x0). 

ii)  Ένας πεζοπόρος ξεκινάει από μία πόλη  Α  στις  8.00 π.μ.  και φτάνει σε μία άλλη πόλη  
Β  στις  4.00 μ.μ. Διανυκτερεύει εκεί και την άλλη μέρα ξεκινάει από την πόλη  Β  στις  
8.00 π.μ.  και φτάνει στην πόλη  Α  στις  4.00 μ.μ. ακολουθώντας την ίδια διαδρομή. Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της διαδρομής στο οποίο βρίσκεται την 
ίδια ώρα και τις δύο ημέρες. 

Λύση: 
i)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  h(x) = f (x) – g(x) ,  x∈ [α, β]. 

o Η  h  είναι συνεχής στο  [α,β]  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 
o h(α) = f (α) – g(α). 

h(β) = f (β) – g(β) = g(α) – f (α) 
Οπότε  h(α).h(β) = [f (α) – g(α)].[g(α) – f (α)] = –[f (α) – g(α)]2 ≤  0. 

 Αν  h(α).h(β) < 0  τότε η εξίσωση  h(x) = 0  έχει μία τουλάχιστον λύση στο  (α,β). 
 Αν  h(α).h(β) = 0  ⇔   h(α) = 0  ή  h(β) = 0 δηλαδή η εξίσωση  h(x) = 0  έχει ρίζα τον  

α  ή  τον  β. 
Τελικά υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈ [α,β]  τέτοιος ώστε   

h(x0) = 0  ⇔   f (x0) – g(x0) = 0  ⇔   f (x0) = g(x0). 
 
ii)  Η χρονική διάρκεια της μετάβασης του πεζοπόρου από την πόλη  Α  στην πόλη  Β, καθώς 

επίσης και της επιστροφής του είναι  8 ώρες. 
Έστω  f (t)  η συνάρτηση που δίνει τη θέση του πεζοπόρου κάθε χρονική στιγμή  t∈ [0,8]  
από την πόλη  Α  στην πόλη  Β  και  g(t)  η συνάρτηση που δίνει τη θέση του πεζοπόρου 
κάθε χρονική στιγμή  t∈ [0,8]  από την πόλη  Β  στην πόλη  Α. 
Ισχύει ότι  f (0) = g(8)  και  f (8) = g(0). 
Οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο διάστημα  [0,8]. 
Άρα σύμφωνα με το  i)  θα υπάρχει ένας τουλάχιστον  t0∈ [0,8]  τέτοιος, ώστε  f (t0) = g(t0). 
Δηλαδή, υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο της διαδρομής στο οποίο ο πεζοπόρος βρίσκεται 
την ίδια ώρα και τις δύο ημέρες. 

 
 

8.17. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2 + ln(1–ex) = ex   έχει μια μόνο ρίζα. 
Λύση: 
Είναι  2 + ln(1– ex) = ex  ⇔   2 – ex + ln(1– ex) = 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2 – ex + ln(1–ex). 
Απαιτούμε  1– ex > 0  ⇔   1 > ex  ⇔   e0 > ex  ⇔   0 > x. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Α = (–∞ ,0). 
Η συνάρτηση  g(x) = ln(1– ex)  είναι συνεχής στο  Α  ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  
g1(x) = 1– ex  και  g1(x) = lnx. Άρα η  f (x) = 2 – ex + g(x)  είναι συνεχής στο  Α  ως άθροισμα 
συνεχών συναρτήσεων. 
Έστω  x1, x2∈Α  με  x1 < x2 < 0. 
Είναι  x1 < x2  ⇒   1xe  < 2xe   ⇒   – 1xe  > – 2xe   ⇒   1– 1xe  > 1– 2xe   ⇒   
                    ln(1– 1xe ) > ln(1– 2xe ) 
                            – 1xe  > – 2xe    
                             ________________________________________(+)               

         – 1xe  + ln(1– 1xe ) > – 2xe  + ln(1– 2xe )  ⇒  2 – 1xe  + ln(1– 1xe ) > 2 – 2xe  + ln(1– 2xe )   
⇒   f (x1) > f (x2).  Επομένως η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Α. 
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Αφού η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  Α, το σύνολο τιμών της θα είναι το 
f (A) = (

0
lim
x −→

f (x), lim
x→−∞

f (x)). 

Όμως  
0

lim
x −→

f (x) = 
0

lim
x −→

[2 – ex + ln(1– ex)] = 2 – 
0

lim
x −→

ex + 
0

lim
x −→

ln(1– ex) = 2 – e0 + 
0

lim
u +→

lnu  

= 2 – 1 + (–∞ ) = –∞    και    
lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

[2 – ex + ln(1– ex)] = 2 – lim
x→−∞

ex + lim
x→−∞

ln(1– ex) = 2 – 0 + 
1

lim
u→

lnu  

= 2 + ln1 = 2. 
Δηλαδή,  f (A) = (–∞ ,2).  Το  0∈ f (Α)  και η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  Α, επομένως η ε-
ξίσωση  f (x) = 0  έχει μια μόνο ρίζα. 
 
 

 
 

Απόδειξης ότι μια συνεχής συνάρτηση παίρνει κάποια τιμή 
η οποία βρίσκεται μεταξύ δύο άλλων τιμών της. 

  

 Όταν θέλουμε να αποδείξουμε ότι μια συνάρτηση  f  παίρνει μία τιμή  κ, όταν   
x∈ [α, β] , τότε 

 αποδεικνύουμε ότι η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και ότι η τιμή  κ  βρίσκεται με-
ταξύ των  f (α)  και  f (β). 

 αποδεικνύουμε ότι η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και ότι η τιμή  κ  βρίσκεται με-
ταξύ της ελάχιστης και της μέγιστης τιμής της  f. 

 

8.18. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
]

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

2
(2 )( 1) αν 2 0

2

ημ
αν 0, 2

− + ∈[− , ]
+

+ −
(

2

α x x
x

α x α π
x

. 

α)  Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  α, ώστε η  f  να είναι συνεχής. 
β)  Να εξηγήσετε ότι η  f  παίρνει την τιμή  1

6 . 

Λύση: 

α)    Αν  x∈ [–2,0] ,  η  f (x) = 2
(2 )( 1)

2
α x
x
− +

+
  είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση. 

  Αν  x∈ (0, 2
π ] ,  η  g(x) = 2 ημα x+   είναι συνεχής ως ρίζα συνεχούς συνάρτησης, οπότε 

η  f (x) = ( )g x
x  είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

  Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [–2, 2
π ]  αν είναι συνεχής και στο σημείο  x0 = 0. 

Είναι  f (0) = 2
2
α− . 

0
lim
x −→

f (x) = 
0

lim
x −→ 2

(2 )( 1)
2

α x
x
− +

+
 = 2

2
α− . 

o Αν  α < 0  τότε: 
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

2 ημα x α
x

+ −  = 
0

lim
x +→

( 2 ημα x+ – α) 1
x⋅   

= 
0

lim
x +→

( 2 ημα x+ – α)
0

lim
x +→
⋅ 1

x  = ( 2 0α + – α).(+∞ ) = ( α – α).(+∞ )  

= +∞   απορρίπτεται. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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o Αν  α = 0  τότε: 
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

ημx
x  = 

0
lim
x +→

ημ 1x
x x

⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

= 
0

lim
x +→

ημx
x 0

lim
x +→
⋅ 1

x
 = 1.(+∞ ) = +∞   απορρίπτεται. 

o Αν  α > 0  τότε: 
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

2 ημα x α
x

+ −  = 
0

lim
x +→

( )( )
( )

2 2

2

ημ ημ

ημ

α x α α x α

x α x α

+ − + +

+ +
  

= 
0

lim
x +→ ( )

2 2

2

ημ

ημ

α x α

x α x α

+ −

+ +
 = 

0
lim
x +→ 2

ημ 1
ημ

x
x α x α

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅
⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 = 
0

lim
x +→

ημx
x 0

lim
x +→
⋅

2

1
ημα x α+ +

  

= 1
2

1
0α α

⋅
+ +

 = 1
α α+

 = 1
2α . 

Η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0  αν και μόνο αν:   

0
lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x −→

f (x) = f (0)  ⇔   1
2α  = 2

2
α−   ⇔   1 = 2α – α2  ⇔   α2 – 2α + 1 = 0  

⇔   (α – 1)2 = 0  ⇔   α – 1 = 0  ⇔   α = 1. 
 

β)  Για  α = 1  είναι  f (x) = 
2

1 αν [ 2,0]
2

1 ημ 1
αν (0, ]2

x x
x

x πxx

+⎧ ∈ −⎪ +⎪
⎨

+ −⎪ ∈⎪⎩

. 

Είναι  f (–2) = 2 1
4 2
− +
+

 = – 1
6    και    

f ( 2
π ) = 

π1 ημ 12

2
π

+ −
 = 2 1

2
π
−  = 2( 2 1)

π
−  = 2

( 2 1)π +
 > 2

4(2 1)+
 = 1

6 . 

Άρα  f (–2) < 1
6  < f ( 2

π )  και επειδή η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [–2, 2
π ] , θα παίρνει 

την τιμή  1
6 , δηλαδή υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (–2, 2

π )  τέτοιος ώστε  f (ξ) = 1
6 . 

 
 

8.19. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και συνεχής στο  . Για κάθε  x∈   ισχύει η ισότητα 
  f 2(x) – 3f (x) + 2 = 0. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή. 

Λύση: 
1ος τρόπος:  Για κάθε  x∈   έχουμε:  f 2(x) – 3f (x) + 2 = 0.  
Είναι  Δ = (–3)2 – 4.1.2 = 9 – 8 = 1. 

Άρα  f (x) = 3 1
2
±  = 3 1

2
±  = 

3 1 2 12 2
3 1 4 22 2

− = =

+ = =
.  Δηλαδή,  f (x) = 1  ή  f (x) = 2 ,  για κάθε  x∈ . 

Αν η  f  δεν είναι σταθερή τότε θα υπάρχουν πραγματικοί  α, β  με  α < β  ώστε  π.χ.  f (α) = 1  
και  f (β) = 2. Τότε επειδή η  f  είναι συνεχής θα πάρει κάθε τιμή του διαστήματος  (1,2), πράγ-
μα αδύνατο, αφού το σύνολο τιμών της είναι το  {1,2}. 
Άρα η  f  είναι σταθερή, με  f (x) = 1,  για κάθε  x∈    ή    f (x) = 2,  για κάθε  x∈ . 
2ος τρόπος:  Για κάθε  x∈   έχουμε:  f 2(x) – 3f (x) + 2 = 0 ⇔  f (x) = 1  ή  f (x) = 2. 
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Υποθέτουμε ότι το σύνολο τιμών της  f  είναι  f ( ) = {1,2}. Το πεδίο ορισμού της συνεχούς 
συνάρτησης  f  είναι διάστημα (το ), οπότε αν η  f  δεν είναι σταθερή τότε και το σύνολο 
τιμών της θα πρέπει να είναι διάστημα, πράγμα που δεν συμβαίνει.  
Άρα η  f  είναι σταθερή, με  f (x) = 1,  για κάθε  x∈    ή    f (x) = 2,  για κάθε  x∈  
 
8.19.1.ΣΗΜΕΙΩΣΗ:     Η πρόταση   “f (x) = 1  ή  f (x) = 2 ,  για κάθε  x∈ ”  είναι διαφορετική 

από την πρόταση  “f (x) = 1 ,  για κάθε  x∈     ή    f (x) = 2 ,  για κάθε  x∈ ”. 
 

8.20. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο    της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από 
το σημείο  Α(0,1)  και δεν τέμνει τη διχοτόμο της  1ης  και  3ης  γωνίας των αξόνων. Τότε: 
α)  Να αποδείξετε ότι  f (x) > x ,  για κάθε  x∈ . 
β)  Να βρείτε το όριο  lim

→+∞x
f (x). 

ΛΥΣΗ: 
α)  Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(0,1), θα είναι  f (0) = 1. 
Η διχοτόμος της  1ης  και  3ης  γωνίας των αξόνων έχει εξίσωση  y = x. Αφού η  Cf  δεν τέμνει 
την διχοτόμο τότε  f (x) ≠  x , για κάθε  x∈ . 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = f (x) – x , με  x∈ . 
o Η  g  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 
o g(x) = f (x) – x ≠  0 ,  για κάθε  x∈ . 

Επομένως η  g  διατηρεί το πρόσημό της στο  . Επειδή  g(0) = f (0) – 0 = f (0) = 1 > 0 
θα είναι  g(x) > 0  ⇔   f (x) – x > 0  ⇔   f (x) > x , για κάθε  x∈ . 

β) Είναι  lim
x→+∞

x = +∞ , και  f (x) > x , για κάθε  x∈ , άρα  lim
x→+∞

f (x) = +∞ . 

 
 

8.21. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [0,3] → . Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ [0,3]  τέτοιος, 
ώστε  να ισχύει η ισότητα   10.f (ξ) = f (0) + 2.f (1) + 3.f (2) + 4.f (3). 

ΛΥΣΗ: 
Αφού η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,3]  θα έχει ελάχιστη τιμή, την  m  και μέγιστη τιμή, 
την  Μ. Δηλαδή   m ≤  f (x) ≤  M ,  για κάθε  x∈ [0,3]. 
Είναι                                         m ≤   f (0)  ≤   M   
               m ≤  f (1) ≤  M  ⇔   2m ≤  2f (1) ≤  2M   
               m ≤  f (2) ≤  M  ⇔   3m ≤  3f (2) ≤  3M   
               m ≤  f (3) ≤  M  ⇔   4m ≤  4f (3) ≤  4M                       (+) 

                                                                        
___________________________________________________ 

                                    10m ≤  f (0) + 2.f (1) + 3.f (2) + 4.f (3) ≤  10M  ⇔    

                                        m ≤  (0) 2 (1) 3 (2) 4 (3)
10

f f f f+ + +  ≤  M . 

Επομένως, υπάρχει  ξ∈ [0,3]  τέτοιος, ώστε   

    f (ξ) = (0) 2 (1) 3 (2) 4 (3)
10

f f f f+ + +   ⇔   10.f (ξ) = f (0) + 2.f (1) + 3.f (2) + 4.f (3). 

 
 

8.22. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [α,β] → . Αν για κάθε  x∈ [α,β]  υπάρχει  y∈ [α,β]  τέ-

τοιος, ώστε  f y( ) ≤ ⋅ f x1 ( )2 , να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ [α,β] τέτοιος ώστε  f (ξ) = 0. 

ΛΥΣΗ: 
Υποθέτουμε ότι η  f (x) ≠ 0 , για κάθε  x∈ [α, β]. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστη-
μα  [α, β]  και  f (x) = ( )f x ≠ 0 , για κάθε  x∈ [α, β]. Η συνάρτηση  f  θα έχει ελάχιστη τι-
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μή την  f (x0) = 0( )f x  στο  [α, β]. Τότε θα υπάρχει  y∈ [α, β]  τέτοιος ώστε   

( )f y ≤ 1
2 ⋅ 0( )f x  < 0( )f x  , άτοπο αφού η 0( )f x   είναι η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης  

f  στο  [α, β]. 
 
 

 
 

Εύρεσης μιας συνεχούς συνάρτησης η οποία επαληθεύει μια 
ισότητα και διατηρεί το πρόσημό της σε διάφορα διαστήματα. 

  

 Από την άμεση συνέπεια του θεωρήματος Bolzano, ότι αν μια συνεχής συνάρτηση δεν 
μηδενίζεται σε ένα διάστημα τότε έχει σταθερό πρόσημο σ’ αυτό, μπορούμε να βρούμε 
μια συνάρτηση η οποία επαληθεύει κάποια ισότητα. 
Ίσως χρειάζεται πρώτα να μετασχηματίσουμε την ισότητα, π.χ. δημιουργώντας στο ένα 
μέλος της το τετράγωνο μιας ποσότητας που περιέχει τη συνάρτηση. 

 
8.23. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 2 +3x  – 3 +1x  + x – 1.  Να βρείτε: 

i)  Το πεδίο ορισμού της  f  και να την εξετάσετε ως προς τη συνέχεια. 
ii)  Τα σημεία μηδενισμού της  f. 
iii)  Το πρόσημο της  f. 

ΛΥΣΗ: 
i)  Το πεδίο ορισμού της  f  αποτελείται από εκείνα μόνο τα  x  για τα οποία: 

3x+1 ≥  0  ⇔   3x ≥  –1  ⇔   x ≥  – 1
3 .   Άρα  Df = [– 1

3 ,+∞ ). 

Οι συναρτήσεις  g(x) = 2 3x +   και  h(x) = 3 1x+   είναι συνεχείς στο  Df  ως ρίζες πολυω-
νυμικών συναρτήσεων. Επομένως η  f  είναι συνεχής στο  Df  ως άθροισμα συνεχών συναρ-
τήσεων. 

 
ii)  f (x) = 0  ⇔   2 3x +  – 3 1x+  + x – 1 = 0    ⇒     2 3x +  – 3 1x+  = 1 – x                ⇒  
        ( 2 3x +  – 3 1x+ )2 = (1–x)2   ⇒    x2 + 3 – 2 2 3 3 1x x+ ⋅ +  + 3x + 1 = 1 – 2x + x2  ⇒  
              5x + 3 = 2 2 3 3 1x x+ ⋅ +    ⇒    (5x + 3)2 = [2 2 3 3 1x x+ ⋅ + ]2                            ⇒  
    25x2 + 30x + 9 = 4(x2+3)(3x+1)   ⇒     25x2 + 30x + 9 = 4(3x3+x2+9x+3)                      ⇒  
    25x2 + 30x + 9 = 12x3 + 4x2 + 36x + 12     ⇒    12x3 – 21x2 + 6x + 3 = 0  (1). 
Πιθανές ακέραιες ρίζες:  ± 1 , ± 3. 

     Άρα  (1)  ⇒   (x–1)(12x2–9x–3) = 0   
                    ⇒   x–1 = 0  ή  12x2–9x–3 = 0    

                    ⇒   x = 1  ή  x = – 1
4 . 

o Για  x = 1  είναι:  21 3+  – 3 1 1⋅ +  + 1 – 1 = 2 – 2 + 1 – 1 = 0 

o Για  x = – 1
4   είναι:  ( )21

4
3− +  – ( )1

4
3 1⋅ − +  + (– 1

4 ) – 1 = 1
16

3+  – 3
4

1− +   – 1
4  – 1 = 

 
16
49  – 1

4
  – 1

4  – 1 = 7
4  – 1

2   – 1
4  – 1 = 7

4  – 2
4   – 1

4  – 4
4  = 0. 

12 –21 6 3 1 
 12 –9 –3  

12 –9 –3 0  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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iii) Αφού η  f  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της, στα διαστήματα μεταξύ των σημείων 
μηδενισμού της θα διατηρεί το πρόσημό της. 
Στον επόμενο πίνακα βλέπουμε το πρόσημο της συνάρτησης. 

x  – 1
3                            – 1

4                 1       + ∞  

Επιλεγμένος αριθμός  
x0 

 – 7
24  0 8 

f(x0)  1777 72 31
24
− −  3 –2 67 +2 

f(x)              +              0        –        0      + 

Δηλαδή,  f (x) > 0  όταν  x∈ (– 1
3 ,– 1

4 )∪ (1,+∞ )    και       f (x) < 0  όταν  x∈ (– 1
4 ,1). 

 
 

8.24. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση  f : [0, 2
π ) →  , η οποία επαληθεύει τη σχέση   

f 2(x) + 3ημx = 4   και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο  Α(0,2). 
α)  Να αποδείξετε ότι  f (x) = −4 3ημx  ,  x∈ [0, 2

π ). 
β)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 

ΛΥΣΗ: 
α)  Η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(0,2)  άρα  f (0) = 2. 
Για κάθε  x∈ [0, 2

π )  είναι:  f 2(x) + 3ημx = 4  ⇔   f 2(x) = 4 – 3ημx  (1)  

Όμως  –1 ≤  ημx ≤  1  ⇔   –3(–1) ≥  –3ημx ≥  –3.1  ⇔   3 ≥  –3ημx ≥  –3  ⇔   
3 + 4 ≥  4–3ημx ≥  –3 + 4  ⇔   7 ≥  4–3ημx ≥  1, δηλαδή  4–3ημx > 0   
οπότε η  (1)  ⇔   f (x) = 4 3ημx−   ή  f (x) = – 4 3ημx− . 
Είναι  f (x) = 0  ⇔   f 2(x) = 0  ⇔   4 – 3ημx = 0  αδύνατη. 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  [0, 2
π )  και δεν μηδενίζεται σ’ αυτό θα διατηρεί το ίδιο πρό-

σημο. Επομένως,   f (x) = 4 3ημx− ,  για κάθε  x∈ [0, 2
π )   ή    

                              f (x) = – 4 3ημx− ,  για κάθε  x∈ [0, 2
π ). 

Αφού  f (0) = 2 > 0  θα είναι  f (x) = 4 3ημx− ,  για κάθε  x∈ [0, 2
π ). 

β)  Έστω  x1, x2∈ [0, 2
π )  με  x1 < x2  ⇒   ημx1 < ημx2  ⇒   –3ημx1 > –3ημx2  ⇒   

4 – 3ημx1 > 4 – 3ημx2  ⇒   14 3ημx−  > 24 3ημx−   ⇒   f (x1) > f (x2)  επομένως η  f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  [0, 2
π ). Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού 

της  Α = [0, 2
π )  οπότε το σύνολο τιμών της θα είναι  f (A) = (

2

lim
πx
−

→

f (x) , 
0

lim
x +→

f (x)]. 

Είναι  
2

lim
πx
−

→

f (x) = 
2

lim
πx
−

→

4 3ημx−  = π
2

4 3ημ−  = 4 3 1− ⋅  = 1  και 

0
lim
x +→

4 3ημx−  = 4 3ημ0−  = 4 3 0− ⋅  = 2. Δηλαδή,  f (A) = (1,2]. 

 
 

1777 > 72 +31 ⇔  

( 1777 )2>( 72 +31)2 

⇔ 1777>72+2 72 .31+312 

⇔ 1777>72+62 72 +961 

⇔ 744>62 72 ⇔  

12> 72  ⇔ 122>( 72 )2 
⇔ 144>72. 
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8.25. Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις  f : →   οι οποίες ικανοποιούν την ισότητα 
                                     f 2(x) + x = 1 + 2x.f (x) ,  για κάθε  x∈ . 

ΛΥΣΗ: 

Για κάθε  x∈   έχουμε:  f 2(x) + x = 1 + 2x.f (x)  ⇔   f 2(x) – 2x.f (x)  = 1 – x  ⇔    
    f 2(x) – 2x.f (x) + x2 = 1 – x + x2  ⇔   [f (x) – x]2 = x2 – x + 1. 
Έστω  g(x) = f (x) – x ,  x∈   η οποία είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και 
για κάθε  x∈   ισχύει  g2(x) = x2 – x + 1  ⇔   g(x) = 2 1x x− +   ή  g(x) = – 2 1x x− + , εφ’ 
όσον  Δ = 1 – 4 = –3 < 0. 
Είναι  g(x) = 0  ⇔   g2(x) = 0  ⇔   x2–x+1 = 0  αδύνατη  (Δ < 0). 
Επειδή η  g  είναι συνεχής στο    θα διατηρεί το ίδιο πρόσημο σ’ αυτό. 
Επομένως,  g(x) = 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈    ή   g(x) = – 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈   ⇔  
          f (x) – x = 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈    ή   f (x) – x = – 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈   ⇔  
          f (x) = x + 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈     ή    f (x) = x – 2 1x x− + ,  για κάθε  x∈ . 
 

8.26. Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις  f  που είναι ορισμένες στο    και έχουν την 
ιδιότητα:    f 2(x) + 2x = 1 + x2  για κάθε  x∈ . 

ΛΥΣΗ: 
Για κάθε  x∈   έχουμε:  f 2(x) + 2x = 1 + x2  ⇔   f 2(x) = 1 + x2 – 2x  ⇔   f 2(x) = (x–1)2  
                          ⇔   2 ( )f x  = 2( 1)x −   ⇔   ( )f x  = 1x −   ⇔   f (x) = x–1  ή  f (x) = –x+1. 

Είναι  f (x) = 0  ⇔   ( )f x  = 0  ⇔   1x −  = 0  ⇔   x–1 = 0  ⇔   x = 1. 
Η  f  θα διατηρεί το ίδιο πρόσημο στα διαστήματα  (–∞ ,1)  και  (1,+∞ )  επειδή είναι συνεχής 
και δεν μηδενίζεται σε καθένα απ’ αυτά. 

Επομένως,  f (x) = 
1 1
1 1

x αν x
x αν x
− <⎧

⎨ − ≥⎩
  =  x – 1 ,  για κάθε  x∈       ή  

              f (x) = 
1 1
1 1

x αν x
x αν x

− + <⎧
⎨− + ≥⎩

  =  – x + 1,  για κάθε  x∈        ή 

        f (x) = 
1 1
1 1

x αν x
x αν x
− <⎧

⎨− + ≥⎩
 = – 1x −       ή       f (x) = 

1 1
1 1

x αν x
x αν x
− + <⎧
⎨ − ≥⎩

 = 1x − . 

 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
Α΄  Ομάδα 
8.27. Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο   P(x) = 2x3 – (3 – 2α2)x2 + (3α + 5)x – α2 – 1 ,  α∈ , έχει 

μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (0,1). 
 
8.28. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x = 3 + ημx, έχει μία τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 
 
8.29. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x.ημx = 1,5  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  (0, π). 
 
8.30. Έστω δύο συναρτήσεις  f, g  συνεχείς στο  [α,β]  για τις οποίες ισχύει  f (α) < 0 < f (β)  και  

g(β) < 0 < g(α). Να αποδείξετε ότι: 
i) Υπάρχουν  ξ, η∈ (α,β) τέτοιοι ώστε  f (ξ) = 0  και  g(η) = 0. 
ii) η εξίσωση  f (x).g(x) = (α – x)(β – x)  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  [α,β]. 
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8.31. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x3 + αx – 1= 0, με  α > 0, έχει μια μόνο λύση στο διάστημα  
(0,1). 

 
8.32. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  συνx = 3

2
x
π

  έχει μια μόνο ρίζα στο διάστημα  (0,
2
π ). 

 
8.33. Να αποδείξετε ότι, για κάθε  θ∈ , η εξίσωση  ημx – ημθ = 

2
π  – x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα 

στο διάστημα  (0,
2
π ]. 

 
8.34. Αν  α, β > 0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x = α.ημx + β  έχει μια τουλάχιστον θετική πραγμα-

τική ρίζα μικρότερη ή ίση του  α + β. 
 
8.35. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  lnx + αx = 0, με  0 < α < e, έχει μια μόνο ρίζα στο διάστημα  

( 1
e

,1). 

 
8.36. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x.2x = 1, έχει μία μόνο θετική πραγματική ρίζα. 
 
8.37. Έστω  α∈ , με  0 < α < 1. Δείξτε ότι η εξίσωση  x – α.ημx + 1 = 0  ;έχει ακριβώς μία ρίζα 

στο διάστημα  (–2, –1). 
 
8.38. Μία σφαιρική σημαδούρα, ακτίνας  R  και πυκνότητας  ρ (0 < ρ < 1)  

είναι μερικά βυθισμένη στο νερό σε ύψος  h. Για το λόγο  x = h
R   δί-

νεται ότι  x3 – 3x2 + 4ρ = 0. 
i) Να αποδείξετε ότι κάθε διάστημα  [–1,0] , [0,2]  και  [2,3]  περιέχει 
ακριβώς μία ρίζα της εξίσωσης. 

ii) Ποια ρίζα έχει φυσική σημασία και γιατί; 
 
8.39. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : [0,1]→ (–1,0). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  

ξ∈ (0,1)  τέτοιος, ώστε  f 2(ξ) + f (ξ) + ξ = 0. 
 
8.40. Έστω  f  συνεχής συνάρτηση στο διάστημα  [α, β]  και ισχύει  f (α) + f (β) = 0. Να αποδείξετε 

ότι η  f  μηδενίζεται σε ένα τουλάχιστον σημείο του  [α, β]. 
 
8.41. Έστω  f : [α, β]→   συνεχής συνάρτηση με  f (α) ≤  α  και  f (β) ≥  β. Να αποδείξετε ότι υ-

πάρχει  ξ∈ [α, β]  τέτοιος, ώστε  f (ξ) = ξ. 
 
8.42. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο    η οποία επαληθεύει την ισότητα: 

   f 3(x) – 2f 2(x) + 3f (x) = 2 – x3 ,  για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι η  Cf  τέμνει τον άξονα  x΄x  
σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο διάστημα  (–1,2). 

 
8.43. Θεωρούμε μία συνεχή συνάρτηση  f : [0,2]→ (–2,0). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχι-

στον  x0∈ (0,2)  τέτοιο, ώστε  f 2(x0) = f (x0) + 3x0. 
 

8.44. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ημ
1
x

x−
 = συν

2
x

x−
  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (1,2). 

 

8.45. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  εφ
4

x
x π−  + σφ

3
x

x π−  = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  
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(
4
π ,

3
π ). 

 

8.46. Έστω  α, β, γ > 0  και  λ < μ<ν. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  α
x λ−

 + β
x μ−

 + γ
x ν−

 = 0  έχει 

δύο μόνο ρίζες στο διάστημα  (λ,ν). 
 
8.47. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = αx4 + βx2 + γ, με  α ≠ 0  και  2α + 2β + 3γ = 0. 

i) Να υπολογίσετε το άθροισμα    f (–1) + f (0) + f (1). 
ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0, έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  [–1,1]. 

 
8.48. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες και συνεχείς στο  . Αν ισχύει   

f (α) + f (β) = g(α) + g(β), με  α < β, να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν ένα 
τουλάχιστον σημείο τομής, με τετμημένη στο  [α, β]. 

 
8.49. i) Έστω μια συνεχής συνάρτηση  f : [0,2π]→  , με  f (0) = f (2π). Να αποδείξετε ότι υπάρχει  

ξ∈ [0, π]  τέτοιος, ώστε  f (ξ) = f (ξ + π). 
ii) Ένα κινητό το οποίο αρχικά ηρεμεί στο σημείο  Α, εκτελεί μία κυκλική τροχιά και αφού κάνει 
μία πλήρη περιστροφή σταματά στο σημείο  Α. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον 
αντιδιαμετρικά σημεία της τροχιάς στα οποία το κινητό έχει την ίδια ταχύτητα. 

iii) Να αποδείξετε ότι κάθε χρονική στιγμή υπάρχει ένα τουλάχιστον ζεύγος αντιδιαμετρικών 
σημείων του ισημερινού της γης με την ίδια θερμοκρασία. 
(Θεωρούμε τη συνάρτηση θερμοκρασίας κατά μήκος του ισημερινού συνεχή.) 

 
8.50. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και η γραφική της παράσταση διέρχεται από τα ση-

μεία  Α(1,5) , Β(4,2). Να αποδείξετε ότι η  Cf  και η ευθεία με εξίσωση  x – y = 0  έχουν ένα του-
λάχιστον σημείο τομής. 

 
8.51. Δίνεται το πολυώνυμο  p(x) = αx2+βx–α , α *∈   και το πολυώνυμο  f (x) = p(x) – 3x5. Να α-

ποδείξετε ότι το  p(x)  έχει δύο άνισες πραγματικές ρίζες, ανάμεσα στις οποίες υπάρχει μια του-
λάχιστον ρίζα του πολυωνύμου  f (x). 

 
8.52. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστημα  [0,1] , για την οποία ισχύει:   

        (f 2(0) + 1).(f 2(1) + 1) ≤  ( f (0).f (1) – 1)2  
Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0, έχει μια τουλάχιστον λύση στο  [0,1]. 

 
8.53. Έστω συνάρτηση  f : [0,1]→ [0,3]  συνεχής και  f ([0,1]) = [0,3]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  

y∈ [0,1] , ώστε  f (y) = 2y2 – y + 1. 
 
8.54. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  [

2
π , π]. Η γραφική πα-

ράστασή της διέρχεται από το σημείο  Α(π, π). Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  ξ∈ (
2
π , π)  

τέτοιο, ώστε  f (ξ) = ξ.συνξ + π. 
 
8.55. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο διάστημα  [0,1]  με  f ([0,1]) = [0,3]. Δείξτε ότι υπάρχει  

ξ∈ [0,1]  ώστε:  f (ξ) = ξ2 + 1. 
 
8.56. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 + αx + β ,  α > 0  και  x∈ [0,1]. Να εξετάσετε αν η  f  παίρνει 

την τιμή  α + β. 
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8.57. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  x0∈ [α, β]  

με  f (x0) = ( ) ( )
2

f α f β+ . 

 
8.58. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και συνεχής στο διάστημα  [α,β]. Αν  f (α) ≠  f (β)  και   

κ, λ *∈ , να αποδείξετε ότι η  f  παίρνει την τιμή  ( ) ( )κ f α λ f β
κ λ

⋅ + ⋅
+

. 

 

8.59. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 
4

ln(1 ) αν 1 0

σφ αν 0

x

π
x e x

x x x

⎧ − + − ≤ ≤⎪
⎨

⋅ < ≤⎪⎩
. 

Να αποδείξετε ότι η ευθεία με εξίσωση  y – 1 = 0  τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  σε ένα 
τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο διάστημα  (–1,

4
π ). 

(Δίνεται ότι  ln2 0,693). 
 
8.60. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : → , για την οποία δίνεται ότι  (f (x) + 1)( f (x) – 3) = 0  για 

κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή συνάρτηση. 
 
8.61. Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις που έχουν την ιδιότητα   f 3(x) = f (x) ,  για κάθε  

x∈ . 
 
8.62. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : → , της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το ση-

μείο  Α(1,2). Να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή και να βρεθεί. 
 
8.63. Έστω  f : [0,1]→  συνεχής συνάρτηση ώστε  f (x)  άρρητος για κάθε  x∈ [0,1].  

Αν  f (0) = 2 , να βρεθει το  f (1). 
[Απ.f(1)= 2 ] 

 
8.64. Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο  . Αν για κάθε  x∈   ισχύει   

f (x).g(x) ≥  1 – f (x) , να αποδείξετε ότι η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  . 
 
8.65. Έστω  f : [α, β]→  συνεχής συνάρτηση ώστε  f (x) ≠ 0  για κάθε  x∈ [α, β]. Δείξτε ότι   

f (s).f (t) > 0  για κάθε  s, t∈ [α, β]. 
 
8.66. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  [α, β]  με  f (α).f (β) > 0. 

Να αποδείξετε ότι η  f  διατηρεί το πρόσημό της στο  [α, β]. 
 
8.67. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 + x – 1. 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη στο  . 
ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0, έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  ( 1

2
,1). 

 
8.68. Έστω η συνάρτηση  f (x) = x2 – 2 – συνx  με  x∈ [0,

2
π ]. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
γ) Να αποδείξετε ότι η  f  έχει ένα μόνο σημείο μηδενισμού. 

[Απ.β)[-3,
2π -8
4

] 
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8.69. Θεωρούμε τη συνάρτηση   f (x) = 2 – lnx – ex,  x∈ (0,1]. 

i) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  lnx + ex = 2  έχει ακριβώς μία θετική ρίζα μικρότερη της μονά-
δας. 

 
8.70. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  lnx + ex = 0  έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  (0,1). 
 
8.71. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = σφx – 2 ημx – 1 ,  x∈ (0,

4
π ]. 

α) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη συνέχεια. 
β) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f . 
δ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  συνx.( 2 συνx + 1) = ημx + 2   έχει μοναδική θετική ρίζα 
μικρότερη του  

4
π . 

 
8.72. Έστω  f : [0,1]→ [0,3]  συνεχής και  f ([0,1]) = [0,3]. Δείξτε ότι υπάρχει  y∈ [0,1]  ώστε   

f (y) = 2y2 – y + 1. 
 
8.73. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο    της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το ση-

μείο  Α(–1,2)  και δεν τέμνει την παραβολή με εξίσωση  y = x2.   Να αποδείξετε ότι: 
α)  f (x) > x2 ,  για κάθε  x∈ . 
β) lim

x→−∞
f (x) = +∞ . 

 
8.74. Έστω  f : →   συνάρτηση  1-1, για την οποία δίνεται ότι  f (1) < f (0) < f (2). Να αποδείξετε 

ότι η  f  δεν είναι συνεχής. 
 
8.75. Έστω συνάρτηση  f : [1,9]→  , συνεχής και γνησίως αύξουσα. Αν ισχύει η ισότητα   

f (1).f (3).f (9) = 27  τότε να αποδείξετε τα ακόλουθα: 
α) f (9) > 0. 
β) Αν  f (1) < 0  τότε υπάρχει μοναδικό  x1∈ [3,9]  τέτοιος, ώστε  f (x1) = 0. 
γ) Αν  f (1) > 0  τότε υπάρχει ένα μόνο  x2∈ [1,9]  τέτοιος, ώστε  f (x2) = 3. 

 
8.76. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη και συνεχής στο  , η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

      x < f (x) < x + 1 ,  για κάθε  x∈ . 
Να δείξετε ότι το σύνολο τιμών της  f  είναι το . 

 
8.77. Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  x1, x2∈ [α, β], να αποδείξετε ότι 

υπάρχει  ξ∈ [α, β]  τέτοιος, ώστε:   2.f (x1) + 3.f (x2) = 5.f (ξ). 
 
8.78. Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  x1, x2, … , xν∈ [α, β], να αποδεί-

ξετε ότι υπάρχει  ξ∈ [α, β]  τέτοιος, ώστε:  f (ξ) = 1
ν
⋅ [f (x1) + f (x2) + … + f (xν)]. 

 
8.79. Να βρεθεί το πρόσημο των επόμενων συναρτήσεων: 

α)  f (x) = 2 1x+  – x  – 1                                     β)  g(x) = ημ2x – 2 ⋅ συνx ,  x∈ [0,π]. 
 
8.80. Θεωρούμε συνεχή πραγματική συνάρτηση  f  με  f (–1) = –1, η οποία επαληθεύει την ισότητα  
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f 2(x) – 2(x+1).f (x) – 1 = 0, για κάθε  x∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  έχει το ίδιο πρόσημο στο  . 
β) Να βρεθεί ο τύπος της  f. 

[Απ. f(x)=x+1- 2x +2x+2 ] 

 
8.81. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις  f : → , που ικανοποιούν τη σχέση:   

       f 2(x) + x = 1+ x2  ,  για κάθε  x∈ . 
 
8.82. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις  f  οι οποίες είναι ορισμένες στο    και ικανοποιούν τη 

σχέση:   f 2(x) = 2f (x).ημx + συν2x ,  για κάθε  x∈ . 
 
8.83. Να βρεθούν οι συνεχείς συναρτήσεις  f : → , που επαληθεύουν την ισότητα:   f 2(x) = x4  ,  

για κάθε  x∈ . 
 
8.84. Να σχεδιάσετε μια οποιαδήποτε γραφική παράσταση συνάρτησης  f, που έχει πεδίο ορισμού  

Α = [0,2]  και ικανοποιεί τις συνθήκες:  
i) Η  f  είναι συνεχής, έχει μέγιστη τιμή  3  και ελάχιστη τιμή  0. 
ii) Η  f  είναι συνεχής στο  [0,2), έχει ελάχιστη τιμή  0  και δεν έχει μέγιστη τιμή. 
iii) Η  f  είναι συνεχής στο  [0,2), δεν έχει ελάχιστη τιμή αλλά έχει μέγιστη τιμή  3. 
iv) Η  f  είναι συνεχής στο  (0,2), παίρνει τις τιμές  0  και  2, αλλά δεν παίρνει την τιμή  1. 
v) Η  f  είναι συνεχής στο  [0,1)∪ (1,2], έχει μέγιστη τιμή και δεν έχει ελάχιστη τιμή. 
vi) Η  f  είναι συνεχής στο  (0,2)  και παίρνει μόνο τις τιμές  1  και  3. 
vii) Η  f  είναι συνεχής στο  [0,1)∪ (1,2]  και δεν έχει μέγιστη ούτε ελάχιστη τιμή. 

 
8.85. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  οι οποίες είναι ορισμένες στο    και ικανοποιούν την ισότη-
τα:  f 3(x) – g3(x) = x3 + 3x – 1,  για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι οι  Cf , Cg  έχουν ένα μόνο κοι-
νό σημείο. 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 
8.86. Έστω  ν ≥ 1  και  α1 , α2 , … , αν ∈ [0,1]. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 

1x α−  + 2x α−  + … + νx α−  = 2
ν , έχει λύση στο διάστημα  [0,1]. 

 
8.87. Έστω πραγματική συνάρτηση  f , συνεχής στο διάστημα  (1,5)  και  

1
lim
x→

f (x) = 2 ,   

5
lim
x→

f (x) = –3. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει λύση στο διάστημα  (1,5). 

 
8.88. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [α, β]→ (α, β)  με  α.β > 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει πραγμα-

τικός  κ  με  α < κ < β , τέτοιος ώστε  ( )f κ
α  = βκ . 

 
8.89. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση  f : [α, β]→ . Τα σημεία  Α(α, f (α)) , Α(β, f (β)) είναι σημεία 

τομής της  Cf  με την διχοτόμο της  1ης γωνίας των αξόνων. Δείξτε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  

ξ∈ (α, β)  έτσι ώστε  ( )f ξ β
ξ α

−
−

 = ( )f ξ α
ξ β

−
−

. 

 
8.90. Έστω  f , g  δύο συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα  [α, β]. Αν  f 2 = g2  και  f (x) ≠ 0  για κάθε  

x∈ [α, β], να αποδείξετε ότι:   
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      f (x) = g(x) , για κάθε  x∈ [α, β]        ή        f (x) = – g(x) , για κάθε  x∈ [α, β]. 
Μετά να δείξετε ότι δεν ισχύει το προηγούμενο συμπέρασμα με ένα παράδειγμα για δύο συναρ-
τήσεις  f  και  g  με  f (x0) = 0  για κάποιο  x0∈ [α, β]. 

 
8.91. Θεωρούμε συνάρτηση  f , συνεχή στο  , για την οποία ισχύει  f (x) ≠  x,  για κάθε  x∈ . 

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = f (x) – x  έχει το ίδιο πρόσημο στο  . 
ii) Να αποδείξετε ότι  (f f )(x) ≠  x  για κάθε  x∈ . 

 
8.92. Έστω  f, g: [0,1]→ [0,1]  συνεχείς συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει: 

(i)  f g = g f    και   
(ii)  η  f  είναι φθίνουσα. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ [0,1]  τέτοιο, ώστε  f (ξ) = g(ξ) = ξ. 

 
8.93. Για μια συνεχή συνάρτηση  f : →   ισχύει  f (4) = 6  και  f (x) + f ( f (x)) = 10  για κάθε  

x∈ . Να υπολογίσετε το  f (5). 
[Απ.5] 

 
8.94. Έστω  f  συνάρτηση συνεχής στο  , για την οποία δίνεται ότι  f(6) = 5  και   

 f (x) . f ( f (x)) = 1  για κάθε  x∈ . Να υπολογίσετε το  f (2). 
[Απ. 1

2
] 

 
8.95. Θεωρούμε τις συνεχείς συναρτήσεις  f, g : [0,1]→ [0,1]  με  f ([0,1]) = [0,1]. Να αποδείξετε 

ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ [0,1]  τέτοιος ώστε  f (ξ) = g(ξ). 
 
8.96. A. Έστω  f, g: [0,1]→   συνεχείς συναρτήσεις, οι οποίες παίρνουν την ίδια μέγιστη τιμή  Μ. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ [0,1]  τέτοιος ώστε  f (ξ) = g(ξ). 
Β. Να αποδείξετε ανάλογη πρόταση, αν οι συναρτήσεις λαμβάνουν την ίδια ελάχιστη τιμή  m. 

 
8.97. Θεωρούμε μια συνεχή συνάρτηση  f : [0,1]→   με  f (0) = f (1). Τότε: 

Α.α)  Αν  g(x) = f (x) – f (x + 1
4

) , να αποδείξετε ότι  g(0) + g( 1
4

) + g( 1
2

) + g( 3
4

) = 0. 

β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
f (x) = f (x + 1

4
) έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 

Β.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   
f (x) = f (x + 1

ν
)  έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα, για κάθε  ν *∈ . 

 
8.98. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση:   

f 2(x) + (1 – x)(2ex + x – 1) = e2x, για κάθε  x∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα  (–∞ ,0)  
και  (0,+∞ ). 

β) Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις  f  που ικανοποιούν τη δεδομένη σχέση. 
 
8.99. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f : Δ→   η οποία είναι συνεχής και  1-1. Να αποδείξετε ότι: 

i) Αν  α, β, γ∈Δ  με  α < β < γ , τότε ισχύει  f (α) < f (β) < f (γ)     ή     f (α) > f (β) > f (γ). 
ii) Αν  α, β, γ, δ∈Δ  με  α < β < γ < δ , τότε ισχύει 

             f (α) < f (β) < f (γ) < f (δ)      ή        f (α) > f (β) > f (γ) > f (δ). 
iii) Η  f  είναι γνήσια μονότονη συνάρτηση. 
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8.100. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας. 
I. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α,β]  και υπάρχει  x0∈ (α, β)  ώστε  f (x0) = 0. Τότε κατ’ ανά-
γκη θα είναι  f (α).f (β) < 0. 

II. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β]  και  f (α).f (β) > 0. Τότε  f (x) ≠  0 , για κάθε  x∈ [α,β]. 

III. Μια συνάρτηση  f  είναι ασυνεχής στο  [α, β]  και  f (α).f (β) > 0. Τότε  μπορεί  f (ξ) = 0 , για κά-
ποιο  ξ∈ [α, β]. 

IV. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [–3,2]  και  f (–3) = 2 ,  f (2) = π, τότε υπάρ-
χει  x0∈ (–3,2)  τέτοιος, ώστε  f (x0) = e. 

V. Αν  α, β  (α < β) είναι ρίζες της συνεχούς συνάρτησης  f : → , τότε η  f  διατηρεί σταθερό 
πρόσημο στο διάστημα  (α, β). 

VI. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και δίνεται ότι  f 2(x) = 4, για κάθε  x∈ . Τότε ανα-
γκαία η  f  είναι σταθερή. 

VII. Αν η συνάρτηση  f : (α, β)→  είναι συνεχής και μη σταθερή, τότε το σύνολο τιμών της είναι 
ανοικτό διάστημα. 

VIII. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  Α = [0,3). Το σύνολο τιμών της μπορεί να είναι το   
f (A) = * . 

IX. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β], τότε ο αριθμός  ( ) ( )
2

f α f β+   ανήκει στο 

σύνολο τιμών της. 
X. Κάθε συνεχής συνάρτηση  f  στο  [α, β]  με  f (α) ≠ f (β)  παίρνει μόνο τις τιμές μεταξύ των  f (α)  
και  f (β). 

XI. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : [α, β]→ . Το σύνολο τιμών της είναι το  [f (α) , f (β)]. 
XII. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  [α, β], τότε το σύνολο 

τιμών της είναι  [f (β) , f (α)]. 
XIII. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β]. Αν στο  xε∈ [α, β]  η  f  έχει την ελάχιστη τιμή της και 

στο  xμ∈ [α, β]  η  f  έχει την μέγιστη τιμή της, τότε  xε < xμ. 
XIV. Κάθε συνεχής συνάρτηση με πεδίο ορισμού το    έχει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. 

XV. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β]  και  f (x) ≠  0  για κάθε  x∈ [α, β]. Αν f ( 2
α β+ )= – 2  

τότε  f (x) < 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 
XVI. Μια συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το , είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, τότε το σύ-

νολο τιμών της είναι το  . 
XVII. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  (α,β)  και ισχύουν:  lim

x α+→
f (x) = –∞   και  

lim
x β−→

f (x) = +∞  τότε η  f  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (α,β). 

 
8.101. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Σε ποιο από τα επόμενα διαστήματα η εξίσωση  x3 + x = x2 +2  έχει σίγουρα λύση; 

Α. (–2,–1)                 Β. (–1,0)                 Γ. (0,1)                 Δ. (1,2)                 Ε. (2,3) 
 
8.102. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο  . Η  f  είναι γνησίως αύξουσα 
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και η  g, γνησίως φθίνουσα και  f (2) = g(2). Να διατάξετε σε μία σειρά από τη μικρότερη 
στη μεγαλύτερη τις παρακάτω διαφορές. 
α) f (e) – g(e)           β) f (π) – g(π)           γ) f (0) – g(0)          δ) f (2) – g(2)          ε) f (3) – g(3) 
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________________________________________ΓΕΝΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ________________________ 
 
Α΄  Ομάδα 

9.1. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 6 2 x− . 
i)  Να γράψετε τον τύπο της  f  χωρίς απόλυτες τιμές. 
ii) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  f . 
iii) Να βρεθούν τα διαστήματα μονοτονίας, τα ακρότατα καθώς και το σύνολο τιμών της  f. 

 

9.2. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ln 1
1

x
x

⎛ ⎞+
⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f . 
β)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι  1-1. 
γ)  Να βρεθεί η αντίστροφή της. 

 
9.3. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση:   f (x) + ημf (x) – x = 0 ,  για 
κάθε  x∈ . 
i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη. 
ii) Να βρείτε την αντίστροφη της  f. 
iii) Να βρείτε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων της  f  και της αντίστροφής της. 

[Απ.iii)(κπ,κπ) κ∈ ] 

 
9.4. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει  α.f (x) + β.f (1–x) = x2–7x+4, για κάθε  

x∈ . Η  Cf  διέρχεται από τα σημεία  Α(–2,12)  και  Β(3,2). 
i)  Να βρείτε τα  α  και  β. 
ii)  Αν  

1
lim
x→

f (x) = 0, να βρεθεί το  
0

lim
x→

f (x) 
[Απ. i)α=2,β=-1 ii)2] 

 

9.5. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 
21 1 x

x
+ −  ,  με  x∈ (0,1). 

α) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
β) Να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
γ) Να βρεθεί, αν ορίζεται, η αντίστροφή της. 

 
9.6. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ln(1–lnx). Να βρείτε: 
α) Τo πεδίο ορισμού της και να την εξετάσετε ως προς τη μονοτονία. 
β) Τo σύνολο τιμών της. 
γ) Την αντίστροφή της, αν ορίζεται. 

 
9.7. Θεωρούμε συνάρτηση  f : →  η οποία είναι συνεχής και  ( )f = . Η  f  ικανοποιεί επίσης 
τη σχέση:  f 3(x) + 3f (x) + 1004 – x = 0, για κάθε  x∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση. 

β) Να υπολογίσετε τα όρια  (i) 
1000

lim
x→

f (x)             (ii) lim
x→+∞

1

5
( ) συνf x x

x

− ⋅  
[Απ.β)(i)-1 (ii)0] 

9.8. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = 

1

1
2 2 , 0
2 1

, 0

x

x

x

α x

⎧ + ≠⎪
⎨ +⎪

=⎩

. 
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α) Να υπολογίσετε τα όρια  lim
x→+∞

f (x) , lim
x→−∞

f (x) , 
0

lim
x +→

f (x) , 
0

lim
x −→

f (x). 

β) Υπάρχει τιμή του  α  για την οποία η  f  να είναι συνεχής; 
[Απ.α)3/2, 3/2, 1, 2 β)Δεν υπάρχει] 

 

9.9. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f (x) = 
1/

1/
1 2
1 2

x

x
−
+

, μπορεί να επεκταθεί κατάλληλα στο  , ώστε 

να είναι συνεχής σ’ αυτό. 
[Απ.Δεν επεκτείνεται] 

 
9.10. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο διάστημα  [0,1]. Αν ισχύει η ισό-
τητα  f 2(0) + f 2(1) + 5 = 2[2f (0) + f (1)]  να αποδείξετε ότι: 
i)  Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα. 

ii) Υπάρχει μοναδικό  x0∈ (0,1)  τέτοιο, ώστε  0

0

( )f x
x  = 2. 

 
9.11. Έστω συνάρτηση  f (x) = e– x – x. 

i)  Να δείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφη και να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f –1. 
ii) Να λύσετε την εξίσωση  f –1(x) = 1 – x. 

[Απ.x=0] 

 
9.12. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση  f : [0, )+∞ →  , η οποία επαληθεύει τη σχέση   

f 2(x) – ex = x2003  και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο  Α(0,1). 
α) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
β) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι  1-1. 

γ) Να βρείτε τον  θ∈ [0, 2
π ]  αν είναι:    eημθ – eσυνθ = (συνθ)2003 – (ημθ)2003 . 

 

9.13. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : [2,4]→ . Αν το όριο  
2

lim
x→

( ) 3
2

f x
x

−
−

  είναι πραγματικός αριθ-

μός και  f (2).f (4) =15  να αποδείξετε ότι: 
α) f (2) = 3. 
β) Η ευθεία με εξίσωση  y = 4  τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  σε ένα τουλάχιστον σημείο 
με τετμημένη στο διάστημα  (2,4). 

 
∗             ∗             ∗             ∗             ∗ 

Β΄  Ομάδα 
9.14. Θεωρούμε μια συνεχή συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει ότι  ( f f )(α) = α , για κά-
ποιο  α∈ . Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = x  έχει μια τουλάχιστον πραγματική ρίζα. Να 
ερμηνεύσετε γραφικά την προηγούμενη πρόταση. 

 

9.15. Έστω  f (x) = 
2

2 2

x α α
x β β
+ −
+ −

. Να αποδείξετε ότι: 
0

lim
x→

f (x) = 

όταν 0 και 0

0 όταν 0 και 0
όταν 0 και 0

όταν 0 και 0

α α β
β

α β
α β

β α βα

⎧ < <
⎪
⎪ > <⎪
⎨
+∞ < >⎪
⎪

> >⎪⎩

 

9.16. Αν  f (x) = 
2

2
x α α
β x β
+ −
− −

, να βρείτε το  
0

lim
x→

f (x)  για κάθε  α, β *∈ . 

[Απ.0 αν α>0 και β<0, α
β
 αν α,β<0, - β

α
 α,β>0, Δεν υπάρχει αν α<0 και β>0] 
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Δ ΙΑΦΟΡ ΙΚΟΣ  
                   ΛΟΓ ΙΣΜΟΣ  
 
 
 

 Η  έννοια  της  παραγώγου 
 

 Παράγωγος  συνάρτηση 
    Κανόνες  παραγώγισης 

 
 Εφαπτόμενη  διαγράμμα-
τος  συνάρτησης 

 
 Ρυθμός  μεταβολής 

 
 Θεώρημα  Rolle 

 
 Θεώρημα  Μέσης  τιμής 

 
 Συνέπειες  θεωρήματος   
                 Μέσης  Τιμής 

 
 Μονοτονία  συνάρτησης 

 
 Τοπικά  ακρότατα   
                  συνάρτησης 

 
 Κυρτότητα  –  Σημεία  
καμπής  συνάρτησης 

 
 Ασύμπτωτες  –  Κανόνες 
                   de  L’ Hospital 

 
 Μελέτη  και  χάραξη  της 
  γραφικής  παράστασης  
          μιας  συνάρτησης 

 

 
 
 
 
 
 
 

ι απαρχές της επινόησης του Διαφορικού Λογι-
σμού βρίσκονται στην προσπάθεια λύσης προβλη-

μάτων σχετικών με ακρότατα τον 17ο αιώνα από τον 
Fermat (1601–1665), την σχεδίαση και προσδιορισμό 
της εφαπτομένης μιας τυχαίας συνεχόμενης καμπύλης 
από τον Leibniz (1646–1717) καθώς και την εύρεση της 
ταχύτητας κάποια συγκεκριμένη χρονική στιγμή που έχει 
ένα κινητό από τον Newton (1642–1727). Το πλήθος και 
το εύρος των εφαρμογών στις οποίες εφαρμόστηκε το νέο 
είδος λογισμού ήταν χωρίς προηγούμενο και από την αρ-
χή φάνηκε η ανωτερότητά του απέναντι στην κλασσική 
Άλγεβρα. Είναι χαρακτηριστικός ο όρος που υιοθέτησαν 
οι Αγγλοσάξονες, Calculus, δηλαδή το κατεξοχήν υπολο-
γιστικό εργαλείο. 
Το εύρος του γνωστικού πεδίου που καλύπτει ο Δια-

φορικός Λογισμός είναι τόσο μεγάλος για να καλυφθεί 
μέσα σε ένα εισαγωγικό εγχειρίδιο, γι’ αυτό γίνεται μια 
ισορροπημένη αναφορά και ανάπτυξη των τεχνικών υπο-
λογισμού της παραγώγου μιας συνάρτησης, των βασικών 
προτάσεων που είναι οι στυλοβάτες του οικοδομήματος 
του Διαφορικού Λογισμού καθώς και στην εφαρμογή τους 
στη λύση προβλημάτων σε όλα τα επιστημονικά πεδία, 
την Άλγεβρα, τη Γεωμετρία, τη Φυσική, την Οικονομία, 
τη Βιολογία κ.τ.λ. 
Οι πρώτες ενότητες αναφέρονται στον ορισμό της πα-

ραγώγου, τους κανόνες για την εύρεση της παραγώγου 
μιας συνάρτησης, την εφαρμογή της στον προσδιορισμό 
της εφαπτομένης της γραφικής παράστασής της και τη γε-
νίκευση του όρου ως ρυθμός μεταβολής μιας ποσότητας 
σε σχέση με μια άλλη, ώστε να δούμε πως εμφανίζεται σε 
άλλα επιστημονικά πεδία. 
Ακολουθούν τα θεωρήματα Rolle, Μέσης Τιμής, κα-

θώς και εκείνα που χαρακτηρίζονται ως συνέπειες του 
θεωρήματος Μέσης Τιμής. Οι προτάσεις για τη μονοτο-
νία, τα ακρότατα, τα κοίλα και τα σημεία καμπής. Έτσι 
έχουμε όλα τα απαραίτητα εργαλεία για την πλήρη μελέτη 
μιας συνάρτησης και είμαστε σε θέση να εξάγουμε όποιες 
πληροφορίες επιθυμούμε για τη συμπεριφορά της καθώς 
επίσης μπορούμε να έχουμε και μια οπτική αναπαράστα-
ση αυτών σχεδιάζοντας τη γραφική της παράσταση. 
 

Ο
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ΕΝΟΤΗΤΑ    1 
 
 

 

Η   ΕΝΝΟΙΑ   ΤΗΣ   ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ 
 

Τα παλιότερα μαθηματικά εμφανίζονται στατικά ενώ τα 
νεότερα εμφανίζονται δυναμικά, έτσι που τα πρώτα συ-
γκρίνονται με το στάδιο της ακίνητης εικόνας της φωτο-
γραφίας ενώ τα δεύτερα με το στάδιο της κινούμενης κι-
νηματογραφικής εικόνας. 

– HOWARD  EVES 
 
 
 
 

ύο μεγάλα προβλήματα που απασχολούσαν τους μαθηματικούς στις 
αρχές του  17ου αιώνα ήταν 

        
Το μνημιώδες έργο του 
Νεύτωνα  
“Philosophiae Natu-
ralis Principia 
Mathematica” (1687) 

 Το πρόβλημα της εφαπτόμενης, δηλαδή τι θα ονομάζουμε εφαπτό-
μενη μιας καμπύλης σε ένα σημείο της και πως μπορούμε να την 
προσδιορίσουμε. 

 Το πρόβλημα της ταχύτητας, δηλαδή τι θα ονομάζουμε ταχύτητα 
ενός σώματος του οποίου η κίνηση δεν είναι ομαλή όπως π.χ. στην 
ελεύθερη πτώση ενός σώματος τι θα λέμε ταχύτητα οποιαδήποτε 
χρονική στιγμή; 

Τα προβλήματα αυτά απαντήθηκαν ανεξάρτητα από τον Newton και τον 
Leibniz την ίδια περίπου χρονική περίοδο. Η μεγάλη τους επιτυχία ήταν 
ότι ανακάλυψαν τη βαθιά εσωτερική σχέση που συνδέει τα προβλήματα 
αυτά. 
O Newton1 προσέγγισε το λογισμό από τη φυσική του πλευρά. Θεώρησε 
μία καμπύλη ως παραγόμενη από τη συνεχή κίνηση ενός σημείου. Η τε-
τμημένη και η τεταγμένη του σημείου αυτού είναι γενικά μεταβλητές πο-
σότητες. Ονόμασε μια μεταβλητή ποσότητα ρέον και το ρυθμό μεταβολής 
της ροή του ρέοντος. Ο ίδιος ονόμασε το νέο αυτό λογισμό που επινόησε, 
λογισμό των ροών (fluxional calculus).  

                                                 
1 ISAAC NEWTON (1642-1727). 

 

Ο Νεύτωνας γεννήθηκε στην Αγγλία και αφού τελείωσε το σχολείο πήγε στο Cambridge. 
Εκεί στα μαθηματικά είχε δάσκαλο τον Isaac Barrow (1630-1677) ο οποίος αναγνώρισε 
την αξία του Νεύτωνα και παραιτήθηκε από την έδρα που κατείχε χάριν του ασύγκριτου 
μαθητή του. Το 1664-1665 ξέσπασε η Μεγάλη Πανούκλα, το πανεπιστήμιο έκλεισε και ο 
Νεύτωνας πέρασε τα δύο αυτά χρόνια στο Woolsthorp. Σ’ αυτή τη διετία επινόησε τον 

Λογισμό, ανακάλυψε το νόμο της βαρύτητας και απέδειξε πειραματικά ότι το λευκό φως συντίθεται από 
φως όλων των χρωμάτων. Ανακάλυψε το διωνυμικό θεώρημα, το οποίο ήταν ένα ουσιαστικό βήμα για 
την πλήρη ανάπτυξη του Λογισμού. Στο έργο του “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, ένα 
από τα μεγαλύτερα έργα όλων των εποχών, παρουσίασε τη δυναμική, το νόμο της παγκόσμιας βαρύτητας 
καθώς και την εφαρμογή τους στο ηλιακό σύστημα. 
 

Δ
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Ο Leibniz2 δημοσίευσε πρώτος μια περιεκτική έκθεση του διαφορικού 
του λογισμού το 1684, σ’ ένα άρθρο του με τίτλο “Μια νέα μέθοδος για 
μέγιστα και ελάχιστα καθώς και για εφαπτόμενες, η οποία δεν περιορίζε-
ται σε κλασματικές ή άρρητες ποσότητες και ένα σημαντικό είδος λογι-
σμού γι’ αυτή”. 

 
Στιγμιαία ταχύτητα 
Θεωρούμε ένα σώμα το οποίο κινείται κατά μήκος ενός άξονα, ο οποίος έχει αρχή το σημείο  
Ο. Συμβολίζουμε με  S(t)  την τετμημένη του σώματος τη χρονική στιγμή  t.  

 
Η συνάρτηση  S(t)  καθορίζει τη θέση του σώματος κάθε χρονική στιγμή  t  και ονομάζεται συ-
νάρτηση θέσης του σώματος. Υποθέτουμε ότι τη χρονική στιγμή  t0  το σώμα βρίσκεται στη 
θέση  Μ0  και ότι μετά από παρέλευση χρόνου  h, δηλαδή τη χρονική στιγμή  t = t0+h, βρίσκε-
ται στη θέση  Μ. Η μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή  t0  εως την  t  είναι   
S(t) – S(t0). Επομένως, η μέση ταχύτητα του σώματος σ’ αυτό το χρονικό διάστημα είναι  

0

0

( ) ( )S t S t
t t
−
−

. 

Όταν η παρέλευση του χρόνου  h  είναι αρκετά μικρή, δηλαδή το  t  προσεγγίζει το  t0, τότε η 
μέση ταχύτητα του σώματος δίνει μία ικανοποιητική προσέγγιση του ρυθμού αλλαγής της θέ-
σης του κοντά στο  t0. Το όριο της μέσης ταχύτητας, καθώς το  t  τείνει στο  t0, το ονομάζουμε 
στιγμιαία ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγμή  t0  και τη συμβολίζουμε με  υ(t0). 

Δηλαδή   υ(t0) = 
0

lim
t t→

0

0

( ) ( )S t S t
t t
−
−

. 

1.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Όταν το σώμα κινείται προς τα δεξιά, τότε κοντά στο  t0  ισχύει  0

0

( ) ( )S t S t
t t
−
−

 > 0, ο-

πότε είναι  υ(t0) ≥ 0, ενώ, όταν το σώμα κινείται προς τα αριστερά, τότε κοντά στο  t0  ισχύει  
0

0

( ) ( )S t S t
t t
−
−

 < 0, οπότε είναι  υ(t0) ≤ 0. 

 
 
 

                                                                                                                                 
2 GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716). 

 

Γεννήθηκε στη Λειψία και ήταν σε μεγάλο βαθμό αυτοδίδακτος, διαβάζοντας ακατάπαυ-
στα στη βιβλιοθήκη του πατέρα του. Ήταν μία καθολική μεγαλοφυΐα και τα μαθηματικά 
δεν ήταν παρά μία από τις πολλές γνωστικές περιοχές με τις οποίες ασχολήθηκε όπως: νο-
μικά, πολιτική τέχνη, ιστορία, λογοτεχνία, λογική, μεταφυσική και φιλοσοφία. Στα μαθη-
ματικά συνέβαλε στην ανακάλυψη του Λογισμού αλλά και στην Συνδυαστική ανάλυση. 

Ήταν από τους λίγους που διαθέτουν εξαιρετικές ικανότητες στα δύο διαφορετικά πεδία μαθηματικής 
σκέψης, το αναλυτικό και το συνδυαστικό ή το συνεχές και το διακριτό. Το μεγαλύτερο μέρος της ζωής 
του ήταν στην υπηρεσία διαφόρων αριστοκρατών οι οποίοι του μετέδωσαν την απληστία για τα χρήματα 
και συνέβαλε στη διανοητική του απραξία. 
 



ΕΝΟΤΗΤΑ  1Η:   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΗΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ                                                          189 

Το πρόβλημα της εφαπτόμενης 
Από την Ευκλείδεια Γεωμετρία γνωρίζουμε ότι μια ευθεία  ε  είναι ε-
φαπτόμενη ενός κύκλου σε ένα σημείο του  Α, αν έχει με αυτόν ένα 
μόνο κοινό σημείο, το  Α. Αν προσπαθήσουμε να γενικεύσουμε τον 
προηγούμενο ορισμό για κάθε καμπύλη τότε αυτός αποτυγχάνει γιατί 
για παράδειγμα στην παραβολή  y = x2  θα είχαμε στο σημείο της  
Α(1,1)  περισσότερες από μία  εφαπτόμενες, ενώ στην  y = x3  δεν θα 
μπορούσαμε να θεωρήσουμε  στο σημείο  Α(1,1)  εφαπτόμενη.  

                                         
 
Τίθεται λοιπόν το ερώτημα: Ποιόν ορισμό μπορούμε να δόσουμε για να είναι μία ευθεία εφα-
πτόμενη μιας οποιαδήποτε καμπύλης; 
Ας επιστρέψουμε στον κύκλο και ας προσπαθήσουμε να δούμε 
την εφαπτόμενη να δημιουργείται με έναν “κινηματικό” τρόπο. 
Θεωρούμε ένα άλλο σημείο  Μ  του κύκλου το οποίο μαζί με το  
Α  ορίζουν μια τέμνουσα του κύκλου. Αν τώρα πάρουμε διαδοχι-
κές θέσεις του  Μ  ώστε να πλησιάζει σταδιακά το  Α  παρατη-
ρούμε ότι οι διαδοχικές τέμνουσες που ορίζονται τείνουν να πά-
ρουν μια «οριακή θέση», η οπoία δεν είναι άλλη από την εφα-
πτόμενη του κύκλου στο σημείο του  Α. Την παρατήρηση αυτή 
μπορούμε να την αξιοποιήσουμε για να ορίσουμε την εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης 
μιας συνάρτησης σε ένα σημείο της. 

                                     
 
Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  και ένα σημείο  Α(x0, f (x0))  της γραφικής της παράστασης. 
Παίρνουμε ένα άλλο σημείο  Μ(x, f (x)), x ≠ x0, της γραφικής παράστασης της  f  και φέρνουμε 
την ευθεία  ΑΜ. Παρατηρούμε ότι καθώς το  x  τείνει στο  x0, με  x > x0, η τέμνουσα  ΑΜ  φαί-
νεται να παίρνει μια οριακή θέση  ε. Την οριακή αυτή θέση της  ΑΜ  θα μπορούσαμε να ονο-
μάσουμε εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο της  Α. 

Η κλιση της ευθείας  ΑΜ  είναι  0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

, οπότε είναι λογικό να αναμένουμε ότι η εφα-
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πτόμενη της  Cf  στο σημείο  Α(x0, f (x0))  θα έχει κλίση το  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

. 

 
1.2. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω  f  μια συνάρτηση και  Α(x0, f (x0))  ένα σημείο της  Cf. Αν 

υπάρχει το  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  και είναι πραγματικός αριθμός  λ, 

τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη της  Cf  στο σημείο της  Α, την ευ-
θεία  ε  που διέρχεται από το  Α  και έχει συντελεστή διεύθυνσης  
λ. 

Η εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cf  στο σημείο της  Α(x0, f (x0))  είναι  

              y – f (x0) = λ(x – x0)  όπου  λ = 
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

. 

 
1.3. ΟΡΙΣΜΟΣ: Μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  x0  

του πεδίου ορισμού της, αν υπάρχει το  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  και εί-

ναι πραγματικός αριθμός. 
Το όριο αυτό ονομάζεται παράγωγος της  f  στο  x0  και συμβολί-
ζεται με  0( )f x′ . 

Δηλαδή,   0( )f x′  = 
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

. 

 
Παράγωγος και συνέχεια 
1.4. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  x0, τότε είναι 

και συνεχής στο σημείο αυτό. 

Απόδειξη:  Για  x ≠ x0  έχουμε  f (x) – f (x0) = 0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

.(x – x0) ,   οπότε 

0

lim
x x→

[f (x) – f (x0)]  =  
0

lim
x x→

0
0

0

( ) ( ) ( )f x f x x xx x
−⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥−⎣ ⎦

  =  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

.
0

lim
x x→

(x – x0)  

= 0( )f x′ .0 = 0 ,  αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0. 

Επομένως,  
0

lim
x x→

f (x) = f (x0) ,  δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο  x0.  

 
1.4.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ: (1) Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν 

ισχύει. Δηλαδή, αν η  f  είναι συνεχής στο  x0  τότε δεν είναι κατ’ 
ανάγκη παραγωγίσιμη σ’ αυτό. Για παράδειγμα η συνάρτηση  f 
(x) = x   είναι συνεχής στο  x0 = 0, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη 

σ’ αυτό, αφού 
0

lim
x +→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

lim
x +→

x
x  = 1,  ενώ   

0
lim
x −→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

lim
x −→

x
x
−  = –1. 

(2) Γενικά μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων που 
δεν είναι “λείες”, δηλαδή αυτές που έχουν “αιχμηρά” σημεία, δεν είναι παραγωγίσιμες σ’ 
αυτά, ενώ είναι συνεχείς. 
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1.5. ΣΧΟΛΙΟ:  Στο παρακάτω σχεδιάγραμμα φαίνεται η σχέση συνέχειας – παραγωγισιμότητας. 

 
Οι συναρτήσεις  Κ(x), R(x)  και  φ(x)  δεν είναι συνεχείς, άρα ούτε παραγωγίσι-
μες. Οι συναρτήσεις  F(x)  και  f (x)  είναι συνεχείς, αλλά όχι παραγωγίσιμες, 
ενώ οι  g(x)  και  h(x)  είναι παραγωγίσιμες, οπότε και συνεχείς. 

 
1.5.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Μια συνάρτηση η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ , μπορεί να μην 

είναι παραγωγίσιμη σε ένα, δύο ή περισσότερα σημεία, ακόμα και σε άπειρα σημεία του  Δ. 
Για παράδειγμα οι συναρτήσεις  f (x) = 1x−   δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 1. Η 
συνάρτηση  f (x) = 1x− + 2x−   δεν είναι παραγωγίσιμη στα σημεία  x1 = 1  και  x2 = 2, ενώ 

η  f (x) = 2 1x −   δεν είναι παραγωγίσιμη στα σημεία  x1 = –1  και  x2 = 1. Η συνάρτηση   

f (x) = ημx   δεν είναι παραγωγίσιμη σε άπειρα σημεία, αυτά που είναι της μορφής  x = κπ, 
κ∈ . 

                                        
 

                     
Όλες οι προηγούμενες συναρτήσεις είναι συνεχείς στο  . 
Μπορεί όμως μια συνάρτηση να είναι συνεχής σε όλο το  Δ  και να μην είναι παραγωγίσιμη 
σε όλα τα σημεία του  Δ; Παρόλο που αυτό έρχεται σε αντίθεση με τη διαίσθησή μας, η απά-
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ντηση είναι ότι υπάρχει!*. 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εύρεσης του παράγωγου αριθμού μιας συνάρτησης σ’ ένα 
σημείο του πεδίου ορισμού της. 

  

  Για να βρούμε τον παράγωγο αριθμό μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα σημείο, προσέ-
χουμε τα εξής: 
• Το σημείο  x0  πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισμού  Df  της συνάρτησης. 
• Το σημείο  x0  πρέπει να είναι σημείο συσσώρευσης του πεδίου ορισμού  Df  

της συνάρτησης, δηλαδή, να υπάρχει διάστημα της μορφής  (α, x0)∪ (x0, β)  ή  
(α, x0)  ή  (x0, β)  το οποίο να είναι υποσύνολο του  Df . 

 Αν η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο σημείο  x0  τότε δεν θα υπάρχει η παράγω-
γός της σ’ αυτό. Αν η συνάρτηση είναι συνεχής δεν μπορούμε να απαντήσουμε για 
την ύπαρξη του παράγωγου αριθμού και πρέπει να υπολογίσουμε το όριο του πη-
λίκου μεταβολής της στο  x0. 

 Για να βρούμε παραμέτρους ώστε η  f  να είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  
x0∈Df  απαιτούμε “κατ’ αρχήν”  να είναι η  f  συνεχής στο  x0  και μετά να υπάρχει 
το όριο του λόγου μεταβολής της στο  x0  το οποίο να είναι πραγματικός αριθμός. 

 
1.6. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  με  f (x) = x+2 + x x2 6− −   είναι παραγωγίσιμη στα 

σημεία  x1=0 ,  x2=–2  και  x3=3. 
Λύση: 
Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  

 2

2 0
6 0

x
x x

+ ≥⎧
⎨ − − ≥⎩

  

Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = {–2}∪ [3,+∞ ) 
Η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x1 = 0  για-
τί αυτό δεν ανήκει στο  Df . 
Επίσης δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x2 = –2  γιατί δεν είναι σημείο συσσώρευσης δη-
λαδή δεν υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  α , β  ώστε  (α,x2)⊆ Df   ή  (x2,β)⊆ Df . 

Για  x > 3  έχουμε:  ( ) (3)
3

f x f
x
−
−

 = 
22 6 5

3
x x x

x
+ + − − −

−
 = 2 5

3
x

x
+ −
−

 + 
2 6

3
x x

x
− −
−

  

= 
( ) ( )

( )
2 5 2 5

( 3) 2 5

x x

x x

+ − + +

− + +
 + 

2

2
6

( 3)
x x

x
− −
−

 = 
( ) ( )

( )

2 2
2 5

( 3) 2 5

x

x x

+ −

− + +
 + 2

( 2)( 3)
( 3)

x x
x
+ −

−
  

                                                 
* Το 1872 ο Karl Weierstrass εξέπληξε την μαθηματική κοινότητα δίνοντας ένα παράδειγμα μιας συνε-
χούς συνάρτησης σ’όλο το    που να μην έχει παράγωγο σε κανένα σημείο. Η συμπεριφορά τέτοιων 
συναρτήσεων έρχεται σε αντίθεση με την γεωμετρική διαίσθηση που έχουμε για τις καμπύλες και τις ε-
φαπτόμενές τους. Ένα παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης που ορίζεται με τη βοήθεια σειράς είναι   

f(x) = 
0

1 συν(3 )
2

n
n

n

x
∞

=

⋅∑ . 

x – ∞         –2           3         + ∞  
x+2        –      0    +            +    

x2 – x – 6        +      0    –    0      +     

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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= 
( )

2 5
( 3) 2 5

x
x x

+ −
− + +

 + 2
3

x
x
+
−

 = 
( )

3
( 3) 2 5

x
x x

−
− + +

 + 2
3

x
x
+
−

  

= 1
2 5x+ +

 + 12
3

x
x

+ ⋅
−

. 

Άρα  
3

l im
x +→

( ) (3)
3

f x f
x
−
−

 = 
3

1 12
2 5 3

lim
x

x
x x+→

+ + ⋅
+ + −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
3

1
2 5

lim
x x+→ + +

 + 

3

12
3

lim
x

x
x+→

+ ⋅
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1
2 5

 + 5 ( )⋅ +∞  = +∞ . 

Άρα η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x3 = 3. 
 
 

1.7. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) =  
⎧ ⋅

≠⎪
⎨
⎪⎩

3

3
ημ ( )

αν 0

0 αν =0

π x
x

x
x

 . 

i)   Να εξετάσετε αν η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x=0. 
ii)  Να εξετάσετε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x=0. 

Λύση: 
i)  f (0) = 0. 

Για  x > 0  έχουμε:  
0

l im
x +→

f (x) = 
0

l im
x +→

3

3

ημ ( )π x
x

 = 
0

l im
x +→

3( )πx
x

ημ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = π3.
0

l im
x +→

3
( )πx
πx

ημ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

= π3.
0

l im
u +→

3u
u

ημ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = π3.13 = π3.1 = π3. 

Άρα  
0

l im
x +→

f (x) ≠ f (0) , οπότε η  f  δεν είναι συνεχής στο σημείο  x = 0. 

ii)  Αφού η  f  δεν είναι συνεχής στο σημείο  x = 0  τότε δεν θα είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
 
 

1.8. Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ώστε η συνάρτηση 

                                       f (x) = 
≤⎧⎪

⎨
⎪⎩

2

2

+ αν 1
+1

+ 1 αν > 1

x α x
x

x βx x

−

− −
 

να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0=–1. 
Λύση: 
Για να είναι η  f  παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = –1, θα πρέπει κατ’ αρχήν να είναι συνεχής σ’ 
αυτό. 
Είναι  f (–1) = 2

1
( 1) 1

α− +
− +

 = 1
2
α− . 

1
l im ( )
x

f x
−→−

 = 21 1
l im
x

x
x
α

−→−

+
+

 = 2
1

( 1) 1
α− +

− +
 = 1

2
α− . 

1
l im ( )
x

f x
+→−

 = 2

1
l im ( 1)
x

x βx
+→−

+ −  = (–1)2 + β(–1) – 1 = 1 – β – 1 = –β 

Πρέπει  f (–1) = 
1

l im ( )
x

f x
−→−

 =
1

l im ( )
x

f x
+→−

  ⇔   1
2
α−  = –β  ⇔   α – 1 = –2β  ⇔   α = 1–2β  (1) 

Τότε   f (x) = 2

2

1 2 αν 1
1

1 αν 1

x β x
x

x βx x

+ −⎧ ≤ −⎪
+⎨

⎪ + − > −⎩
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1

( ) ( 1)
( 1)

l im
x

f x f
x−→−

− −
− −

 = 
2

1

1 2 ( )
1

1
l im
x

x
x

x

β β
−→−

+ −
− −

+
+

 = 
2

1

1 2
1

1
lim
x

x
x

x

β β
−→−

+ −
+

+
+

 = 

2

2

1

1 2
1
1

lim
x

x x
x
x

β β β

−→−

+ − + +
+
+

 = 

2

21

1
( 1) ( 1)

l im
x

x x
x x

β β
−→−

+ + −
+ +

 = 
2

21

1 ( 1)
( 1) ( 1)

l im
x

x x
x x

β
−→−

+ + −
+ +

 = 21

( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

l im
x

x x x
x x
β

−→−

+ + + −
+ +

 = 

21

( 1) (1 )
( 1) ( 1)

l im
x

x x
x x

β β
−→−

+ + −
+ +

 = 21

1
1

l im
x

x
x
β β

−→−

+ −
+

 = 2
1 ( 1)

( 1) 1
β β+ − −
− +

 = 1
1 1
β β− −
+

 = 1 2
2
β− . 

1

( ) ( 1)
( 1)

l im
x

f x f
x+→−

− −
− −

 = 
2

1

1 ( )
1

l im
x

x x
x

ββ
+→−

+ − − −
+

 = 
2

1

1
1

l im
x

x x
x
β β

+→−

+ − +
+

 = 

1

( 1) ( 1) ( 1)
1

l im
x

x x x
x

β
+→−

+ − + +
+

 = 
1

( 1) ( 1 )
1

l im
x

x x
x

β
+→−

+ − +
+

 = 
1

l im ( 1 )
x

x β
+→−

− + = –1 – 1 + β = β – 2 

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = –1  αν και μόνο αν 

1

( ) ( 1)
( 1)

l im
x

f x f
x−→−

− −
− −

 = 
1

( ) ( 1)
( 1)

l im
x

f x f
x+→−

− −
− −

  ⇔   1 2
2
β−  = β–2  ⇔   1–2β = 2β–4  ⇔  

  –4β = –5  ⇔   β = 5
4 . 

Από την  (1)  ⇔   α = 1 – 2 5
4⋅  = 1 – 5

2  = – 3
2 . 

 
 

 
 

Εύρεσης του παράγωγου αριθμού μιας συνάρτησης σ’ ένα ση-
μείο του πεδίου ορισμού της, η οποία επαληθεύει μία σχέση. 

  

  Αν από τη σχέση που έχει δοθεί μπορούμε να βρούμε τον τύπο της συνάρτησης  f  
υπολογίζουμε την τιμή της συνάρτησης στο σημείο  x0  και μετά το όριο του πηλί-
κου μεταβολής της. 
Σε περίπτωση που η έκφραση του τύπου περιέχει μία άλλη συνάρτηση  g  γράφου-
με τα συμπεράσματα που προκύπτουν από τα δεδομένα για την συνάρτηση αυτή. 

 Αν η σχέση που έχει δοθεί είναι ανισοτική, τότε φράζουμε τη συνάρτηση  f  μεταξύ 
δύο εκφράσεων. Υπολογίζουμε την τιμή της στο σημείο  x0  και μετά το όριο του 
πηλίκου μεταβολής της χρησιμοποιώντας το κριτήριο παρεμβολής. 

 Αν έχει δοθεί ένα όριο του οποίου η έκφραση περιέχει τη συνάρτηση  f   τότε ονο-
μάζουμε την έκφραση σαν μία συνάρτηση  g  και την λύνουμε ως προς την  f. 
Γράφουμε το πεδίο ορισμού της  g, το όριό της στο σημείο  x0  και οτιδήποτε άλλο 
έχει δοθεί. 

 
1.9. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο  1  και για κάθε  x∈   ισχύει η ισότητα: 

                     [f (x) + 3].x = 2 + x3 + f (x)  . 
Να βρείτε, αν υπάρχει, την παράγωγο της  f  στο σημείο  x=1. 

Λύση: 

Για κάθε  x∈   είναι:  [f (x) + 3].x = 2 + x3 + f (x)  ⇔   x.f (x) + 3x = 2 + x3 + f (x)  ⇔    
            x.f (x) – f (x) = x3 – 3x + 2  ⇔   (x–1).f (x) = x3 – 3x + 2. 

• Αν  x – 1 ≠ 0  ⇔   x ≠ 1  τότε:   

f (x) = 
3 3 2

1
x x

x
− +
−

 = 
2( 1)( 2)
1

x x x
x

− + −
−

 = x2 + x – 2. 

1 0 –3 2 1 
 1 1 –2  
1 1 –2 0  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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• Αν  x = 1  τότε  επειδή η  f  είναι συνεχής στο  1  θα είναι: 
f (1) = 

1
lim
x→

f (x) = 
1

lim
x→

(x2 + x – 2) = 1 + 1 – 2 = 0. 

Επομένως,  f (x) = 
2 2 αν 1

0 αν 1
x x x

x
⎧ + − ≠
⎨

=⎩
. 

Για  x ≠ 1  είναι:  ( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 
2 2

1
x x

x
+ −
−

 = ( 1) ( 2)
1

x x
x

− +
−

 = x + 2. 

Είναι  
1

lim
x→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 
1

lim
x→

(x+2) = 1 + 2 = 3.    Άρα  (1)f ′ = 3. 

 
 

1.10. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 
                               f x x( ) ημ− ≤  x2 ,    για κάθε  x∈ . 

Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x=0. 
Λύση: 
Για κάθε  x∈   είναι:  ( ) ημf x x− ≤  x2  ⇔   –x2 ≤  f (x) – ημx ≤  x2  ⇔    
            ημx – x2 ≤  ημx + f (x) – ημx ≤  ημx + x2  ⇔   ημx – x2 ≤  f (x) ≤  ημx + x2 . 
Για  x = 0  έχουμε:  ημ0 – 02 ≤  f (0) ≤  ημ0 + 02  ⇔   0 ≤  f (0) ≤  0  ⇔   f (0) = 0. 

Για  x ≠ 0  είναι:  ( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = ( )f x
x . 

• Αν  x > 0  τότε:  ημx – x2 ≤  f (x) ≤  ημx + x2  ⇔   ημx
x  – x ≤  ( )f x

x  ≤  ημx
x  + x 

Είναι  
0

ημl im
x

x x
x+→

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 – 0 = 1  και  
0

ημl im
x

x x
x+→

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 + 0 = 1  άρα  

0
l im
x +→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 1. 

• Αν  x < 0  τότε:  ημx – x2 ≤  f (x) ≤  ημx + x2  ⇔   ημx
x  – x ≥  ( )f x

x  ≥  ημx
x  + x 

Είναι  
0

ημl im
x

x x
x−→

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 – 0 = 1  και  
0

ημl im
x

x x
x−→

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 + 0 = 1  άρα  

0
l im
x −→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 1. 

Άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = 0  με  (0)f ′ = 1. 
 
 

1.11. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι ορισμένη στο  , παραγωγίσιμη στο σημείο  3  

και τέτοια ώστε  
3

lim
x→

f x x
x2

( ) 2 +3
9

−
−

 = – 2
9 . Να αποδείξετε ότι: 

i)   f (3) = 3                                  ii)   ′(3)f = –1. 

Λύση: 

i)  Για  x∈ (2,3)∪ (3,4)  θέτουμε  g(x) = 2
( ) 2 3

9
f x x

x
− +
−

  ⇔   f (x) – 2 3x +  = (x2 – 9)g(x) 

                                       ⇔   f (x) = (x2 – 9)g(x) + 2 3x +     και   
3

l im
x→

g(x) = – 2
9 . 

Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  3  θα είναι και συνεχής σ’ αυτό, άρα: 

1 1 –2 1 
 1 2  
1 2 0  
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f (3) = 
3

l im
x→

f (x) = 
3

l im
x→

[(x2 – 9)g(x) + 2 3x + ] = 
3

l im
x→

(x2 – 9).
3

l im
x→

g(x) + 
3

l im 2 3
x

x
→

+  

       = (32 – 9).(– 2
9 ) + 2 3 3⋅ +  = 0 + 3 = 3. 

ii)  Για  x∈ (2,3)∪ (3,4)  έχουμε  ( ) (3)
3

f x f
x
−
−

 = 
2( 9) ( ) 2 3 3

3
x g x x

x
− ⋅ + + −

−
  

= 
2( 9) ( )

3
x g x

x
− ⋅
−

 + 2 3 3
3

x
x
+ −
−

 = ( 3)( 3) ( )
3

x x g x
x

− + ⋅
−

 + 
( ) ( )

( )
2 3 3 2 3 3

( 3) 2 3 3

x x

x x

+ − + +

− + +
 

= (x + 3)g(x) + 
( )

2 3 9
( 3) 2 3 3

x
x x

+ −
− + +

 = (x + 3)g(x) + 
( )
2( 3)

( 3) 2 3 3
x

x x
−

− + +
  

= (x + 3)g(x) + 2
2 3 3x+ +

 

Επομένως,  
3

l im
x→

( ) (3)
3

f x f
x
−
−

 = 
3

l im
x→

[(x + 3)g(x) + 2
2 3 3x+ +

]  

= 
3

l im
x→

(x + 3).
3

l im
x→

g(x) + 
3

l im
x→

2
2 3 3x+ +

 = (3 + 3) ( )2
9−  + 2

3 3+  = 6 ( )2
9−  + 1

3  = – 4
3  + 1

3   

= – 3
3  = – 1.   Άρα  (3)f ′ = –1. 

 
1.11.1. ΣΧΟΛΙΑ:  (1) Η συνάρτηση  g(x)  θέλουμε να ορίζεται “κοντά” στο  3  γι’ αυτό επιλέξαμε το 

σύνολο (2,3)∪ (3,4). Μπορούμε να επιλέξουμε οποιοδήποτε σύνολο της μορφής  
(α,3)∪ (3,β)  στο οποίο ορίζεται η  g. 

(2) Θα μπορούσε να είχε δοθεί ότι η  f  είναι συνεχής στο  3  αντί για παραγωγίσιμη. 
 
 

 
 

Εύρεσης του παράγωγου αριθμού μιας συνάρτησης όταν έχει 
δοθεί κάποια συναρτησιακή σχέση. 

  

 Από τη συναρτησιακή σχέση υπολογίζουμε το  f (x0)  και 
 όταν στη συναρτησιακή σχέση παρουσιάζεται η έκφραση  f(x+y)  τότε υπολογίζου-

με το όριο 
0

l im
h→

0 0( ) ( )f x h f x
h

+ −  

 όταν παρουσιάζεται το  f (x.y)  τότε θέτουμε  h = 
0

x
x   ⇔   x = x0.h , x0 ≠ 0, οπότε 

όταν το  x→ x0  τότε το  h→ 1. Στην περίπτωση αυτή το όριο  
0

l im
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  

μετασχηματίζεται στο όριο  
1

l im
h→

0 0

0 0

( ) ( )f x h f x
x h x
⋅ −
⋅ −

 = 
0

1
x ⋅

1
l im
h→

0 0( ) ( )
1

f x h f x
h
⋅ −
−

. 

 
1.12. Θεωρούμε συνάρτηση  f :[0,+ ∞ ) → [0,+ ∞ )  η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

                        f (x+y) = f (x) + f (y) + f (x).f (y)  ,    για κάθε  x, y∈ . 
Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = 0, να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη 
στο  . 

Λύση: 

Αν  x = y = 0  τότε έχουμε:  f (0 + 0) = f (0) + f (0) + f (0).f (0)  ⇔   0 =  f (0) + f (0).f (0)   
                                     ⇔   0 = f (0)[1 + f (0)]  ⇔   f (0) = 0 ,   γιατί  f (0) ≥ 0  ⇒   1 + f (0) > 0. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  σημείο  x = 0  θα είναι:  

                  (0)f ′  = 
0

l im
x→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

l im
x→

( )f x
x    (1) 

Για να είναι η  f  παραγωγίσιμη στο  , αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι παραγωγίσιμη στο τυ-
χαίο σημείο  x0∈ . 

Για  h ≠ 0  είναι: 0 0( ) ( )f x h f x
h

+ −  = 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f h f x f h f x
h

+ + ⋅ −  = 0( ) [1 ( )]f h f x
h
+   

= [1 + f (x0)]
( )f h
h⋅ . 

Λόγω της  (1)  θα είναι:  0( )f x′  = 
0

l im
h→

0 0( ) ( )f x h f x
h

+ −  = 0 0
[1 ( ) ] l im

h
f x

→
+ ⋅ ( )f h

h   

= 0[1 ( ) ] (0)f x f ′+ ⋅ . 
Άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με  ( )f x′  = [1 ( ) ] (0)f x f ′+ ⋅ ,  για κάθε  x∈ . 
 
 

1.13. Έστω συνάρτηση  f : (0,+ ∞ ) →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

                        f (x.y) = ( )f x
y  + ( )f y

x   ,    για κάθε  x, y>0. 

Αν είναι  ′(1)f  = 1 , να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+ ∞ ). 

Λύση: 

Αν  x = y = 1  τότε έχουμε:  f (1.1) = (1)
1

f  + (1)
1

f   ⇔   f (1) = f (1) + f (1)  ⇔   f (1) = 0. 

Είναι    (1)f ′  = 1  ⇔   
1

l im
x→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 1  ⇔   
1

l im
x→

( )
1

f x
x−  = 1   (1) 

Για να είναι η  f  παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ ), αρκεί να αποδείξουμε ότι είναι παραγωγίσιμη 
στο τυχαίο σημείο  x0∈ (0,+∞ ). 
Έστω  x > 0. Θέτουμε  h = 

0

x
x   ⇔   x = x0.h. Όταν  x→ x0  τότε  h→ 1. 

Για  x ≠ x0  είναι:  0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 0 0

0 0

( ) ( )f x h f x
x h x
⋅ −
⋅ −

 = 
0

0

0

0

( ) ( ) ( )

( 1)

f x f h
h x

f x

x h

+ −

⋅ −
 

= 
0

0

0( ) ( )

( 1)

f x
h

f x

x h

−

⋅ −
 + 

0

0

( )

( 1)

f h
x

x h⋅ −
 = 

0

0 0( ) ( )

( 1)

f x f x h
h

x h

− ⋅

⋅ −
 + 2

0

( )
( 1)

f h
x h⋅ −

 = 0

0

( ) (1 )
( 1)

f x h
x h h

⋅ −
⋅ ⋅ −

 + 2
0

( )
( 1)

f h
x h⋅ −

 

= 0

0

( ) ( 1)
( 1)

f x h
x h h

− ⋅ −
⋅ ⋅ −

 + 2
0

( )
( 1)

f h
x h⋅ −

 = – 0

0

( ) 1f x
x h⋅  + 2

0

( )1
1

f h
hx
⋅

−
. 

Επομένως,   
0

l im
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
1

l im
h→

[– 0

0

( ) 1f x
x h⋅  + 2

0

( )1
1

f h
hx
⋅

−
]  

=
(1)

 – 0

0

( )f x
x 1

l im
h→
⋅ 1

h  + 2
0

1
x 1

l im
h→
⋅ ( )

1
f h
h−  = – 0

0

( )f x
x

.1 + 2
0

1
x

.1 = 2
0

1
x

 – 0

0

( )f x
x . 

Άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  με  ( )f x′  = 2
1
x

 – ( )f x
x . 
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Υπολογισμού ορίου στο οποίο υπάρχει συνάρτηση για την ο-
ποία είναι γνωστό ότι είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0. 

  

  Γράφουμε το όριο που γνωρίζουμε από την παραγωγισιμότητα της  f  στη θέση  
x0  καθώς και οποιαδήποτε άλλη σχέση προκύπτει από τα δεδομένα. 

 Μετασχηματίζουμε την έκφραση στο ζητούμενο όριο ώστε να εμφανιστεί το 
γνωστό όριο. Κατά την διαδικασία του μετασχηματισμού μπορεί να χρειαστεί η 
πρόσθεση και αφαίρεση κάποιας ποσότητας, παραγοντοποιήσεις, διάσπαση κλά-
σματος  κ.λ.π. 
Πριν βρούμε το ζητούμενο όριο πρέπει να δικαιολογήσουμε την ύπαρξη των ο-
ρίων των συναρτήσεων που παρουσιάζονται στη μετασχηματισμένη έκφραση. 

 
1.14. Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  1  με ′(1)f = 2053

2   και η γραφική της πα-

ράσταση διέρχεται από το σημείο  (1,1933). Να υπολογίσετε το όριο 
1

lim
x→

⋅ ( ) 1933
-1

x f x
x

− . 

Λύση: 
Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  (1,1933)  θα είναι  f (1) = 1933. 

Ακόμα  (1)f ′  = 
1

l im
x→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 
1

l im
x→

( ) 1933
1

f x
x
−
−

 = 2053
2 . 

Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  1  θα ορίζεται σε μία περιοχή του  1. 
1ος  τρόπος: 

Για  x∈ (α,1)∪ (1, β)  έχουμε   ( ) 1933
1

x f x
x

⋅ −
−

 = ( ) 1933 1933 1933
1

x f x x x
x

⋅ − + −
−

 

            = [ ( ) 1933] 1933( 1)
1

x f x x
x

⋅ − + −
−

 = ( ) 1933
1

f xx x
−⋅
−

 + 1933 ( 1)( 1)
( 1)( 1)

x x
x x
− +
− +

 

            = ( ) 1933
1

f xx x
−⋅
−

 + 1933
( )

1
( 1) 1

x
x x

−
− +

 = ( ) 1933
1

f xx x
−⋅
−

 + 1933 1
1x +

. 

Είναι  
1

l im
x

x
→

 = 1   και   
1

l im
x→

1
1x +

 = 1
2 . 

Επομένως,  
1

l im
x→

( ) 1933
1

x f x
x

⋅ −
−

 = 
1

l im
x→

( ) 1933 119331 1
f xx x x

−⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟− +⎝ ⎠
  

 = 
1

l im
x→

x
1

l im
x→

⋅ ( ) 1933
1

f x
x
−
−

 + 1933
1

l im
x→

⋅ 1
1x +

 = 1. 2053
2  + 1933. 1

2  = 3986
2  = 1993. 

2ος  τρόπος: 

Για  x∈ (α,1)∪ (1, β)  θέτουμε  g(x) = ( ) 1933
1

f x
x
−
−

  ⇔   f (x) – 1933 = (x–1).g(x) 

                                       ⇔   f (x) = (x – 1).g(x) + 1933    και   
1

l im
x→

g(x) = 2053
2 . 

Είναι  ( ) 1933
1

x f x
x

⋅ −
−

 = [ ( 1) ( ) 1933] 1933
1

x x g x
x

⋅ − ⋅ + −
−

 = ( 1) ( ) 1933 1933
1

x x g x x
x

⋅ − ⋅ + ⋅ −
−

  

= ( 1) ( )
1

x x g x
x

⋅ − ⋅
−

 + 1933 1933
1

x
x
⋅ −
−

 = x ⋅ g(x) +1933 1
1

x
x
−⋅
−

= x ⋅ g(x)+1933 1
( 1)( 1)

x
x x

−⋅
+ −

 

= x ⋅ g(x)+1933 1
1x

⋅
+

. Επομένως,   
1

l im
x→

( ) 1933
1

x f x
x

⋅ −
−

 = 
1

l im
x→

1( ) 1933
1

x g x
x

⎛ ⎞⋅ + ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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= 
1

l im
x→

x
1

l im
x→

⋅ g(x) + 1933
1

l im
x→

⋅ 1
1x +

 = 1. 2053
2  + 1933. 1

2  = 3986
2  = 1993. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

1.15. Έστω συνάρτηση  f  με   f (x) = ( )1ημ ημ αν 0

0 αν 0

x x xx
x =

⎧ ⋅ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪⎩

.  Να αποδείξετε ότι  (0)f ′  = 0. 

 
1.16. Να αποδείξετε ότι οι επόμενες συναρτήσεις δεν είναι παραγωγίσιμες στο σημείο  x = 0. 

i)  f (x) = ημ x                   ii)  f (x) = ημx                   iii) f (x) = εφ x                   iv)  f (x) = εφx  
 

1.17. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = 
2

1

αν

αν

0
0 0

xx e x
x

−⎧⎪ ⋅ ≠⎨
⎪ =⎩

.  Να εξετάσετε αν η  f  είναι παρα-

γωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 
[Απ.f΄(0)=0] 

 

1.18. Έστω  f  με  f (x) = 1 , 0
1

0 , 0
x

x x
e

x

⎧ ≠⎪
⎨ +
⎪ =⎩

.  Να εξετάσετε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0 = 0. 

[Απ.Δεν είναι παραγωγίσιμη] 

 

1.19. Να αποδείξετε αν η συνάρτηση  f  με  f (x) = 21 1 x− −   δεν είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  
x0 = 0. 

 
1.20. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση  f  με  f (x) = 23 ( 2)x −   είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 2. 
 

1.21. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 

2

2

3 1 αν 12 2

αν 1
1

x x x

x κ x
x

⎧ + + < −⎪
⎨ +⎪ ≥ −

+⎩

.  Να προσδιορίσετε τον πραγματικό 

αριθμό  κ, ώστε η  f  να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  –1. 
[Απ.1] 

 
1.22. Να βρείτε τις τιμές των  α, β, ώστε να είναι παραγωγίσιμη στο  0, η συνάρτηση  f  με 

    f (x) = 
2

3 2

αν 1 01
3 3 2 αν 0

x α xx
x x x β x

⎧ + − < ≤⎪ +⎨
⎪− + − + >⎩

 

[Απ.α=β=2] 

 

1.23. Έστω η συνάρτηση   f (x) = 
2

2

1 αν 1
1

1 αν 14

x x
x

αx βx x

⎧ + ≤⎪ +
⎨
⎪ + + >
⎩

.  Να προσδιορίσετε τα  α, β∈   ώστε η  

f  να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 1. 
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[Απ.α=- 5
4
, β= 5

2
] 

 

1.24. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
2 23 αν 1

5 4 αν 1
x α x x
x α x

⎧ − <
⎨

+ − ≥⎩
.  Να βρείτε τις τιμές του  α  για τις οποίες 

η  f   
i) είναι συνεχής στο  1 
ii) είναι παραγωγίσιμη στο  1. 

[Απ.i)α=1 ή α=-2 ii)α=1] 

 

1.25. Η συνάρτηση  f  με   f (x) = 

2

2

2

2 αν 1
1

αν 12

x x x
x

x αx β xx

⎧ + + ≤⎪⎪ +
⎨

+ +⎪ >⎪ +⎩

  είναι παραγωγίσιμη στη θέση  x = 1. Να 

προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β. 
[Απ.α=- 3

2
, β= 13

2
] 

 

1.26. Αν  f (x) = 

2

3

3 , 1
2 , 1

2 , 1

αx βx x
x

x γx x

⎧ + + <
⎪ =⎨
⎪ + + >⎩

  να βρείτε τις τιμές των  α, β, γ  για τις οποίες η  f  είναι πα-

ραγωγίσιμη στο  1. 
[Απ.α=3, β=-4, γ=-1] 

 
1.27. Να δώσετε ένα παράδειγμα μιας συνάρτησης η οποία είναι συνεχής σε όλο το    και να είναι 

παραγωγίσιμη στο    εκτός  
i)  του σημείου  α  
ii) των σημείων  1  και  2  
iii) των σημείων  1, 2, 3, … , ν  ( ν  φυσικός) 
iv) των ακεραίων  
iv) των άρτιων φυσικών   

 
1.28. Αν για τη συνάρτηση  f  ισχύουν  f (0) = 3  και (0)f ′ = 2, να βρείτε την  (0)g′ , όταν 

i) g(x) = 2x2.f (x) – x                                            ii) g(x) = f (x) – ( )
x

f x  

 
1.29. Έστω συνάρτηση  φ  ορισμένη και συνεχής στο σημείο  ξ∈ . Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  

f (x) = x ξ− ⋅ φ(x) , x∈ . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  ξ , αν 
και μόνο αν είναι  φ(ξ) = 0. 

 
1.30. Μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο    ικανοποιεί τη σχέση:  ( )f x x− ≤  x2 ,  για κάθε   x∈ . 

Αποδείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 
[Απ.f΄(0)=1] 

 
1.31. Μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο    ικανοποιεί τη σχέση:  ( )f x x− ≤  ημ2x ,  για κάθε   

x∈ .  Αποδείξτε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 
[Απ.f΄(0)=1] 

 
1.32. Για τις συναρτήσεις  f, g, h  ισχύουν τα επόμενα: 

(α) f (x) ≤  h(x) ≤  g(x) ,  για κάθε  x∈  
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(β) f (ξ) = h(ξ) = g(ξ)  και ( )f ξ′ = ( )g ξ′ , ξ∈ . 
Να αποδείξετε ότι η  h  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = ξ  και   ( )h ξ′ = ( )f ξ′ = ( )g ξ′ . 

 
1.33. Δύο συναρτήσεις  f, g  ικανοποιούν τις σχέσεις: 

(i) ( )f x ≤ ( )g x , για κάθε  x∈              και                      (ii) g(0) = (0)g′  = 0. 
Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  0. 

 
1.34. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία έχει την ιδιότητα:   

    2x.ημx + f 2(x) ≤  2x.f (x) + ημ2x ,  για κάθε  x∈ . Να δείξετε ότι  (0)f ′ = 1. 
 
1.35. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο    και συνεχής στο σημείο  x0 = 0. Αν η  f  ικανοποιεί 

τη σχέση:  ημ ( ) ημ( )x f x x πx⋅ − ⋅ ≤  x4 ,  για κάθε  x *∈ , να αποδείξετε ότι η  f  είναι παρα-
γωγίσιμη στο  x0 = 0. 

[Απ.f΄(0)=π] 

 
1.36. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει  f (0) = 0  και  ( )f x ≥ 23 x , για κάθε  x *∈ . 

Να αποδείξετε ότι η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  0. 
 
1.37. Έστω συνάρτηση  f : →   η οποία ικανοποιεί τη σχέση  f (x + y) = f (x) + f (y) ,   x, y∈ . 

Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = 0, να αποδείξετε ότι είναι παραγωγίσιμη στο    
με  ( )f x′ = (0)f ′ . 

 
1.38. Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  0  και για κάθε  x, y∈ ισχύει   

f (x + y) = f (x) + f (y) + 5xy , να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο  x∈ . 
 
1.39. Έστω  f, g  δύο συναρτήσεις ορισμένες στο    για τις οποίες ισχύουν: 

    (α)   f (x + y) = f (x).f (y) ,  για κάθε  x, y∈  
    (β)   f (x) = 1 + x.g(x) ,  για κάθε  x∈  
    (γ)   

0
lim
x→

g(x) = 1. 

Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσμη στο    και  ( )f x′ = f (x). 
 
1.40. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο    και παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. Αν ισχύει  

  f (x + y) = f (x).f (y)  και  f (x) ≠ 0 ,   x, y∈   να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  
  με  ( )f x′ = (0)f ′ . f (x). 

 
1.41. Έστω συνάρτηση  f : (0,+∞ )→   η οποία ικανοποιεί τη σχέση: 

  f (x.y) = x.f (y) + y.f (x) ,    για κάθε  x, y > 0.  Αν είναι  (1)f ′  = 1 , να αποδείξετε ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  με  ( )f x′  = 1 + ( )f x
x . 

 
1.42. Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0  και επαληθεύει την ισότητα   

f 3(x) – x.f 2(x) – x2.f (–x) = x2.ημx, για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι  (0)f ′  = 1. 
 
1.43. Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  α. Να αποδείξετε ότι   

  
0

l im
h→

2 2( ) ( )
h

f α h f α+ −  = 2f (α) ( )f α′⋅ . 

 



202                                                                ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2Ο:   ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

1.44. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  α > 0, να βρείτε τα όρια: 

i) l im
x α→

( ) ( )f x f α
x α
−
−

                                             ii) l im
x α→

( ) ( )2 2( ) ( )f x f α
x α
−

−
 

 
1.45. Για μια συνάρτηση  f  δίνεται ότι  f (0) = 0  και (0)f ′  = 1. Να αποδείξετε ότι: 

         
0

l im
x→

( ) (2 ) (3 ) ... ( )
ημν

f x f x f x f νx
x

⋅ ⋅ ⋅ ⋅   =  ν!. 

 

1.46. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  0  και  
0

l im
x→

( )f x
x  = α  , με  α∈ , να αποδείξετε ότι: 

i)  f (0) = 0                                      ii)  (0)f ′ = α 
 

1.47. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  –2  και  
2

l im
x→−

( )
2

f x
x+  = l∈ , να αποδείξετε ότι: 

i)  f (–2) = 0                                     ii) ( 2)f ′ − = l 
 

1.48. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : →  για την οποία ισχύει  
0

l im
x→ 2

( )f x x
x
−  = 5. 

α) Να δείξετε ότι:  i)  f (0) = 0                                                ii) (0)f ′ = 1 

β)  Να βρείτε το  λ∈   έτσι ώστε:   
0

l im
x→

( )
( )

22

22

( )

2 ( )

x f x

x f x

+

+

λ
= 3. 

[Απ.β)8] 

 

1.49. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και  
1

l im
x→ 2

( ) 3
10 19 9

f x
x x

+
− +

 = l∈ , να αποδείξετε ότι: 

i)  f (1) = –3                                               ii) (1)f ′ = l 
 

1.50. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  2  και  
2

l im
x→

6 ( )
2

x f x
x

− −
−

 = 3
4 , να αποδείξετε ότι: 

i)  f (2) = 2                                                 ii) (2)f ′ = –1 
 
1.51. Έστω συνάρτηση  f  για την οποία ισχύουν  f (2) = –1  και  (2)f ′ = 5. Να βρείτε το όριο  

2
l im
x→

3

2
( ) 1

6
f x
x x

+
+ −

. 
[Απ.3] 

 

1.52. Αν  f (x) = 
1( ) ημ , 0

0 , 0

g x xx
x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

  και  g(0) = (0)g′  = 0, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  εί-

ναι παραγωγίσιμη στο σημείο  0. 
 
1.53. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0, να αποδείξετε ότι και η συνάρτηση   

   g(x) = 0

0 0 0 0

( ) ,
( ) ( ) ( ) ,

f x x x
f x x x f x x x

≤⎧
⎨ ′ − + >⎩

  είναι παραγωγίσιμη στο  x0. 

 
1.54. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη και παραγωγίσιμη στο  . Αν υπάρχει  κ > 0  τέτοιος ώστε να 

είναι ( ) ( )f α f β− ≤ κ α β⋅ − , για κάθε  α, β∈ ,  να αποδείξετε ότι   ( )f x′ ≤  κ ,  x∈ . 
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Β΄  Ομάδα 

1.55. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = ( )1ημ αν 0

0 αν 0

x x
x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο  0. 
ii) Να εξετάσετε αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  0. 

 

1.56. Έστω  f (x) = 3x + x   και  g(x) = 3
4

x – 1
4
⋅ x . Να δείξετε ότι υπάρχει η  ( ) (0)f g ′ , ενώ δεν 

υπάρχουν οι  (0)f ′ , (0)g′ . 
 
1.57. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  για τις οποίες ισχύει  

    f 2(x) + g2(x) ≤  x2.ημ2x , για κάθε  x∈ .  Να αποδείξετε ότι: 
α) ( )f x ≤ ημx x⋅   και  ( )g x ≤ ημx x⋅ ,  x∈ . 
β) Οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιμες στο  0. 

 
1.58. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει:    f 3(x) + f (x) = x.ημx ,   για κάθε  x∈ . 

Να αποδείξετε ότι: 
α) ( )f x ≤ ημx x⋅ ,  για κάθε  x∈ . 
β) Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  0. 

 
1.59. Έστω συνάρτηση  f : →  , με  f (0) = 0, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = 0  και 

ικανοποιεί τη σχέση  f (x) + f (2x) + f (3x) + … + f (100x) ≤   101.ημ(100x),  x∈ . 
Nα αποδείξετε ότι  (0)f ′  = 2. 

 
1.60. Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  α  και  f (α) ≠ 0, να αποδείξετε ότι και η συνάρ-

τηση  f   είναι παραγωγίσιμη στο  α. 
 
1.61. Θεωρούμε μία συνάρτηση  f , ορισμένη στο    για την οποία ισχύει: 

 f (x + y) = ( ) ( )
1 ( ) ( )

f x f y
f x f y

+
− ⋅

 με  f(x).f(y) ≠ 1, για κάθε  x, y∈ .  Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  

0, με  (0)f ′ = 1, τότε να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με  ( )f x′  = 1 + f 2(x). 
 
1.62. Μία συνάρτηση  f  ικανοποιεί τη σχέση:  f (x + y) ≤  f (x) . f (y) ,  για κάθε  x, y∈ . 

Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και είναι  (0)f ′  = f (0) = 1,  να αποδείξετε ότι  
         ( )f x′ = f (x) ,  για κάθε  x∈ . 

 
1.63. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη και παραγωγίσιμη στο σύνολο των θετικών πραγματικών 

αριθμών, με  f (1) = 0  και  (1)f ′  = 1. Αν ισχύει: f (α.β) ≤  f (α) + f (β) ,  για κάθε  α, β *
+∈ , 

να αποδείξετε ότι ( )f x′  = 1
x

, για κάθε x > 0. 
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1.64. Δύο συναρτήσεις  f  και  g  είναι ορισμένες στο    και ικανοποιούν τις σχέσεις: 
      f (x + y) = f (x).g(y) + g(x).f (y)    και   g(x + y) = g(x).g(y) – f (x).f (y)  για κάθε  x, y∈ . 
Αν οι  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο σημείο  x = 0  με (0)f ′ = 1  και  (0)g′ = 0, να αποδείξετε 
ότι οι δύο συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες στο    με   ( )f x′  = g(x)    και    ( )g x′  = – f (x). 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
1.65. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-

τε την απάντησή σας. 
I. Αν η γραφική παράσταση μιας συνάρτηση  f  έχει εφαπτόμενη σε κάποιο σημείο της με τετμη-

μένη  x0, τότε η  f  είναι συνεχής σ’ αυτό. 
II. Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  x0 , τότε ορίζεται πάντα η εφαπτόμενη της Cf  στο ση-

μείο  Μ(x0, f (x0)). 
III. Αν μια ευθεία  (ε)  έχει μόνο ένα σημείο τομής με τη γραφική παράσταση της  f , τότε είναι ο-

πωσδήποτε εφαπτόμενη αυτής. 
IV. Η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης  f  σε ένα σημείο της  Μ(x0 , f (x0)), 

δεν έχει άλλο κοινό σημείο με την  Cf . 
V. Αν  ( )f x′ ≠ 0  για κάθε  x∈Δ, τότε η γραφική της παράσταση δεν έχει οριζόντια εφαπτόμενη 

σε κάποιο σημείο με τετμημένη στο  Δ. 
VI. Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  x0  τότε δεν είναι συνεχής σ’ αυτό. 
VII. Αν μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο  x0  τότε δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
VIII. Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα σημείο  x0  του πεδίου ορισμού της, τότε είναι και 

παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό. 
 
1.66. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0  τότε: 

Α.  το  
0

l im
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  ισούται πάντα με  f (x0) 

Β.  το  
0

l im
h→

0 0( ) ( )f x h f x
h

+ −   είναι  +∞   ή  –∞  

Γ.  το  
0

l im ( )
x x

f x
→

= f (x0) 

Δ.  είναι  
0

l im
x x−→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≠  
0

l im
x x+→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 

Ε.  κανένα από τα προηγούμενα 

II. Αν  
0

l im
x→

(0) ( )f f x
x
−  = 2 , τότε: 

Α. Η  f  δεν ορίζεται στο  0                   Β. (0)f ′  = 2                    Γ. Η  f  δεν είναι συνεχής στο  0 
Δ. (0)f ′  = –2                                       Ε. Κανένα από τα παραπάνω 

III. Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  f  δέχεται οριζόντια εφαπτόμενη στο σημείο της   
Α(x0 , f (x0))  όταν 
Α. Η  f  δεν είναι συνεχής στο  x0                                             Β. 0( )f x′ ≠  0 

Γ. 
0

l im
ε→

0 0( ) ( )f x ε f x
ε

+ −  = 0                                                    Δ. 
0

l im
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 1 

Ε. Κανένα από τα παραπάνω 
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IV. Αν  
0

l im
h→

( ) ( )f α h f α
h

− −  = 3 , τότε: 

Α. ( )f α′  = –3                                                  Β. Η  f  δεν είναι συνεχής στο σημείο  α. 

Γ. ( )f α′  = 3                                                     Δ. 
0

l im
h→

( ) ( )f α h f α
h

+ −  = 3 

Ε. Κανένα από τα παραπάνω. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    2 
 
 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
ΚΑΝΟΝΕΣ   ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 

 
Αποστρέφομαι με φόβο και φρίκη την αξιοθρήνητη 
κακία των συναρτήσεων που δεν έχουν παραγώγους. 

– CHARLES  HERMITE 
 
 
 
 
 

ετά την έννοια της παραγώγου συνάρτησης σε σημείο, μπορούμε να 
ορίσουμε την πρώτη παράγωγο συνάρτησης και κατ’ επέκταση την 

δεύτερη κ.τ.λ. παράγωγο μιας συνάρτησης. Επειδή η εύρεση της παραγώγου 
συνάρτησης, με βάση τον ορισμό, δεν είναι πάντα εύκολη, βρίσκουμε την 
παράγωγο ενός πλήθους βασικών συναρτήσεων που με τη βοήθεια κανόνων 
παραγώγισης μπορούμε να υπολογίσουμε την παράγωγο οποιασδήποτε συ-
νάρτησης. 

 
2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού  Α. Θα λέμε ότι: 

     Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  Α, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε 
σημείο  x0∈A. 

     Η  f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα ανοικτό διάστημα  (α, β)  του πεδί-
ου ορισμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο  
x0∈ (α,β). 

     Η  f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]  του πεδί-
ου ορισμού της, όταν είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β)  και επιπλέον 
ισχύει 

             lim
x α+→

( ) ( )f x f α
x α
−
−

∈    και   lim
x β→ −

( ) ( )f x f β
x β
−
−

∈ . 

 
 
 
 
 
 
 
Πρώτη 
παράγωγος της  f 
 
 
Δεύτερη 
παράγωγος της  f 

Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού  Α. Αν  Α1  είναι το σύνολο 
των σημείων του  Α  στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιμη, τότε για κάθε  
x∈Α1  αντιστοιχίζουμε το  ( )f x′   και έτσι ορίζουμε τη συνάρτηση    
                  f ′ : Α1→  
                      x ( )f x′→ , 
η οποία ονομάζεται  πρώτη παράγωγος της  f   ή   απλά  παράγωγος της  f. 

Η πρώτη παράγωγος της  f  συμβολίζεται και με  df
dx . 

Αν το σύνολο  Α  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος 
της f ′ , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται f ′′ . 

Μ
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Νιοστή 
παράγωγος της  f 
 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f, με  ν ≥ 3  και συμβολίζεται με  
f (ν).  

Δηλαδή,   f (ν) = ( 1)νf − ′⎡ ⎤⎣ ⎦  ,  ν ≥ 3. 
 
 
Παράγωγος μερικών βασικών συναρτήσεων 
2.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η σταθερή συνάρτηση  f (x) = c, είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  

( )f x′ = 0 , δηλαδή  ( )c ′ = 0. 
Απόδειξη:  Αν  x0  είναι ένα σημείο του  , τότε για κάθε  x ≠ x0  ισχύει:   

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
0

c c
x x
−
−

 = 0. 

Επομένως,  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
0

lim
x x→

0 = 0,  δηλαδή  ( )c ′  = 0.  

 
 
2.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = x, είναι παραγωγίσιμη στο  και ισχύει  

( )f x′ = 1 ,  δηλαδή  ( )x ′= 1. 
Απόδειξη:  Αν  x0  είναι ένα σημείο του  , τότε για κάθε  x ≠ x0  ισχύει:   

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 0

0

x x
x x
−
−

 = 1. 

Επομένως,  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
0

lim
x x→

1 = 1,  δηλαδή  ( )x ′  = 1.  

 
 
2.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = xν, ν∈ –{0,1}  είναι παραγωγίσιμη στο    και 

ισχύει ( )f x′ = νxν–1 ,   δηλαδή  ( )νx ′= νxν–1. 

Απόδειξη:  Αν  x0  είναι ένα σημείο του  , τότε για κάθε  x ≠ x0  ισχύει:   
0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 0

0

ν νx x
x x
−
−

 = 
1 2 1

0 0 0

0

( )( ... )ν ν νx x x x x x
x x

− + + +
−

− − −

 = xν–1 + xν–2.x0 + … + 1
0
νx −  , 

οπότε,  
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
0

lim
x x→

(xν–1 + xν–2.x0 + … + 1
0
νx − ) = 1

0
νx −  + 1

0
νx −  + … + 1

0
νx −  = ν 1

0
νx − , 

δηλαδή  ( )νx ′  = ν.xν–1.  
 
 
2.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση f (x) = x   είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  και ισχύει  

( )f x′ = 1
2 x

,  δηλαδή  ( )x ′= 1
2 x

. 

Απόδειξη:  Αν  x0  είναι ένα σημείο του  (0,+∞ ), τότε για κάθε  x ≠ x0  ισχύει:   

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 0

0

x x
x x
−
−

 = 0 0

0 0

( )( )
( )( )
x x x x
x x x x
− +

− +
 = 

( ) ( )2 2

0

0 0( )( )

x x

x x x x

−

− +
 = 0

0 0( )( )
x x

x x x x
−

− +
  

= 
0

1
x x+

 ,  οπότε ,   
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 = 
0

lim
x x→

0

1
x x+

 = 
0 0

1
x x+

 = 
0

1
2 x

 , 
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δηλαδή  ( )x ′  = 1
2 x

.  

 
2.5.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Η συνάρτηση  f (x) = x   δεν είναι παραγωγίσιμη στο  0. Πράγματι, 

0
lim
x→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

lim
x +→

0
0

x
x
−
−

 = 
0

lim
x +→

x
x  = 

0
lim
x +→ ( )2

x
x

 = 
0

lim
x +→

1
x

 = +∞ . Επομένως, 

η συνάρτηση  f (x) = x  με  Df = [0,+∞ )  έχει ( )f x′  = 1
2 x

  με  fD ′ = (0,+∞ ). 

 
 
2.6. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = ημx  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  

( )f x′ = συνx ,   δηλαδή  (ημ )x ′ = συνx. 

Απόδειξη:  Για κάθε  x∈   και  h ≠ 0  ισχύει:   
( ) ( )f x h f x

h
+ −  = ημ( ) ημx h x

h
+ −  = ημ συν συν ημ ημx h x h x

h
⋅ + ⋅ −  = ημ (συν 1) συν ημx h x h

h
⋅ − + ⋅   

= ημx συν 1h
h
−⋅  + συνx ημh

h⋅ .  Επειδή  
0

lim
h→

ημh
h  = 1   και   

0
lim
h→

συν 1h
h
−  = 0 , έχουμε 

0
lim
h→

( ) ( )f x h f x
h

+ −  = ημx.0 + συνx.1 = συνx. Δηλαδή,  (ημ )x ′  = συνx.  

 
 
2.7. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = συνx  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  

( )f x′ = –ημx ,  δηλαδή  (συν )x ′= –ημx. 

Απόδειξη:  Για κάθε  x∈   και  h ≠ 0  ισχύει:   
( ) ( )f x h f x

h
+ −  = συν( ) συνx h x

h
+ −  = συν συν ημ ημ συνx h x h x

h
⋅ − ⋅ −  = συν (συν 1) ημ ημx h x h

h
⋅ − − ⋅   

= συνx συν 1h
h
−⋅  – ημx ημh

h⋅ .  Επειδή  
0

lim
h→

ημh
h  = 1   και   

0
lim
h→

συν 1h
h
−  = 0 , έχουμε 

   
0

lim
h→

( ) ( )f x h f x
h

+ −  = συνx.0 – ημx.1 = –ημx. 

Δηλαδή,  (συν )x ′  = –ημx.  
 
 
Παράγωγος αθροίσματος 
2.8. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0 , τότε η συνάρτηση  

f + g  είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και ισχύει: 
                                    0( ) ( )f g x′+ = 0( )f x′ + 0( )g x′ . 

Απόδειξη:  Για  x ≠ x0,  ισχύει:   
0

0

( )( ) ( )( )f g x f g x
x x

+ − +
−

 = 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x
x x

+ − −
−

 = 0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 + 0

0

( ) ( )g x g x
x x
−
−

 . 

Επειδή οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0, έχουμε: 

0

lim
x x→

0

0

( )( ) ( )( )f g x f g x
x x

+ − +
−

 = 
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 + 
0

lim
x x→

0

0

( ) ( )g x g x
x x
−
−

 = 0( )f x′  + 0( )g x′ , 

δηλαδή,   0( ) ( )f g x′+  = 0( )f x′  + 0( )g x′ .  
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2.8.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Αν οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα  Δ, τότε για κά-
θε  x∈Δ  ισχύει: ( ) ( )f g x′+  = ( )f x′  + ( )g x′ . 

 
2.8.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτή-

σεις. Δηλαδή, αν  f1 , f2 , … , fκ , είναι παραγωγίσιμες στο  Δ, τότε 
              1 2( ... ) ( )κf f f x′+ + +  = 1 ( )f x′  + 2 ( )f x′  + … + ( )κf x′ . 

 
 
Παράγωγος γινομένου 
2.9. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0 , τότε και η 

συνάρτηση  f . g  είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και ισχύει: 
                                    0( ) ( )f g x′⋅ = 0 0( ) ( )f x g x′ ⋅ + 0 0( ) ( )f x g x′⋅ . 

 
2.9.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Αν οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα  Δ, τότε για κά-

θε  x∈Δ  ισχύει: 
                         ( ) ( )f g x′⋅ = ( ) ( )f x g x′ ⋅ + ( ) ( )f x g x′⋅ . 

 
2.9.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. 

Έτσι για τρεις συναρτήσεις  f, g, h  παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα  Δ, για κάθε  x∈Δ  
είναι: 

  ( )( ) ( ) ( )f x g x h x ′⋅ ⋅  = ( )( ) ( ) ( )f x g x h x ′⋅ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦  = ( )( ) ( ) ( )f x g x h x′⋅ ⋅  + ( )( ) ( ) ( )f x g x h x′⋅ ⋅  
                                 = [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x h x′ ′⋅ + ⋅ ⋅  + ( ) ( ) ( )f x g x h x′⋅ ⋅  
                                 = ( ) ( ) ( )f x g x h x′ ⋅ ⋅  + ( ) ( ) ( )f x g x h x′⋅ ⋅  + ( ) ( ) ( )f x g x h x′⋅ ⋅ . 

 
 
Παράγωγος πηλίκου 
2.10. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0  και  g(x0) ≠ 0 

τότε και η συνάρτηση  f
g   είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και ισχύει: 

                             0( )f xg
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 
[ ]

0 0 0 0
2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

f x g x f x g x
g x

′ ′⋅ − ⋅ . 

 
2.10.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν οι συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες σ’ ένα διάστημα  Δ, και για κάθε  

x∈Δ  ισχύει g(x) ≠ 0, τότε για κάθε  x∈Δ  είναι:  ( )f xg
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
[ ]2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

f x g x f x g x
g x

′ ′⋅ − ⋅ . 

 
 
2.11. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω η συνάρτηση  f (x) = x–ν, ν *∈ . Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  

*   και ισχύει  ( )f x′ = –νx–ν–1, δηλαδή  ( )-νx ′= –νx–ν–1. 

Απόδειξη:  Πράγματι για κάθε  x *∈   έχουμε:   

( )νx− ′  = 1
νx

′⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
(1) 1 ( )

( )

ν ν

ν
x x

x
′ ′⋅ − ⋅  = 

1

2

ν

ν
νx
x

− −
 = –ν.xν–1–2ν = –ν.x–ν–1.  
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2.12. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω η συνάρτηση  f (x) = εφx. Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  

1 = –{x / συνx = 0}  και ισχύει  ( )f x′ = 2
1

συν x
 , δηλαδή   

(εφ )x ′ = 2
1

συν x
. 

Απόδειξη:  Πράγματι για κάθε  x∈   με  συνx ≠ 0  έχουμε:   

  (εφ )x ′  = ημ
συν

x
x
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
(ημ ) συν ημ (συν )

συν
x x x x

x
′ ′⋅ − ⋅  = 2

συν συν ημ ( ημ )
συν

x x x x
x

⋅ − ⋅ −   

               = 
2 2

2
συν ημ

συν
x x

x
+  = 2

1
συν x

.  

 
 
2.13. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω η συνάρτηση  f (x) = σφx. Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  

2 = –{x / ημx = 0}  και ισχύει  ( )f x′ = – 2
1

ημ x
 , δηλαδή   

(σφ )x ′ = – 2
1

ημ x
. 

Απόδειξη:  Πράγματι για κάθε  x∈   με  ημx ≠ 0  έχουμε:   

  (σφ )x ′  = συν
ημ

x
x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
(συν ) ημ συν (ημ )

ημ
x x x x

x
′ ′⋅ − ⋅  = 2

ημ ημ συν συν
ημ

x x x x
x

− ⋅ − ⋅   

               = 
2 2

2
ημ συν

ημ
x x

x
− −  = – 

2 2

2
ημ συν

ημ
x x

x
+  = – 2

1
ημ x

.  

 
Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης 
2.14. ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν η συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και η  f  είναι παρα-

γωγίσιμη στο  g(x0), τότε η συνάρτηση  f g   είναι παραγωγίσιμη 
στο  x0  και ισχύει 

               ( ) 0( )f g x′  = ( )0 0( ) ( )f g x g x′ ′⋅ . 
 
2.14.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν η συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  Δ  και η  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο  g(Δ), τότε η συνάρτηση  f g   είναι παραγωγίσιμη στο  Δ  και ισχύει 

               ( ) ( )f g x′  = ( )( )( )f g x ′  = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅ . 
 

Αν  y = f (u)  και  u = g(x)  με το συμβολισμό του Leibniz έχουμε τον τύπο 

                           
dy
dx   =  dy

du  . du
dx    

που είναι γνωστός ως  κανόνας  της  αλυσίδας. 
 
2.14.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το αντίστροφο του προηγούμενου θεωρήματος ΔΕΝ ισχύει. Μπορεί η  

f g  να είναι παραγωγίσιμη στο  x0, ενώ οι  g  και  f  να μην είναι παραγωγίσιμες στα  x0  
και  g(x0)  αντίστοιχα. Ένα παράδειγμα είναι η άσκηση  1.56. 
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2.15. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = xα, α∈ −   είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  
και ισχύει   

( )f x′ = α.xα–1, δηλαδή  ( )ax ′= α.xα–1. 

Απόδειξη:  Είναι  f (x) = xα = ln αxe  = lnα xe ⋅ . Θέτουμε  u(x) = α.lnx, οπότε έχουμε  f (x) = eu(x). 

Επομένως, ( )f x′  = ( )( )u xe ′  = ( ) ( )u xe u x′⋅  = lnα xe ⋅ ⋅α 1
x⋅  = xα αx⋅  = α.xα–1. 

Δηλαδή,  ( )αx ′  = α.xα–1.  
 
2.15.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Αν  α > 1  τότε αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη και στο ση-

μείο  x0 = 0  και  (0)f ′ = 0.  Επομένως  ( )f x′ = α.xα–1 ,  για κάθε  x∈ [0,+∞ ). 
 
 
2.16. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = αx, α > 0  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  

( )f x′ = αx.lnα  δηλαδή  ( )xα ′= αx.lnα. 

Απόδειξη:  Είναι  f (x) = αx = ln xαe  = lnx αe ⋅ . Θέτουμε  u(x) = x.lnα, οπότε έχουμε  f (x) = eu(x). 
Επομένως, 

    ( )f x′  = ( )( )u xe ′  = ( ) ( )u xe u x′⋅  = lnx αe ⋅ ⋅ lnα = αx.lnα. 

Δηλαδή,  ( )xα ′  = αx.lnα.  
 
 
2.17. ΠΡΟΤΑΣΗ: Η συνάρτηση  f (x) = ln x   είναι παραγωγίσιμη στο  *   και ισχύει  

( )f x′ = 1
x  ,   δηλαδή  (ln )x ′= 1

x . 
Απόδειξη: 

• Αν  x > 0 ,  τότε  ( )ln x ′  = ( )ln x ′  = 1
x  . 

• Αν  x < 0 ,  τότε  ln x  = ln(– x) , οπότε αν θέσουμε  u(x) = – x ,  έχουμε  f (x) = lnu(x). 

Επομένως,   ( )f x′  = ( )ln ( )u x ′  = 1
( )u x ( )u x′⋅  = 1

x− ( )x ′⋅ −  = 1
x−

.(–1) = 1
x  . 

Δηλαδή,  ( )ln x ′  = 1
x .  

 
 
 

Κανόνες  παραγώγισης 
1.  ( ) ( )f g x′+  = ( )f x′  + ( )g x′  
2.  ( ) ( )f g x′⋅  = ( )f x′ ⋅ g(x) + f (x) ( )g x′⋅  
      ( ) ( )c f x′⋅  = ( )c f x′⋅  

3.  ( )f x
g

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 2
( ) ( ) ( ) ( )

[ ( )]
f x g x f x g x

g x
′ ′⋅ −  

4.  ( ) ( )f g x′  = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅  
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Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων Παράγωγοι βασικών σύνθετων συναρτήσεων 

1.  (c)΄ = 0  
2.  (x)΄ = 1  

3.  ( )νx ′  = ν.xν–1,  ν∈ – {0,1} 

    ( )κx ′  = κ.xκ–1,  ν *∈   ,   x *∈  

    ( )αx ′  = α.xα–1, α∈ −  , x∈ (0,+∞ ) 

( )( )νf x ′  = ν.f ν–1(x) ( )f x′⋅ ,  ν∈ – {0,1} 

( )( )κf x ′  = κ.f κ–1(x) ( )f x′⋅  ,  ν *∈ ,   f (x) *∈  

( )( )αf x ′  = α.f α–1(x) ( )f x′⋅  ,  α∈ − ,  f (x)∈ (0,+∞ ) 

4.  ( )x ′  = 1
2 x

 ,  x∈ (0,+∞ ) ( )( )f x ′  = ( )
2 ( )

f x
f x
′  ,  f(x)∈ (0,+∞ ) 

5.  (ημ )x ′  = συνx ,  x∈  ( )ημ ( )f x ′  = συν f (x) ( )f x′⋅   

6.  (συν )x ′  = – ημx ,  x∈  ( )συν ( )f x ′  = – ημ f (x) ( )f x′⋅   

7.  (εφ )x ′  = 2
1

συν x
 = 1 + εφ2x ,   

x ≠ κπ + 2
π  , κ∈  

( )εφ ( )f x ′  = 2
( )

συν ( )
f x

f x
′  = [1+εφ2f(x)] ( )f x′⋅ ,  

f (x) ≠ κπ + 
2
π , κ∈  

8.  (σφ )x ′  = – 2
1

ημ x
 = – (1 + σφ2x) ,   

                                             x ≠ κπ , κ∈  

( )σφ ( )f x ′  = – 2
( )

ημ ( )
f x

f x
′  = – [1 + σφ2f(x)] ( )f x′⋅ ,  

                                                                f (x) ≠ κπ,  κ∈  
9.  ( )xe ′  = ex ,  x∈  ( )( )f xe ′  = ef (x) ( )f x′⋅   

10.  ( )xα ′  = αx.lnα ,  α > 0,  x∈  ( )( )f xα ′  = αf (x).lnα ( )f x′⋅  ,  α > 0 

11.  (ln )x ′  = 1
x  ,  x∈ (0,+∞ ) 

     (ln )x ′  = 1
x  ,  x *∈  

( )ln ( )f x ′  = ( )
( )

f x
f x
′  ,  f (x)∈ (0,+∞ ) 

( )ln ( )f x ′  = ( )
( )

f x
f x
′  ,  f (x) *∈  

12.  (log )α x ′  = 1
lnx α⋅

,  0 < α ≠ 1,  

                                              x∈ (0,+∞ ) 

     (log )α x ′  = 1
lnx α⋅

 , 0 < α ≠ 1, x *∈  

( )log ( )α f x ′  = ( )
( ) ln
f x

f x α
′
⋅

 ,  0 < α ≠ 1 ,  f (x)∈ (0,+∞ ) 

( )log ( )α f x ′  = ( )
( ) ln
f x

f x α
′
⋅

 , 0 < α ≠ 1 ,  f (x) *∈  

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εύρεσης του παράγωγου αριθμού ή της παραγώγου μιας συ-
νάρτησης  με χρήση των κανόνων παραγώγισης. 

  

  Όταν θέλουμε να βρούμε τον παράγωγο αριθμό μιας συνάρτησης όταν ξέρουμε αυ-
τούς των συναρτήσεων που την συνιστούν, τότε εφαρμόζουμε τους κανόνες παρα-
γώγισης. 

 Όταν θέλουμε να βρούμε την παράγωγο μιας συνάρτησης, αφού βρούμε το πεδίο 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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ορισμού της εφ’ όσον αυτό δεν δίνεται, εφαρμόζουμε τους κανόνες παραγώγισης. 
Τον ορισμό του παράγωγου αριθμού τον χρησιμοποιήσουμε στα σημεία 
• στα οποία η συνάρτηση αλλάζει τύπο 
• στα άκρα κλειστού διαστήματος στα οποία η παράγωγος δεν μπορεί να υπο-

λογιστεί με τους κανόνες παραγώγισης 
 Για την  νιοστή  παράγωγο μιας συνάρτησης: 

• Όταν δίνεται ο τύπος της, τον αποδεικνύουμε με μαθηματική επαγωγή. 
• Διαφορετικά, βρίσκουμε μερικές αρχικές παραγώγους της και αφού παρατη-

ρήσουμε τη μορφή που παίρνει η  νιοστή  παράγωγος την αποδεικνύουμε ε-
παγωγικά. 

 
2.18. Έστω συνάρτηση  f  για την οποία ισχύουν   

0
lim

x→

f x
x

( ) 2−  = 3    και    f(0) = 2. 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  g  με  g(x) = 
2x x
f x

3 +4
( )
− .  Να βρείτε: 

i)  Την παράγωγο της  f  στο  0. 
ii)  Να βρείτε την κλίση της  g  στο  0. 

Λύση: 

i)  (0)f ′  = 
0

lim
x→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

lim
x→

( ) 2f x
x
−  = 3. 

ii)  Η συνάρτηση  h(x) = 3x2–x+4  είναι παραγωγίσιμη στο    με  ( )h x′  = (3x2–x+4)΄ = 6x–1. 
Είναι  h(0) = 4 ,  (0)h′  = –1 ,  f(0) = 2  και  (0)f ′  = 3. Άρα  η  g  είναι παραγωγίσιμη στο ση-

μείο  x = 0  με  (0)g′  = 2
(0) (0) (0) (0)

(0)
h f h f

f
′ ′⋅ − ⋅  = 2

1 2 4 3
2

− ⋅ − ⋅  = 14
4

−  = –3,5. 

Άρα η κλιση της  g  στο  0  είναι  –3,5. 
 
 

2.19. α) Για μια συνάρτηση  f  δίνεται ότι  ′(0)f =2. Να βρείτε  την  ′(0)g   αν  g(x) = 2
( )
+3

f x
x

. 

β) Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = f ( x ), όπου  f  είναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη 
στο  4  με  ′(4)f = 12. Να βρείτε, αν υπάρχει, την παράγωγο της  g  στο  16. 

Λύση: 
α)  Για τους αριθμούς  x, για τους οποίους η  g  παραγωγίζεται, έχουμε: 

( )g x′  = 2
( )

3
f x

x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 
2 2

2 2
( ) ( 3) ( ) ( 3)

( 3)
f x x f x x

x
′ ′⋅ + − ⋅ +

+
 = 

2

2 2
( ) ( 3) ( ) 2

( 3)
f x x f x x

x
′ ⋅ + − ⋅

+
. 

Οι συναρτήσεις  f (x)  και  h(x) = x2 + 3  είναι παραγωγίσιμες στο σημείο  x = 0  και   

h(0) = 02 + 3 = 3 ≠ 0. Άρα  (0)g′ = 
2

2 2
(0) (0 3) (0) 2 0

(0 3)
f f′ ⋅ + − ⋅ ⋅

+
 = 2 3

9
⋅  = 2

3 . 

 
β)  Για τους αριθμούς  x, για τους οποίους η  g  παραγωγίζεται, έχουμε: 

( )g x′  = ( )xf ′ ⋅ ( )x ′  = ( )xf ′ ⋅ 1
2 x

. 

Η συνάρτηση  h(x) = x   είναι παραγωγίσιμες στο σημείο  x = 16  και η  f  είναι παραγωγίσι-
μη στο  h(16) = 16  = 4. Άρα η  g  θα είναι παραγωγίσιμη στο  16  με 

(16)g′  = ( 16)f ′ ⋅ 1
2 16

 = (4)f ′ ⋅ 1
2 4⋅  = 12 1

8⋅  = 12
8  = 3

2 . 
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2.20. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2.ημ(πx) – e1–x. Να βρείτε την παράγωγο της  f  στο  1. 
Λύση: 
Η συνάρτηση  g(x) = ημ(πx)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως σύνθεση των παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων  g1(x) = πx  και  g2(x) = ημx. Η  φ(x) = x2.g(x)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως 
γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Η συνάρτηση  h(x) = e1–x  είναι παραγωγίσιμη στο    
ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  h1(x) = 1 – x  και  h2(x) = ex. Άρα η συνάρτηση  
f(x) = φ(x) – h(x)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

( )f x′  = ( )2 1ημ( ) xx πx e − ′⋅ −  = ( )2 ημ( )x πx ′⋅  – ( )1 xe − ′   

           = ( )2x ′ ⋅ημ(πx) + x2 ( )ημ( )πx ′⋅  – e1–x ( )1 x ′⋅ −  

           = 2x.ημ(πx) + x2.συν(πx).(πx)΄ – e1–x.(–1)  
           = 2x.ημ(πx) + πx2.συν(πx) + e1–x. 
Άρα  (1)f ′  = 2.1.ημπ + π.12.συνπ + e0 = 2.1.0 + π.12.(–1) + 1 = –π + 1. 
 
 

2.21. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος των συναρτήσεων  
α)  f (y) = y.ex+y + x.ex–y                                    β)  g(u) = xu u  – 2x2.ln 2 1u + . 

Λύση: 
α)  Είναι  Df = . Η συνάρτηση  h(y) = ex+y  είναι παραγωγίσιμη στο    ως σύνθεση των πα-
ραγωγίσιμων συναρτήσεων  h1(y) = x + y  και  h2(y) = ey. H  συνάρτηση  H(y) = y.h(y)  είναι 
παραγωγίσιμη στο    ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Η  φ(y) = ex–y  είναι παρα-
γωγίσιμη στο  ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων φ1(y) = x – y και h2(y) = ey. 
H  Φ(y) = x.h(y)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 
Επομένως και η  f (y) = H(y) + Φ(y)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως άθροισμα παραγωγίσι-
μων συναρτήσεων με   

( )f y′  = ( )x y x yy e x e+ − ′⋅ + ⋅  = ( )x yy e + ′⋅ + ( )x yx e − ′⋅  = ( ) x yy e +′ ⋅ + ( )x yy e + ′⋅ + ( )x yx e − ′⋅   

= ex+y + y.ex+y.(x+y)΄ + x.ex–y.(x–y)΄ = ex+y + y.ex+y – x.ex–y = (1+y).ex+y – x.ex–y. 
β)  Το πεδίο ορισμού της  g  είναι  Dg = [0,+∞ )  και  g(u) = xu u  – 2x2.ln 2 1u +   = x.u3/2 – 

x2.ln ( )22 1u +  = x.u3/2 – x2.ln(u2+1). Η συνάρτηση  h(u) = u3/2  είναι παραγωγίσιμη στο  
[0,+∞ ) , εφ’ όσον ο εκθέτης του  u  είναι μεγαλύτερος του  1. H  συνάρτηση  φ(u) = ln(u2+1)  
είναι παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ )  ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  
φ1(u) = u2+1  και  φ2(u) = lnu. Επομένως και η  g(u)  είναι παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ )  ως 
άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων με   

( )g u′  = ( )3/ 2 2 2ln( 1)x u x u ′⋅ − ⋅ +  = x ( )3/ 2u ′ – x2 ( )2ln( 1)u ′+  = 3
2 xu1/2 – x2.

2
1

1u
⋅

+
(u2+1)΄ =  

= 3
2 x u  – x2.

2
1

1u
⋅

+
2u = 3

2
x u  – 

2

2
2

1
x u

u +
. 

 
 

2.22. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης  f  με  f (x) = 2ημ x . 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = [0,+∞ ). 
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• Αν  x > 0  τότε η  f  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσμων συναρτήσεων  

g(x) = x  , h(x) = ημx  και  φ(x) = x2  με  ( )f x′  = ( )2ημ x ′  = 2ημ x ( )ημ x ′⋅   

= 2ημ x ⋅ συν x ⋅ ( )x ′  = 2ημ x ⋅ συν x ⋅ 1
2 x

 = 
( )ημ 2

2

x

x
. 

• Στο σημείο  x = 0  είναι  f (0) = ημ2 0  = 0  και  

0
l im
x +→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

l im
x +→

2ημ x
x  = 

0
l im
x +→

2
ημ x

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 0 0

u x

x u+ +

=

→ ⇒ →
=  

2

0

ημl im
u

u
u+→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 12 = 1. 

Άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ )  με   ( )f x′ = 
( )ημ 2

αν 0
2

1 αν 0

x
x

x
x

⎧
⎪ >
⎨
⎪ =⎩

 . 

 

2.23. i) Να βρείτε τη πρώτη παράγωγο της συνάρτησης  f (x) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

3 2

2

2

4 αν <0

0 αν =0

ημ 2 αν >0

x x x
x x

x

x xx

−
−

. 

ii)  Να εξετάσετε την  ′f   ως προς τη συνέχεια. 

Λύση: 

i)     Αν  x < 0  η  f (x) = 
3 2

2
4x x

x x
−
−

 = 
2( 4 )

( 1)
x x x

x x
−
−

 = 
2 4

1
x x

x
−
−

  είναι παραγωγίσιμη ως ρητή συνάρ-

τηση με  ( )f x′ =
2 4

1
x x

x
′−⎛ ⎞⎜ ⎟−⎝ ⎠
=

2 2

2
( 4 ) ( 1) ( 4 )( 1)

( 1)
x x x x x x

x
′ ′− ⋅ − − − −

−
=

2

2
(2 4) ( 1) ( 4 ) 1

( 1)
x x x x

x
− ⋅ − − − ⋅

−
 

=
2 2

2
2 2 4 4 4

( 1)
x x x x x

x
− − + − +

−
 = 

2

2
2 4

( 1)
x x

x
− +
−

. 

• Αν  x > 0  η  h(x) = ημ22x  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρ-

τήσεων  h1(x) = 2x , h2(x) = ημx  και  h2(x) = x2. Άρα η  f (x) = ( )h x
x   είναι παραγωγίσιμη 

ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με ( )f x′ =
2ημ 2x
x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 
2 2

2
(ημ 2 ) ημ 2 ( )x x x x

x
′ ′⋅ − ⋅  

= 
2

2
2ημ2 (ημ2 ) ημ 2x x x x

x
′⋅ ⋅ −  = 

2

2
2ημ2 συν2 (2 ) ημ 2x x x x x

x
′⋅ ⋅ ⋅ −  = 

2

2
2 ημ4 ημ 2x x x

x
⋅ − . 

• Στο σημείο  x = 0  είναι  f (0) = 0  και  
0

l im
x −→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

l im
x −→

2 4
1

x x
x

x

−
−  = 

0
l im
x −→

( 4)
( 1)

x x
x x

−
−

  

= 
0

l im
x −→

4
1

x
x
−
−

 = 0 4
0 1
−
−

 = 4. 

0
l im
x +→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 
0

l im
x +→

2 2x
x
x

ημ

 = 
0

l im
x +→

2

2
ημ 2x

x
 = 4

0
l im
x +→

2

2
ημ 2

4
x

x
 = 4

0
l im
x +→

2ημ2
2

x
x

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2

0 0

u x

x u+ +

=

→ ⇒ →
= 4

0
l im
u +→

2ημu
u

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 4.12 = 4. Επομένως, (0)f ′ = 4. 
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Άρα η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με   ( )f x′ = 

2

2

2

2

2 4 αν 0
( 1)

2 ημ4 ημ 2 αν 0

x x x
x

x x x x
x

⎧ − + ≤⎪ −⎪
⎨

⋅ −⎪ >⎪⎩

 . 

ii)      Αν  x < 0  η  ( )f x′  = 
2

2
2 4

( 1)
x x

x
− +
−

  είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση. 

• Αν  x > 0  η  h(x) = ημ22x  είναι συνεχής, η  φ(x) = ημ4x  είναι συνεχής ως σύνθεση των 
συνεχών συναρτήσεων  φ1(x) = 4x , φ2(x) = ημx  και η  g(x) = φ(x) – h(x) είναι συνεχής 

ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. Άρα η  ( )f x′ = 2
( )g x
x

είναι συνεχής ως πηλίκο συνε-

χών συναρτήσεων. 

• Στο σημείο  x = 0  είναι  (0)f ′  = 4  και  
0

l im ( )
x

f x
→

′ =
0

l im
x→

2

2
2 ημ4 ημ 2x x x

x
⋅ −  

=
0

l im
x→

2

2 2
2 ημ4 ημ 2x x x

x x
⋅⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

0
l im
x→

2

2
2ημ4 ημ 2x x

x x
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Όμως  
0

l im
x→

2ημ4x
x  = 8

0
l im
x→

ημ4
4

x
x

4

0 0

u x

x u

=

→ ⇒ →
= 8

0
l im
u +→

ημu
u = 8.1 = 8  και  

0
l im
x→

2

2
ημ 2x

x
=4. 

Επομένως  
0

l im ( )
x

f x
→

′ =
0

l im
x→

2ημ4x
x  – 

0
l im
x→

2

2
ημ 2x

x
 = 8 – 4 = 4 = (0)f ′ , δηλαδή η  f ′   

είναι συνεχής και στο σημείο  x = 0. Άρα η  f ′   είναι συνεχής στο  . 
 

2.24. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος των συναρτήσεων  

α)  f (x) = ⋅4 2
3

25

(1 ) ( +1)
(2 )

x x
x

−
−

                                    β)  f (x) = (5 – x)x–5  . 

Λύση: 
α)  Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν  2–x ≠  0  ⇔   x ≠ 2. Άρα  Df = –{2}. 
Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  Df  ως γινόμενα, πηλίκο και ρίζες παραγωγίσιμων συναρτήσε-
ων.  

• Αν  x∈ –{1,2}  τότε:  f (x) = 
4 2

3
25

(1 ) ( 1)
(2 )

x x
x

− ⋅ +
−

  ⇔   ln f (x) = ln
4 2

3
25

(1 ) ( 1)
(2 )

x x
x

− ⋅ +
−

  

= 1
3 ⋅ ln

4 2

25

(1 ) ( 1)
(2 )

x x
x

− ⋅ +
−

 = 1
3 ⋅ [ln(1–x)4 + ln(x2+1) – ln 25 (2 )x− ]  

= 1
3

.[4.ln 1 x−  + ln(x2+1) – 2
5

.ln 2 x− ] = 4
3

.ln 1 x−  + 1
3

.ln(x2+1) – 2
15

.ln 2 x− ]. 

Είναι:  ( )ln ( )f x ′  = ( )24 1 2ln 1 ln( 1) ln 23 3 15x x x
′

⋅ − + ⋅ + − ⋅ −   ⇒  

( )
( )

f x
f x
′  = (1 )4

3 1
x
x
′−⋅

−
 + 

2

2
( 1)1

3 1
x
x

′+⋅
+

 – (2 )2
15 2

x
x
′−⋅

−
  ⇒   ( )

( )
f x
f x
′  = 4 1

3 1 x
−⋅
−

 + 2
1 2
3 1

x
x
⋅

+
 – 2 1

15 2 x
−⋅
−

  

⇒   ( )
( )

f x
f x
′  = 4

3( 1)x−  + 2
2

3( 1)
x

x +
 – 2

15( 2)x−   ⇒    

( )f x′  = f (x).[ 4
3( 1)x−  + 2

2
3( 1)

x
x +

 – 2
15( 2)x− ] ⇒    

( )f x′  = 
4 2

3
25

(1 ) ( 1)
(2 )

x x
x

− ⋅ +
−

.[ 4
3( 1)x−  + 2

2
3( 1)

x
x +

 – 2
15( 2)x− ]. 
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• Αν  x = 1  τότε  f (1) = 0 και για κάθε  x∈ (1,2)  είναι ( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 

4 2

3 25

(1 ) ( 1)

(2 )

1

x x

x

x

− ⋅ +

−

−
 = 

43 2

3 25

(1 ) 1
1 (2 )
x x

x x
− +⋅
− −

 = 
43 2

33 23 5

( 1) 1
( 1) (2 )
x x
x x
− +⋅
− −

 = 
2

3
3 25

11
(2 )
xx

x
+− ⋅
−

 

οπότε  
1

lim
x +→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 
1

lim
x +→

3 1x − ⋅
1

lim
x +→

2

3 25

1
(2 )
x

x
+
−

 = 0. 3 2  = 0. 

Όμοια για κάθε  x∈ (0,1)  είναι ( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 
2

3
3 25

11
(2 )
xx

x
+− ⋅
−

  και  
1

lim
x −→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

 = 0. 

Άρα  (1)f ′ = 0.   Επομένως,  ( )f x′  = 

4 2

3
25

(1 ) ( 1) αν {1,2}
(2 )

0 αν 1

x x x
x

x

⎧ − ⋅ + ∈ −⎪
−⎨

⎪ =⎩

. 

β)  Θεωρούμε  5 – x > 0  ⇔   –x > –5  ⇔   x < 5. 
Για κάθε  x∈ (–∞ , 5)  είναι:  f (x) = (5–x)x–5 = 

5ln(5 )xxe
−−  = ( 5) ln(5 )x xe − ⋅ − . 

Άρα  ( )f x′  = ( )( 5) ln(5 )x xe − ⋅ − ′  = ( 5) ln(5 ) [( 5) ln(5 )]x xe x x− ⋅ − ′⋅ − ⋅ −   

= (5–x)x–5 [ ]( 5) ln(5 ) ( 5) [ln(5 )]x x x x′ ′⋅ − ⋅ − + − ⋅ −  = (5–x)x–5.[1.ln(5–x) + (x–5) (5 )
5

x
x
′−⋅

−
]  

= (5–x)x–5.[ln(5–x) + (x–5) 1
5 x
−⋅
−

] = (5–x)x–5.[ln(5–x) + (x–5) 1
5x⋅ −

] = (5–x)x–5.[ln(5–x) + 1]. 

 
 

2.25. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 1
+1x . Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ –{–1}  είναι: 

                                 ( )( )νf x = ⋅
+1

( 1) !
( +1)ν

ν
x
−     με    ν *∈ . 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = –{–1}. 

Για κάθε  x∈ –{–1}  είναι:   ( )f x′  = ( )1
1x
′

+
 = 2

(1) ( 1) 1 ( 1)
( 1)

x x
x

′ ′⋅ + − ⋅ +
+

 = – 2
1

( 1)x+
. 

Για  ν = 1  είναι  ( )f x′  = 
1

2
( 1) 1!
( 1)x
− ⋅
+

 = – 2
1

( 1)x+
. 

Έστω ότι ισχύει για  ν = κ *∈   δηλαδή   ( ) ( )κf x  = 1
( 1) !
( 1)

κ

κ
κ

x +

− ⋅
+

 

Θα αποδείξουμε ότι για  ν = κ+1, δηλαδή   ( 1) ( )f xκ +  = 
1

2
( 1) ( 1)!

( 1)

κ

κ
κ

x

+

+

− ⋅ +
+

. 

Είναι:  ( 1) ( )κf x+  = ( )( ) ( )κf x ′  = 1
( 1) !
( 1)

κ

κ
κ

x +

′⎛ ⎞− ⋅
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 1
1( 1) !

( 1)κ
κ

x
κ

+

′⎛ ⎞
− ⋅ ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 

( )1 1

21

(1) ( 1) 1 ( 1)
( 1) !

( 1)

κ κ
κ

κ

x x
κ

x

+ +

+

′′⋅ + − ⋅ +
− ⋅ ⋅

⎡ ⎤+⎣ ⎦
 = 2 2

( 1) ( 1) ( 1)( 1) !
( 1)

κ
κ

κ
κ x xκ

x +

′− + ⋅ + ⋅ +− ⋅ ⋅
+

 = 
1

2
( 1) ( 1)!

( 1)

κ

κ
κ

x

+

+

− ⋅ +
+

. 

Άρα αποδείχθηκε. 
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2.26. Θεωρούμε την πολυωνυμική συνάρτηση  f (x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 ,  με 
α0 , α1 , … , αν–1 , αν∈   και  αν ≠ 0. 
Να αποδείξετε ότι  νf x( )( ) = ν!.αν   και   κf x( )( ) = 0  για  κ > ν. 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . 
o Για  ν = 1  είναι  f (x) = α1.x + α0  και  ( )f x′ = 1!.α1 = α1 , που ισχύει. 
o Έστω ότι η πρόταση ισχύει για  ν∈  με  ν > 1. 
o Θα δείξουμε ότι η πρόταση ισχύει για  ν+1 , δηλαδή για το πολυώνυμο 

f (x) = αν+1.xν+1 + αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 , αν+1 ≠ 0, ισχύει ( 1) ( )νf x+ = (ν+1)!.αν+1. 
Είναι  ( )f x′ = (αν+1.xν+1+αν.xν+αν–1.xν–1+…+α1.x+α0)΄  
                     = (ν+1)αν+1.xν + ναν.xν–1 + (ν–1)αν–1.xν–2 + … + α1. 
Το πολυώνυμο  ( )f x′   είναι  ν  βαθμού, άρα θα έχουμε  

( )( ) ( )νf x′ = ν!.(ν+1)αν+1 ⇒  ( 1) ( )νf x+ = (ν+1)!.αν+1. Άρα αποδείχθηκε. 
Αφού η συνάρτηση ( ) ( )νf x  είναι σταθερή, τότε η παράγωγός της θα είναι  0. 
Δηλαδή  ( ) ( )κf x = 0 , x∈ , για  κ∈  με  κ > ν. 
 
 

2.27. α) Αν  Ρ(x)  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  ν ≥ 2, να αποδείξετε ότι ο  (x–ρ)2  είναι παρά-
γοντάς του αν και μόνο αν ο  ρ  είναι ρίζα του πολυωνύμου καθώς και της παραγώγου του. 
Δηλαδή,    Ρ(x) = (x–ρ)2.π(x)   ⇔    Ρ(ρ) = Ρ΄(ρ) = 0. 
β) Να αποδείξετε ότι το  (x–1)2  είναι παράγοντας του πολυωνύμου   

       f (x) = νxν+1 – xν–1 – (ν2+1)x + ν2 – ν + 2 ,  ν∈   με  ν ≥ 2. 
γ) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ώστε το πολυώνυμο   

       Ρ(x) = x4 + (α–4)x2 + (α+β–1)x + 3β – 4  
να διαιρείται από το  (x+2)2. 

Λύση: 

α)  Έστω  Ρ(x) = (x–ρ)2.π(x). Τότε  Ρ΄(x) = [(x–ρ)2.π(x)]΄ = [(x–ρ)2]΄.π(x) + (x–ρ)2.π΄(x)  
                                                              = 2(x–ρ)(x–ρ)΄.π(x) + (x–ρ)2.π΄(x)  
                                                              = 2(x–ρ).π(x) + (x–ρ)2.π΄(x). 
Είναι   Ρ(ρ) = (ρ–ρ)2.π(ρ) = 0    και      Ρ΄(ρ) = 2(ρ–ρ).π(ρ) + (ρ–ρ)2.π΄(ρ) = 0. 
Αντίστροφα,  έστω  Ρ(ρ) = Ρ΄(ρ) = 0. 
Επειδή ο  ρ  είναι ρίζα του  Ρ(x)  θα είναι  Ρ(x) = (x–ρ).φ(x). 
Είναι  Ρ΄(x) = [(x–ρ).φ(x)]΄ = (x–ρ)΄.φ(x) + (x–ρ).φ΄(x)  
                    = φ(x) + (x–ρ).φ΄(x). 
Είναι  Ρ΄(ρ) = 0 ⇔  φ(ρ) + (ρ–ρ).φ΄(ρ) = 0 ⇔  φ(ρ) = 0. 
Άρα,  φ(x) = (x–ρ).π(x)  και  Ρ(x) = (x–ρ)(x–ρ).π(x) = (x–ρ)2.π(x). 

 
β)  Είναι ( )f x′  = (νxν+1 – xν–1 – (ν2+1)x + ν2 – ν + 2)΄ = ν(ν+1)xν – (ν–1)xν–2 – (ν2+1). 

f (1) = ν.1ν+1 – 1ν–1 – (ν2+1).1 + ν2 – ν + 2 = ν – 1 – ν2 – 1 + ν2 – ν + 2 = 0. 
(1)f ′  = ν(ν+1).1ν – (ν–1).1ν–2 – (ν2+1) = ν(ν+1) – (ν–1) – ν2 – 1 = ν2 + ν – ν + 1 – ν2 – 1 = 0. 

Επομένως, σύμφωνα με το ερώτημα  (α)  ο  (x–1)2  είναι παράγοντας του  f (x). 
 
γ)  Είναι  Ρ΄(x) = [x4 + (α–4)x2 + (α+β–1)x + 3β – 4]΄ = 4x3 + 2(α–4)x + α+β–1. 
Το πολυώνυμο  Ρ(x)  διαιρείται από το  (x+2)2  αν και μόνο αν 

Εφαρμόζουμε το θεώρημα 
των πολυωνύμων: Ο  x–ρ  εί-
ναι παράγοντας του  Ρ(x)  
αν και μόνο αν ο  ρ  είναι ρί-
ζα του  Ρ(x). 
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( 2) 0
( 2) 0

Ρ
Ρ

− =⎧
⎨ ′ − =⎩

  ⇔   
4 2

3

( 2) ( 4)( 2) ( 1)( 2) 3 4 0
4( 2) 2( 4)( 2) 1 0
α α β β

α α β
⎧ − + − − + + − − + − =
⎨

− + − − + + − =⎩
  ⇔   

16 ( 4) 4 2( 1) 3 4 0
4( 8) 4( 4) 1 0
α α β β

α α β
+ − ⋅ − + − + − =⎧

⎨ − − − + + − =⎩
  ⇔   

16 4 16 2 2 2 3 4 0
32 4 16 1 0
α α β β

α α β
+ − − − + + − =⎧

⎨ − − + + + − =⎩
  ⇔   

( 1)

2 2
3 17
α β
α β −

+ =⎧
⎨− + = ⋅⎩

  ⇔   
( )

2 2
3 17
α β
α β +

+ =⎧
⎨ − = −⎩

 

                                              5α = –15  ⇔   α = –3. 
και   2α + β = 2  ⇔   –6 + β = 2  ⇔   β = 8. 
 
 

 
 

Απόδειξης πρότασης, εύρεσης τιμών μεταβλητών κ.τ.λ. όπου 
χρειάζεται η παραγώγιση κάποιας ισότητας. 

  

  Όταν θέλουμε να υπολογίσουμε την τιμή μιας παραγώγου συνάρτησης σε κάποιο 
σημείο, αφού πρώτα παραγωγίσουμε τα μέλη της ισότητας, θέτουμε στη θέση της 
μεταβλητής κατάλληλη τιμή. Μπορεί να χρειαστεί να παραγωγίσουμε πάνω από 
μία φορά. Σε κάθε περίπτωση δικαιολογούμε πρώτα ότι τα δύο μέλη της ισότητας 
είναι παραγωγίσιμα. 

 Παρόμοια δουλεύουμε και όταν θέλουμε να υπολογίσουμε κάποιες παραμέτρους 
που υπάρχουν σε μία συναρτησιακή ισότητα. Πολλές φορές απαιτείται και η χρήση 
άλλων μεθόδων όπως π.χ. της Μαθηματικής επαγωγής. 

 Αν έχει δοθεί μία συναρτησιακή ισότητα στην οποία υπάρχουν δύο μεταβλητές, 
τότε θεωρούμε πρώτα τη μία ως μεταβλητή και την άλλη ως σταθερά και μετά το 
αντίστροφο. Σε κάθε περίπτωση παραγωγίζουμε, όσες φορές χρειάζεται, τα δύο 
μέλη της ισότητας και συνδυάζουμε τα αποτελέσματα που παίρνουμε με σκοπό να 
φθάσουμε στο επιθυμητό αποτέλεσμα. 

 
2.28. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες και παραγωγίσιμες στο  (0,+ ∞ ), για τις 

οποίες ισχύει η σχέση   ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2
(ημ )πxf  + f (x).g(ln(ex)) = 1 – 2x2  ,  για κάθε  x>0. 

Αν  g(1) = 2  και  ′(1)g = 3,  να υπολογίσετε το   f(1)  και  ′(1)f . 

Λύση: 

Για  x = 1  έχουμε:  
2

2
(ημ )πf⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 + f (1).g(lne) = 1 – 2.12  ⇒   [ ]2(1)f  + f (1).g(1) = 1 – 2  ⇒  

                          [ ]2(1)f  + 2.f (1) = –1  ⇒   [ ]2(1)f  + 2.f (1) + 1 = 0  ⇒   [f (1)+1]2 = 0  ⇒   
                           f (1)+1 = 0  ⇒   f (1) = –1. 

Για  x∈ (0,+∞ )  η συνάρτηση  h(x) = 
2

2
(ημ )πxf⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παρα-

γωγίσημων συναρτήσεων  h1(x) = 2
πx  ,  h2(x) = ημx , h3(x) = f (x)  και  h4(x) = x2. 

Η συνάρτηση  φ(x) = g(ln(ex))  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσημων συναρ-
τήσεων  φ1(x) = ex ,  φ2(x) = lnx  και  φ3(x) = g(x). 
Η συνάρτηση  k(x) = f (x).φ(x)  είναι παραγωγίσιμη ως γινόμενο παραγωγίμων συναρτήσεων. 
Άρα το  1ο μέλος της ισότητας είναι παραγωγίσμο ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 
Το  2ο μέλος είναι πολυωνυμική συνάρτηση, άρα παραγωγίσιμη. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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Έχουμε  
2

2
(ημ ) ( ) (ln( ))πxf f x g ex

′⎛ ⎞⎡ ⎤ + ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
 = (1–2x2)΄  ⇒    

              
2

2
(ημ )πxf

′⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
 + ( )( ) (ln( ))f x g ex ′⋅  = –4x  ⇒    

   2.f (ημ 2
πx ) ( )2

(ημ )πxf
′

⋅  + ( )f x′ ⋅g(ln(ex)) + f (x) ( )(ln( ))g ex ′⋅  = –4x  ⇒    

   2.f (ημ 2
πx )

2
(ημ )πxf ′⋅ ( )ημ 2

πx ′
⋅  + ( )f x′ ⋅g(ln(ex)) + f (x) ( )(ln( )) ln( )g ex ex ′′⋅ ⋅  = –4x  ⇒    

2.f (ημ 2
πx )

2
(ημ )πxf ′⋅ ⋅συν( 2

πx ) ( )2
πx ′

⋅ + ( )f x′ ⋅g(ln(ex)) + f (x) (ln( ))g ex′⋅ 1
ex⋅ ⋅ (ex)΄ = –4x ⇒    

  2.f (ημ 2
πx )

2
(ημ )πxf ′⋅ ⋅συν( 2

πx ) 2
π⋅  + ( )f x′ ⋅g(ln(ex)) + f (x) (ln( ))g ex′⋅ 1

ex⋅ ⋅ e = –4x  ⇒    

  π.f (ημ 2
πx )

2
(ημ )πxf ′⋅ ⋅συν( 2

πx ) + ( )f x′ ⋅g(ln(ex)) + ( )f x
x (ln( ))g ex′⋅  = –4x . 

Για  x = 1  έχουμε:  π.f (ημ 2
π )

2
(ημ )πf ′⋅ ⋅ συν( 2

π ) + (1)f ′ ⋅g(lne) + (1)
1

f (ln )g e′⋅  = –4  ⇒  

π.f (1) (1)f ′⋅ ⋅0 + (1)f ′ ⋅g(1) + f (1) (1)g′⋅  = –4  ⇒   2 (1)f ′⋅  + (–1).3 = –4  ⇒   

 2 (1)f ′⋅  – 3 = –4  ⇒   2 (1)f ′⋅  = –1  ⇒   (1)f ′  = – 1
2 . 

 
 

2.29. i) Έστω  Α, Β , α, β∈   με  α ≠ β. Να αποδείξετε ότι  
           Α.eαx + Β.eβx = 0 , για κάθε  x∈    αν και μόνο αν   Α = Β = 0. 

ii) Έστω  Α1, Α2, … , Αν , α1, α2, … , αν∈ , ν *∈   και οι  α1, α2, … , αν  είναι διαφορετικοί ανά 
δύο.  Να αποδείξετε ότι: 

Α1 ⋅ α xe 1  + Α2 ⋅ α xe 2  + … + Αν ⋅ να xe   = 0 , για κάθε  x∈   αν και μόνο αν  Α1 = Α2 = … = Αν = 0. 
Λύση: 
i)  Αν  Α = Β = 0  τότε  Α.eαx + Β.eβx = 0.eαx + 0.eβx = 0. 

Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε  x∈   ισχύει  Α.eαx + Β.eβx = 0  
0βxe ≠

⇔   
αx

βx
A e
e
⋅  + 

βx

βx
B e
e
⋅  = 0  

⇔   Α.eαx–βx + Β = 0  ⇔   Α.e(α–β)x + Β = 0  (1). 
Η συνάρτηση  g(x) = e(α–β)x  είναι παραγωγίσιμη στο    ως σύνθεση των παραγωγίσιμων 
συναρτήσεων  g1(x) = (α–β)x  και  g2(x) = ex. Επομένως και η συνάρτηση  f (x) = Α.e(α–β)x + Β  
θα είναι παραγωγίσιμη στο  . 

Έχουμε  ( )( )α β xA e B− ′⋅ +  = 0  ⇒   Α.e(α–β)x.[(α–β)x]΄ = 0  ⇒   Α.(α–β).e(α–β)x = 0  ⇒   Α = 0  

εφ’ όσον  α–β ≠  0.  Από την  (1)  έχουμε  0.e(α–β)x + Β = 0  ⇔   Β = 0. 

ii)  Αν  Α1 = Α2 = … = Αν = 0  τότε  Α1
1α xe⋅  + Α2

2α xe⋅  + … + Αν να xe⋅   
                                                      = 0 1α xe⋅  + 0 2α xe⋅  + … + 0 να xe⋅  = 0. 
Αντίστροφα, έστω ότι για κάθε  x∈   ισχύει  Α1

1α xe⋅  + Α2
2α xe⋅  + … + Αν να xe⋅  = 0. 

Για  ν = 1  είναι  Α1
1α xe⋅  = 0  ⇔   Α1 = 0. 

Έστω ότι ισχύει για  ν = κ *∈   δηλαδή,   
αν για κάθε  x∈   ισχύει  Α1

1α xe⋅  + Α2
2α xe⋅  + … + Ακ κα xe⋅  = 0  τότε  Α1 = Α2 = … = Ακ = 0. 



ΕΝΟΤΗΤΑ  2Η:   ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  –  ΚΑΝΟΝΕΣ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ                 221 

Θα αποδείξουμε ότι αν για κάθε  x∈   ισχύει  
 Α1

1α xe⋅  + Α2
2α xe⋅  + … + Ακ κα xe⋅  + Ακ+1

+1κα xe⋅  = 0  τότε  Α1 = Α2 = … = Ακ = Ακ+1 = 0. 

Έχουμε  Α1
1α xe⋅  + Α2

2α xe⋅  + … + Ακ κα xe⋅  + Ακ+1
+1κα xe⋅  = 0  

1 0α xκe + ≠

⇔   

          
1

1

1
κ

α x

α x

A e
e +

⋅  + 
2

1

2
κ

α x

α x

A e
e +

⋅  + … + 
1

κ

κ

α x
κ
α x

A e
e +

⋅  + 
1

1

+1
κ

κ

α x
κ

α x

A e
e

+

+

⋅  = 0   ⇔  

      Α1
1 1( )κα α xe +−⋅  + Α2

2 1( )κα α xe +−⋅  + … + Ακ 1( )κ κα α xe +−⋅  + Ακ+1 = 0  (2). 
Τα δύο μέλη της ισότητας είναι παραγωγίσιμα οπότε 
[Α1

1 1( )κα α xe +−⋅  + Α2
2 1( )κα α xe +−⋅  + … + Ακ 1( )κ κα α xe +−⋅  + Ακ+1]΄ = 0  ⇒  

Α1
1 1( )κα α xe +−⋅ [(α1–ακ+1)x]΄ + Α2

2 1( )κα α xe +−⋅ [(α2–ακ+1)x]΄ + … + Ακ 1( )κ κα α xe +−⋅ [(ακ–ακ+1)x]΄ = 0  ⇒  
Α1.(α1–ακ+1) 1 1( )κα α xe +−⋅  + Α2.(α2–ακ+1) 2 1( )κα α xe +−⋅  + … + Ακ.(ακ–ακ+1) 1( )κ κα α xe +−⋅  = 0. 
Είναι  Α1.(α1–ακ+1) = Α2.(α2–ακ+1) = … = Ακ.(ακ–ακ+1) = 0  ⇒   Α1 = Α2 = … = Ακ = 0 
εφ’ όσον οι  α1 , α2 , … , ακ+1  είναι ανά δύο διάφοροι μεταξύ τους. 

Από την  (2)  έχουμε ότι  Ακ+1 = 0. 
 
 

2.30. Θεωρούμε συνάρτηση  f: (0,+ ∞ ) →   δύο φορές παραγωγίσιμη, η οποία ικανοποιεί 
την ισότητα   f (xy) = f (x) + f (y) ,  για κάθε  x, y∈ (0,+ ∞ ). 

Να αποδείξετε ότι   ′′
2

( )f x
y

 = ′′
2

( )f y
x

. 

Λύση: 
o Θεωρούμε το  x  ως μεταβλητή και το  y  ως σταθερά. 

Η συνάρτηση  f (xy)  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  ως σύνθεση των παρα-
γωγίσιμων συναρτήσεων  g(x) = xy  και  f(x). 
Είναι  [f (xy)]΄ = [f (x) + f (y)]΄  ⇒   ( )f xy′ ⋅ (xy)΄ = ( )f x′   ⇒   y ( )f xy′⋅  = ( )f x′ . 
Ακόμα  [ ( )]y f xy′ ′⋅  = ( )f x′′   ⇒   y ( )f xy′′⋅ ⋅ (xy)΄ = ( )f x′′   ⇒   y2 ( )f xy′′⋅  = ( )f x′′   

⇒   ( )f xy′′  = 2
( )f x

y
′′   (1) . 

o Θεωρούμε το  y  ως μεταβλητή και το  x  ως σταθερά. 
Η συνάρτηση  f (xy)  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  ως σύνθεση των παρα-
γωγίσιμων συναρτήσεων  g(y) = xy  και  f (y). 
Είναι  [f (xy)]΄ = [f (x) + f (y)]΄  ⇒   ( )f xy′ ⋅ (xy)΄ = ( )f y′   ⇒   x ( )f xy′⋅  = ( )f y′ . 
Ακόμα  [ ( )]x f xy′ ′⋅  = ( )f y′′   ⇒   x ( )f xy′′⋅ ⋅ (xy)΄ = ( )f y′′   ⇒   x2 ( )f xy′′⋅  = ( )f y′′   

⇒   ( )f xy′′  = 2
( )f y

x
′′   (2) . 

Από  (1)  και  (2)  έχουμε  2
( )f x

y
′′  = 2

( )f y
x
′′ . 

 
 

 
 

Υπολογισμού ενός αθροίσματος, του οποίου οι όροι δεν είναι 
διαδοχικοί όροι αριθμητικής ή γεωμετρικής προόδου. 

  

 Όταν θέλουμε να υπολογίσουμε ένα άθροισμα  S  το οποίο δεν βρίσκεται με κάποια 
άλλη γνωστή μέθοδο, όπως  το άθροισμα όρων αριθμητικής ή γεωμετρικής προόδου, 
τότε δημιουργούμε ένα άλλο άθροισμα  S1  τέτοιο ώστε  1S ′  = S. Υπολογίζουμε το ά-
θροισμα  S1  και παραγωγίζουμε τα δύο μέλη της ισότητας που προκύπτει. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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2.31. Να βρείτε τα αθροίσματα 

i)  S1 = 1 + ex + e2x + e3x +… + eνx                    ii)  S2 = ex + 2e2x + 3e3x +… + νeνx   ,  ν∈ . 
Λύση: 
i)   

• Αν  x ≠ 0  τότε το άθροισμα  S1  είναι άθροισμα  ν+1  όρων γεωμετρικής προόδου με 

λόγο  ex ≠ 1, αφού  x ≠ 0. Τότε θα είναι:  S1 = 
1( ) 1
1

x

x
e

e

ν+ −
−

 = 
( 1) 1

1

x

x
e

e

ν+ −
−

. 

• Αν  x = 0  τότε:  S1 = 1 + 1 + 1 + … + 1 = ν +1. 
 
ii)   

• Αν  x ≠ 0  τότε παραγωγίζουμε και τα δύο μέλη της ισότητας 

         1 + ex + e2x + e3x + … + eνx  =  
( 1) 1

1

ν x

x
e

e

+ −
−

   και έχουμε 

ex + e2x.(2x)΄ + e3x.(3x)΄+ … + eνx.(νx)΄ =  
( 1) ( 1)

2
[ 1] ( 1) [ 1] ( 1)

( 1)

x x x x

x
e e e e

e

ν ν+ +′ ′− ⋅ − − − ⋅ −
−

  ⇒  

                  ex + 2e2x + 3e3x + … + νeνx  =  
( 1) ( 1)

2
[ ( 1) ] ( 1) [ 1]

( 1)

ν x x ν x x

x
e ν x e e e

e

+ +′+ ⋅ − − − ⋅
−

   ⇒  

                                                         S2  =  
( 1) ( 1)

2
( 1) ( 1) [ 1]

( 1)

ν x x ν x x

x
ν e e e e

e

+ ++ ⋅ ⋅ − − − ⋅
−

       ⇒  

                                                       S2  =  
( 2) ( 1) ( 2)

2
( 1) ( 1)

( 1)

ν x ν x ν x x

x
ν e ν e e e

e

+ + ++ ⋅ − + ⋅ − +
−

   ⇒  

S2  =  
( 2) ( 1)

2
( 1)

( 1)

ν x ν x x

x
ν e ν e e

e

+ +⋅ − + ⋅ +
−

   ⇒    S2  =  
( 1)

2

( 1) 1
( 1)

x ν x νx

x

e ν e ν e
e

+⎡ ⎤⋅ ⋅ − + ⋅ +⎣ ⎦
−

. 

Αν  x = 0  τότε:  S2 = 1 + 2 + 3 + … + ν = ( 1)
2

ν ν⋅ + . 

 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
2.32. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

α) f (x) = 2lnx + 3x2 – ημθ                                            β) g(α) = 
αe
β

 – β.α3 + π   

γ) φ(θ) = θ.ημω – ω.eθ + log2                                       δ) h(t) = t
xt
e

 – x2.t3 + ημ1 

[Απ.α)f΄(x)= 2
x
+6x β)g΄(α)=

αe
β
-3βα2 γ)φ΄(θ)=ημω-ωeθ δ)h΄(t)= t

x(1-t)
e

-3x2t2] 

 
2.33. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

α) f (x) = x2.lnx – 
2

2
x  – 5α                                            β) g(t) = 2 3

2
t

t
−
+

 – συνx   

γ) h(r) = 2 1
r

r +
 + 3xr                                                    δ) φ(x) = ln

ln 1
x

x+
 – e.lnπ   

[Απ.α)f΄(x)=2xlnx, x>0 β)g΄(t)= 2
7

(t+2)
, t ≠ -2 γ)h΄(r)=

2

2 2
1-r

(r +1)
+3x δ)φ΄(x)= 2

1
x(lnx+1)

, x ≠ 1
e
] 
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2.34. Να βρείτε και να παραστήσετε γραφικά την παράγωγο των συναρτήσεων των επόμενων σχη-
μάτων: 

            
 
 
2.35. Υποθέτουμε τη συνεχή συνάρτηση  f : [–1,4]→  με   

f (0) = 1. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ′  δίνε-
ται στο διπλανό σχήμα.  
α) Να βρείτε τη συνάρτηση  f . 
β) Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της  f  και από το 
σχήμα να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
 

[Απ.α)f(x)=x+1 αν -1 ≤ x<0, x2+1 αν 0 ≤ x ≤ 1,  
-2x+4 αν 1<x ≤ 4 β)[-4,2]] 

 
 

2.36. Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = f (x) – 
2 1
( )

x
f x
− . Δίνεται ότι  f (–1) = 1  και  ( 1)f ′ − = 2. Να 

βρείτε, αν υπάρχει, την παράγωγο της  g  στο  –1. 
[Απ.4] 

 

2.37. Έστω συνάρτηση  f  για την οποία ισχύουν   
0

l im
x→

( ) 1f x
x
+  = 2    και    f (0) = –1. Θεωρούμε τη 

συνάρτηση  g  με  g(x) = (x2 + 2x – 5).f (x). 
α) Να βρείτε την παράγωγο της  f  στο  0. 
β) Να βρείτε την κλίση της  g  στο  0. 

[Απ.α)2 β)-12] 

 
2.38. Θεωρούμε συνάρτηση  f (x) = (x2 + x + 5).g(x)  όπου  g  συνάρτηση για την οποία δίνεται ότι  

0
l im
x→

( ) 1g x
x
−  = 1   και   g (0) = 1. Δείξτε ότι  (0)f ′ = 6. 

 
2.39. Η γραφική της παράσταση μιας συνάρτησης  f  διέρχεται από το σημείο  Α(–3,–4) , στο οποίο 

η εφαπτόμενη της είναι οριζόντια. Έστω η συνάρτηση  φ(x) = 
3 24 4

( )
x x x

f x
+ + − . 

i) Να δείξετε ότι η  φ  ορίζεται “κοντά” στο  –3. 
ii) Να βρείτε την κλίση της  φ  στο  –3. 

[Απ.-1] 

 
2.40. Έστω η συνάρτηση  g(x) = f (x2) – f (ημx), όπου  f  είναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο  0  
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με  (0)f ′ = 5. Να βρείτε, αν υπάρχει, την παράγωγο της  g  στο  0. 
[Απ.-5] 

 
2.41. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

α)  f (x) = 2xημx – (x2–2)συνx                                             β)  f (x) = 1
1

x
x

+
−

 ,  x > 0 ,  x ≠ 1 

γ)  f (x) = – 2
11

2( 2)x−
 – 4

2x −
 ,  x ≠ 2                                  δ)  f (x) = 1

10
e–x(3ημ3x – συν3x) 

[Απ.α)f΄(x)=x2ημx β)f΄(x)=
( )−⋅ 1 x

2
1

x
 γ)f΄(x)= 2

4x+3
(x-2)

 δ)f΄(x)=e-xσυν3x] 

 
2.42. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 
α)   f (x) = 3ημx.συν2x + ημ3x                                        β)  f (x) = 1

15
συν3x.(3συν2x – 5) 

γ)  f (x) = 1
3
εφ3x – εφx + x  ,   x∈ (–

2
π ,

2
π )                  δ)  f (x) = ln( 1 xe+ –1) – ln( 1 xe+ +1) 

ε)  f (x) = 2
x 2 2x α−  – 

2

2
α ln(x+ 2 2x α− ) ,  α > 0 , x > α 

[Απ.α)f΄(x)=3συνx.συν2x β)f΄(x)=ημ3x.συν2x γ)f΄(x)=εφ4x δ)f΄(x)= x
1

e +1
 ε)f΄(x)= 2 2x -α ] 

 
2.43. Να αποδείξετε ότι: 

α)  Αν  f (x) = 3
2

3 2x  + 18
7

x. 6 x  + 9
5

x. 3 2x  + 6
13

x2. 6 x   με  x > 0 ,  τότε  ( )f x′  = 
( )3

3

1 x
x

+
. 

β)  Αν  f (x) = ημ συν
ημ συν

x x
x x
+
−

   με  x∈ (0, 4
π )    τότε    ( )f x′  = 2

ημ2 1x− . 

γ)  Αν  f (x) = ημ συν
ημ συν

x x
x x
−
+

   με  x∈ (0, 2
π )    τότε   ( )f x′  = 2

ημ2 1x+
. 

δ)  Αν  f (x) = 1 εφ
1 εφ

x
x

−
+

    με  x∈ (0, 2
π )    τότε  ( )f x′ = – 2

1 ημ2x+
. 

 
2.44. Να αποδείξετε ότι: 

α)  Αν  f (x) = α.ln ( )εφ 2
x
α    με  x∈ (0, απ) ,  α > 0    τότε   ( )f x′ = 1

ημ x
α

. 

β)  Αν  f (x) = – 1
2α

.ln 1
1

αx

αx
e
e

−

−
⎛ ⎞+
⎜ ⎟−⎝ ⎠

   με  x ≠ 0 ,  α ≠ 0    τότε   ( )f x′ = 2 1

x

x
e

e −

α

α  . 

 

2.45. Αν  f (x) = 
2

2
συν

1+ημ
x
x

    τότε     f ( 4
π ) – 3 ( )4f π′⋅  = 3. 

 
2.46. Υποθέτουμε ότι  g(1) = 4, (1)g ′ = 3  και  (1)g ′′ = –2. Υποθέτουμε επίσης ότι  f (4) = 6,  

(4)f ′ = –1  και  (4)f ′′ = 5. Ποιες είναι οι τιμές της πρώτης και της δεύτερης παραγώγου της συ-
νάρτησης  f g  στο σημείο  x = 1; 

[Απ.-3, 47] 

 
2.47. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 
α)   f (x) = x – 2 x  + 2ln(1+ x ) ,  x > 0                              β)  f (x) = ln ( )22α x αx x+ + +   
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γ)  f (x) = ln ( )1συν x
x
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                        δ)  f (x) = 2 2
[ ημ( ) συν( ) ] αxα βx β αx e

α β
⋅ − ⋅ ⋅

+
 

[Απ.α)f΄(x)= x
1+ x

 β)f΄(x)=
2

1
2αx+x

 γ)f΄(x)=- 2
1
x

εφ x-1x  δ)f΄(x)=eαxσυν(βx)] 

 
2.48. Να βρεθεί η πρώτη παράγωγος των συναρτήσεων: 

i)    f (x) = 
2

2

3 5 αν 1
2 2

3 αν 1

x x x

x x

⎧ − + ≤⎪
⎨
⎪ + >⎩

                                      ii)   f (x) = 
2

2

1 αν 1
1

3 1 αν 1
2 2

x x
x

x x x

+⎧ ≥ −⎪ +
⎨
⎪ + + < −
⎩

 

 

2.49. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = ( )3 1ημ 0

0 0

αν

αν

x x
x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

.  Να αποδειχθεί ότι η  f  είναι 

παραγωγίσιμη στο    και να βρείτε την παράγωγος αυτής. 
 
2.50. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των συναρτήσεων: 

i) f (x) = συν2 x                                                        ii) g(x) = εφ2 x , x∈ [0,
2

4
π ) 

 
2.51. Να αποδείξετε ότι: 
α)  Αν  f (x) = α.ημx + β.συνx   τότε    ( )f x′′  + f (x)  =  0 
β)  Αν  f (x) = α.ex + β.e– 2x  τότε     ( )f x′′  + ( )f x′  = 2f (x) 
γ)  Αν  f (x) = e–x.ημx   τότε   ( )f x′′  + 2 ( )f x′  + 2f (x) = 0 

δ)  Αν  f (x) = 3
4

x
x
−
+

   τότε    2 [ ]2( )f x′   =  [ ]( ) 1 ( )f x f x′′− ⋅  

ε)  Αν  f (x) = 22x x−    τότε       [ ]3( ) ( )f x f x′′⋅   =  –1 

στ)  Αν  f (x) = 
2

2
x

x e
−

⋅    τότε    ( )x f x′⋅  = (1 – x2).f (x) 
 
2.52. Να βρεθεί πολυώνυμο  Ρ(x)  τρίτου βαθμού τέτοιο, ώστε  Ρ(0) = 0 ,  (1)P′ = 1 ,  (2)P′′ = 2  και  

(3)P′′′ = 3. 
[Απ. Ρ(x)= 1

2
x3-2x2+ 7

2
x] 

 
2.53. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ημ2(αx) ,  x∈  και  a∈ . Να βρείτε τη τιμή του  α  ώστε να 
ισχύει  )(xf ′′  + 4α2.f (x) = 2 ,  για κάθε   x∈ . 

(Εξετάσεις 1999) 
 
2.54. α) Έστω η συνάρτηση  f (x) = eαx  όπου  α∈ . Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν δύο τιμές της πα-
ραμέτρου  α  έτσι ώστε να ικανοποιείται η σχέση  )(xf ′′  + 2 )(xf ′ = 3f (x)  για κάθε  x∈ . 

β) Έστω  λ, μ, β1, β2∈   με  β1 ≠ β2.  Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = λ 1β xe  + μ 2β xe   με  x∈ . 
Έστω ότι υπάρχει πραγματικός αριθμός  x0  τέτοιος ώστε  g(x0) =  0( )g x′ = 0. Να αποδειχθεί ότι  
λ = μ = 0. 

(Εξετάσεις 1996) 
 
2.55. Να βρεθεί πολυώνυμο  P(x) τέτοιο ώστε για κάθε  x∈   να ισχύει:   

       [ ]2( )P x′  = 4P(x)    και    P(0) = 4. 
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[Απ.Ρ(x)=(x+2)2 ή P(x)=(x-2)2] 

 
2.56. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x3.ex. Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α, β, γ, ώστε για 
κάθε  x∈  να ισχύει:   α ( )f x⋅  + β ( )f x′⋅  + γ ( )f x′′⋅  = 12xex. 

[Απ.α=2, β=-4, γ=2] 

 
2.57. Να βρείτε τις  ν-τάξεις παραγώγους των συναρτήσεων: 

i)  f (x) = eλx                                  ii)  f (x) = αx  (0 < α ≠ 1)                                      iii)  f (x) = lnx  
[Απ.i)f(ν)(x)=λνeλx ii)f(ν)(x)=αx(lnα)ν iii) f(ν)(x)= ⋅ν-1

ν
(-1) (ν-1)!

x
] 

 
2.58. Α. Να αποδείξετε ότι: 

α) Αν  f (x) = ημ(αx)  τότε  f (ν)(x) = αν.ημ(αx + 2
νπ ),  ν *.∈  

β) Αν f (x) = συν(αx) τότε  f (ν)(x) = αν.συν(αx + 2
νπ ), ν *.∈  

Β. Να βρείτε τις  ν-τάξεις παραγώγους των συναρτήσεων: 
α)  f (x) = ημ3x.συνx                          β)  f (x) = ημ2x                                   γ)  f (x) = συν2x  

[Απ.α)f(ν)(x)=22ν–1.ημ(4x+ νπ
2
)+2ν–1.ημ(2x+ νπ

2
) β)f(ν)(x)=-2ν–1.συν(2x+ νπ

2
)  

γ)f(ν)(x)=2ν–1.συν(2x+ νπ
2
)] 

 
2.59.  Να βρείτε τη  ν-τάξης παράγωγο των συναρτήσεων: 

i) f (x) = 1
1 x−

                                                             ii) g(x) = 
3

1
x

x−
, ν > 2. 

[Απ.i)f(ν)(x)= ν-1
ν!

(1-x)
 ii)g(ν)(x)= ν+1

ν!
(1-x)

] 

 
2.60. Να βρείτε τη  ν-τάξης παράγωγο της συνάρτησης  f  με    f (x) = ln(1+2x) ,  x∈ (– 1

2
,+∞ ). 

[Απ.f(ν)(x)= ⋅ ⋅ν+1 ν

ν
(-1) 2 (ν-1)!

(1+2x)
] 

 
2.61. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

α)   f (x) = 
2 2

2 2
ln x α x

x α x

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟

+ −⎝ ⎠
                                        β)  f (x) = 2

m ln(x2–α2) + ( )ln2
n x α
α x α

−⋅
+

 

γ)  f (x) = ( )1 ln εφ2 2
x⋅  – 2

συν
2ημ

x
x

                                  δ)  f (x) = 2 1x +  – ln
21 1x

x
⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ε)  f (x) = ημ(συν2x).συν(ημ2x) 
[Απ.α)f΄(x)=

2 2
2

x +α
 β)f΄(x)=

−2 2
mx+n
x α

 γ)f΄(x)=- 3
1

ημ x
 δ)f΄(x)=

2x +1
x  ε) f΄(x)=-ημ(2x)συν(2x)] 

 
2.62. Να αποδείξετε τα επόμενα: 

α)  Αν  f (x) = x.ln ( )1
x

x+
   τότε    3 ( )x f x′′⋅  = [ ]2( ) ( )x f x f x′⋅ −  

β)  Αν  f (x) = εφ
2
x

e
α⋅    τότε     ( )f x′ ημx – f (x).ln f (x) = 0 

γ)  Αν  f (x) = 1
1 lnx x+ +

   τότε   ( )df xx dx⋅  = f (x).[f (x).lnx – 1] 
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δ)  Αν  f (x) = xe  + 1
xe

  τότε     x ( )f x′′⋅  + 1 ( )2 f x′⋅  = 1 ( )4 f x⋅  

ε)  Αν  f (x) = ( )2
21x x+ +    τότε    2(1 ) ( )x f x′′+ ⋅  + ( )x f x′⋅  = 4 ( )f x⋅  

 

2.63. A.  Δίνεται η συνάρτηση  f  με     f (x) = 21x x+ + . 
i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. 
ii)  Να αποδείξετε ότι  f (x) = 2 21 ( )x f x′+ ⋅ . 
iii) Να αποδείξετε ότι    4 2(1 ) ( )x f x′′+ ⋅ + 4x ( )f x′⋅  = f(x). 

Β. Έστω  f (x) = 21ν x x+ + . Να αποδείξετε ότι   ν2.(1 + x2). ( )f x′′ + ν2.x ( )f x′⋅  = f (x). 
 
2.64. Δίνεται η συνάρτηση  g, η οποία είναι ορισμένη  στο  , δύο φορές παραγωγίσιμη σ’ αυτό 
και ισχύει ότι  g(–1) = 7. Αν η  f  είναι μια συνάρτηση με  f (x) = 3(x – 2)2.g(2x – 5)  να αποδείξε-
τε ότι η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    και να υπολογίσετε την  )2(f ′′ . 

(Εξετάσεις  1990) 
 
2.65. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = xν.[α.συν(lnx) + β.ημ(lnx)] ,   x > 0. 
Να αποδείξετε ότι:  2 ( )x f x′′⋅  + (1 – 2ν) ( )x f x′⋅  + (1 + ν).f (x) = 0. 

 

2.66. Α. Έστω συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2ημ( ) αν 0

0 αν 0

πx x
x

x

⎧
≠⎪

⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της  f. 
ii)  Δείξτε ότι η  f ′   είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0. 

Β. Όμοια για τη συνάρτηση  f (x) = 1
ημ( ) αν 0

0 αν 0

ν

ν
πx x

x
x

−

⎧
≠⎪

⎨
⎪ =⎩

, ν∈ , ν > 1. 

Γ. Όμοια για τη συνάρτηση  f (x) = 1
ημ ( ) αν 0

0 αν 0

ν

ν
πx x

x
x

−

⎧
≠⎪

⎨
⎪ =⎩

, ν∈ , ν > 1. 

 

2.67. Α. Έστω συνάρτηση   f (x) = 
2ημ ( ) αν 11
0 αν 1

πx xx
x

⎧
≠⎪

−⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της  f. 
ii) Δείξτε ότι η  f ′   είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0. 

Β. Όμοια για την  f  με   f (x) = 1
ημ ( ) αν 1
( 1)

0 αν 1

ν

ν
πx x

x
x

−

⎧
≠⎪ −⎨

⎪ =⎩

 ,       ν∈   με  ν > 1. 

Γ. Όμοια για την  f  με    f (x) = 1
ημ ( ) αν
( )

0 αν

ν

ν
πx x κ

x κ
x κ

−

⎧
≠⎪ −⎨

⎪ =⎩

 ,    ν∈   με  ν > 1  και  κ∈ . 

 
2.68. Να αποδείξετε ότι: 
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i)  Αν  f (x) = x x  + (x – 1) 1x −   τότε   ( )f x′  = 2 x +2 1x − . 

ii) Αν  f (x) = 5
2

(1 – x) 1x −  + 
2

2
x  + 7x – 3

2
    τότε   ( )f x′  = –5 1x −  + x + 7 

 
2.69. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων:    

i) f (x) = 
32 2

64 4 6
1 1

2 3
x x x

x x
+ ⋅ − +
+ ⋅ +

                                                    ii) g(x) = 
23

3
(2 )
( 1) ημ

x x
x x
− ⋅
− ⋅

 

[Απ.i) ′f (x)=f(x)[ ⋅1
2
ln(x2+1)+ ⋅1

3
ln(x2-x+1)- ⋅1

4
ln(x4+2)- ⋅1

6
ln(x6+3)] ii) ′g (x)=g(x)] 

 
2.70. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

α) f (x) = xx ,  x > 0                                                              β) f (x) = ημxx , x > 0 

γ) f (x) = (ημ )xx , x∈ (0,π)                                                    δ) f (x) = 
1
xx ,  x > 0 

ε) f (x) = ( )
1

1 x

x
, x > 0                                                            στ) f (x) = εφ(ημ ) xx ,  x∈ (0,

2
π ) 

 
2.71. Να βρεθούν οι παράγωγοι των επόμενων συναρτήσεων: 

i) f (x) = 
2xx ,  x > 0                                      ii) f (x) = 

xxx ,  x > 0 
 
2.72. α) Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  με  f (x) > 0 , x∈ . Να βρείτε την παράγωγο της 
συνάρτησης  F  με  F(x) = [f (x)]x,  x∈ . 
β) Έστω  α > 0. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  g  με  g(x) = 

2 1xα + ,  x∈ . 
(Εξετάσεις 1991) 

 
2.73. Έστω  f : → (0,+∞ )  παραγωγίσιμη συνάρτηση. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο των επό-
μενων συναρτήσεων: 
α) g(x) = [f (x)]

ημx
                                    β) h(x) = x f (x)                                         γ) φ(x) = [ ]( )

xxf x   
 

2.74. Έστω συνάρτηση  f  με     f (x) = 

2

2

1 αν 0

12 αν 01

x x
x x

xx

⎧ + ≤
⎪⎪
⎨ + +
⎪ >⎪ +⎩

.  Να αποδείξετε ότι  (0)f ′′  = 1. 

 

2.75. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2

αν 0
1 αν 0

x α x
βx γx x

⎧ + ≥⎪
⎨

+ + <⎪⎩
   με  α ≥ 0.  Να βρεθούν οι πραγ-

ματικοί αριθμοί  α, β, γ  ώστε η  f  να είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 
[Απ.α=1, β=-1/8, γ=1/2] 

 
2.76. Να βρείτε τα επόμενα αθροίσματα: 

i)  S1 = 1 + 2x + 3x2 + … + νxν-1 ,  ν *∈ . 
ii) S2 = 12 + 22x + 32x2 + … + ν2xν-1 ,  ν *∈ . 

[Απ.i)S1=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≠
ν+1 ν

2
νx -(ν+1)x +1 αν x 1

(x-1)
ν(ν+1) αν x=12

 ii) S2=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≠
2 ν 2 ν+1 ν+2

3
1+x-(ν+1) x +(2ν +2ν-1)x -νx αν x 1

(1-x)
ν(ν+1)(2ν+1) αν x=16

] 
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2.77. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες και παραγωγίσιμες στο  .  Για κάθε  x∈   
ισχύει  2f (x) – x

31( )xg e +⎡ ⎤⋅⎣ ⎦ = 10x2  και  f (–1) = 1 ,  ( 1)f ′ − = –1. Να βρείτε τα  g(1)  και  (1)g′ . 
[Απ.g(1)=2, g΄(1)=-5/6] 

 
2.78. Έστω  f : [1,4]→ [–1,3]  δύο φορές παραγωγίσιμη, με  f (1) = 1  και  f (4) = 2. Θεωρούμε τη 
συνάρτηση  g(x) = ( )f xe  – x.f (x). Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈ (1,4)  τέ-
τοιος, ώστε:    f (x0) = ( )0( )

0 0( ) f xf x e x′ ⋅ − . 
 
2.79. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : → , για την οποία ισχύει   

   f (x + y) = f (x) . f (y) ,  για κάθε  x, y .∈   Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )f x f y′ ⋅  = ( ) ( )f x f y′⋅ . 
 
2.80. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , για την οποία ισχύει  

        f (x + y) + f (x – y)  = 2f (x).f (y), για κάθε  x, y .∈  
Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )f x f y′′ ⋅  = ( ) ( )f x f y′′⋅ . 

 
2.81. α) Αν  Ρ(x)  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  ν ≥ 3, να αποδείξετε ότι  

           Ρ(x) = (x – ρ)3.π(x)  ⇔   Ρ(ρ) = Ρ΄(ρ) =Ρ΄΄(ρ) = 0. 
β) Να αποδείξετε ότι το  (x – 1)3  διαιρεί το πολυώνυμο   

    f (x) = x2ν+1 – (2ν + 1).xν+1 + (2ν + 1).xν – 1, ν *∈ . 
γ) Δίνεται το πολυώνυμο  Ρ(x) = x4 – βx3 + 4γx2 – (4α + 5β)x + γ – 2 ,  α, β, γ∈ . Να βρείτε τα  
α, β, γ  ώστε το πολυώνυμο να έχει παράγοντα το  (x + 1)3. 

[Απ.γ)α=1, β=2, γ=-3] 

 
2.82. Α.  Έστω  ρ  πραγματικός αριθμός,  Α(x) , Β(x)  πολυώνυμα με πραγματικούς συντελεστές, ώ-

στε  Β(ρ) ≠ 0  και το  Α(x)  έχει βαθμό μεγαλύτερο ή ίσο του  2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει πο-
λυώνυμο  f (x), τέτοιο ώστε   Α(x).Β(x) = (x – ρ)2.f (x),   αν και μόνο αν   Α(ρ) = Α΄(ρ) = 0. 

Β.  Έστω  ν  ακέραιος μεγαλύτερος ή ίσος του  1. Να βρείτε τις τιμές των  κ, λ  για τις οποίες το 
πολυώνυμο  Q(x) = xν.(νx3 + κx2 + λx + 8)  έχει παράγοντα το  (x – 2)2. 

(Εξετάσεις  1994) 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 

2.83. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ex.ημx .  Να αποδείξετε ότι: 

     ( ) ( )νf x  = ( )22 ημ 2
ν

x νπe x⋅ ⋅ +  ,  ν *∈ . 

 
2.84. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ex.συνα.συν(x.ημα).  Να αποδείξετε ότι: 

       ( ) ( )νf x  = ex.συνα.συν(x.ημα + να) ,  ν *∈ . 
 
2.85. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ln x

x , x > 0.  Να αποδείξετε ότι για κάθε  ν *∈  είναι: 

  ( ) ( )νf x  = ( )1
! 1 1( 1) ln 1 . . .2

ν
ν
ν x νx +

⎡ ⎤− ⋅ ⋅ − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 
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2.86. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x , x > 0.  Να αποδείξετε ότι: 

 ( ) ( )νf x  = 
1

1 2
2 1

(2 2)!( 1)
( 1)! 2

νν
ν

ν x
ν

−+
−

−− ⋅ ⋅
− ⋅

,  ν *∈ . 

 
2.87. α) Έστω  f  με  f (x) = 1

α βx−
 ,  x ≠ α

β  ,  β ≠ 0. Να αποδείξετε ότι: 

           ( ) ( )νf x  = 1

!
( )

ν

ν

ν β
α βx +

⋅
−

 ,  ν *∈ . 

β)  Έστω  f  με  f (x) = αx β
γx δ

+
+

 ,  x ≠ – δγ  ,  γ ≠ 0. Να αποδείξετε ότι: 

  ( ) ( )νf x  = 
1 1

1

( 1) !
( )

ν ν

ν

α βν γ
γ δγx δ

+ −

+

− ⋅ ⋅
⋅

+
 ,  ν *∈ . 

 
2.88.   Έστω  f  με  f (x) = 2 2 2

1
α β x−

 ,  x ≠ α
β±  , β ≠ 0. 

i) Να προσδιορίσετε τις τιμές των  Α , Β  ώστε: 
               f (x)  = Α

α βx−
 + Β

α βx+
. 

ii) Να βρείτε τη  ν-οστή παράγωγο της  f. 
[Απ.i)Α=Β= 1

2α ii) (ν)f (x)= ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⋅ ⋅ +
ν ν

ν+1 ν+1
ν! β (-1)1
2 (α-βx) (α+βx)

 

 
2.89. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία δεν μηδενίζεται στο    και υπάρχει η ( ) ( )νf x  για κάθε  

x∈ . Έστω η συνάρτηση  g(x) = ( )f x . Να δείξετε ότι:  ( ) ( )νg x  = ( )
( )

f x
f x ⋅′

( ) ( )νf x  για  ν *∈ . 

 

2.90. Δίνεται το πολυώνυμο    Ρ(x) = 1 + 
1!
x  + 

2

2!
x  + … + !

νx
ν . Να αποδείξετε ότι το  Ρ(x)  έχει μόνο 

απλές ρίζες. 
 
2.91. Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις  f , g  με πεδίο ορισμού    που έχουν πρώτη και δεύ-
τερη παράγωγο και  g(x) ≠ 0  για κάθε  x∈ . Έστω  α  πραγματικός αριθμός. Θέτουμε   

Α = ( )
( )

f α
g α   και  Β = ( ) ( )

( )
f α A g α

g α
′ ′− ⋅ . Αν  φ  είναι πραγματική συνάρτηση ορισμένη στο  –{α},  

τέτοια ώστε   2
( )

( ) ( )
f x

x α g x− ⋅
  =  2( )

A
x α−

 + B
x α−  + ( )

( )
φ x
g x

  για κάθε  x∈ –{α}, να αποδειχθεί ότι 

υπάρχει το  lim
x α→

φ(x). 
(Εξετάσεις  1997) 

 
2.92. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = α1.ημx + α2.ημ2x + … + αν.ημνx   
με  α1, α2,… , αν∈   και  ( )f x ≤ ημx , x∈ . Να βρείτε το  (0)f ′   και μετά να αποδείξετε ότι 

           1 22 . . . να α να+ + + ≤  1  ,  ν *∈ . 
 
2.93. Δείξτε ότι η συνάρτηση  f (x) = lnx ,  x > 0  δεν μπορεί να τεθεί στη μορφή: 

           f (x) = ( )
( )

P x
Q x

   όπου  P(x)  και  Q(x)  ακέραια πολυώνυμα του  x. 
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2.94. Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση   f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ , όπου  α, β, γ∈   και  α ≠ 0. Αν  
ρ1, ρ2, ρ3  είναι οι πραγματικές και διακεκριμένες ρίζες της πολυωνυμική συνάρτησης, να αποδεί-
ξετε ότι: 

α)  1

1( )
ρ

f ρ′
 + 2

2( )
ρ

f ρ′
 + 3

3( )
ρ

f ρ′
 = 0                                      β)  

2
1

1( )
ρ

f ρ′
 + 

2
2

2( )
ρ

f ρ′
 + 

2
3

3( )
ρ

f ρ′
 = 1. 

 
2.95. Θεωρούμε το πολυώνυμο  Ρ(x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 ,  αν ≠ 0το οποίο έχει  ν  δια-
κεκριμένες ρίζες, τις  ρ1 , ρ2 , … , ρν . Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ – {ρ1, ρ2,…, ρν}  ισχύει: 

α)  ( )
( )

P x
P x
′  = 

1

1
x ρ−

 + 
2

1
x ρ−

 + … + 1
νx ρ−

 

β)  [Ρ΄(x)]2 – P(x).Ρ΄΄(x)] ≠  0. 
 
2.96. α) Θεωρούμε πολυώνυμο  Ρ(x). Αν ο  ρ  είναι ρίζα του  Ρ(x)  με πολλαπλότητα  κ, όπου  κ > 1, 
τότε ο  ρ  είναι ρίζα του  Ρ΄(x)  με πολλαπλότητα  κ – 1. 
β) Έστω  ένα πολυώνυμο  Ρ(x). Αν ο  ρ  είναι ρίζα του  Ρ΄(x)  με πολλαπλότητα  κ  και  Ρ(ρ) = 0, 
τότε ο  ρ  θα είναι ρίζα του  Ρ(x)  με πολλαπλότητα  κ + 1. 

 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ________________________________________ 
 
2.97. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Η συνάρτηση  f (x) = x   είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της. 
II. Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  2, τότε  [ (2)]f ′ = (2)f ′ . 

III. Το όριο  
0

l im
h→

2 2he e
h

+ −   υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός. 

IV. Είναι  
5

( 5)
x

d x
dx =

+ = 5. 

V. Αν  ( )f x′ = 4x3  τότε η μόνη συνάρτηση που επαληθεύει την ισότητα είναι η  f (x) = x4. 

VI. Αν μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  Δ, τότε η  f ′   είναι συνεχής 
στο  Δ. 

VII. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη  στο  x0  τότε η συνάρτηση  f ′  είναι συνεχής στο  x0. 

VIII. Αν μία συνάρτηση  f  είναι άρτια και παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  Δ, τότε η  f ′   είναι πε-
ριττή. 

IX. Αν μία συνάρτηση  f  είναι περιττή και παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  Δ, τότε η  f ′   είναι πε-
ριττή. 

X. Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και περιοδική, τότε και η  f ′   είναι περιοδι-
κή με τη ίδια περίοδο. 

XI. Αν μία συνάρτηση  f  είναι πολυωνυμική  νιοστού βαθμού, τότε η συνάρτηση  f ′   θα είναι πο-
λυωνυμική  ν – 1 βαθμού. 

XII. Αν το άθροισμα  f + g  δύο συναρτήσεων έχει παράγωγο σε ένα σημείο  x0, τότε και οι συναρ-
τήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0. 

 
2.98. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 
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I. Για τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f, g  στο διάστημα [0,2π]  ισχύει, g(x) = f (ημx). Η τιμή  
( )g π′   είναι: 

Α. 0                   Β. – (0)f ′                    Γ. (1)f ′                    Δ. (0)f ′                    Ε. (0)f ′⋅π  

II. Αν  f (x) = e2x , τότε η  (10) ( )f x   ισούται με 

Α. 2e2x               Β. 1024.e2x              Γ. 211.e2x               Δ. ( )102 xe                Ε. 10.e2x   
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ΕΝΟΤΗΤΑ    3 
 
 

 

ΕΦΑΠΤΟΜΕΝΗ  ΔΙΑΓΡΑΜΜΑΤΟΣ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Ενώ η Ανάλυση ενδιαφέρεται για ολόκληρα μεταλ-
λεία, η Γεωμετρία ψάχνει για τις ωραίες πέτρες. 

– S.S. CHERN 
 
 
 
 
 

πως αναφέραμε προηγούμενα το ένα από τα προβλήματα που οδή-
γησαν στην ανακάλυψη του Διαφορικού Λογισμού, ήταν ο ορισμός 

και ο προσδιορισμός της εφαπτόμενης μιας καμπύλης. Επειδή τα θέματα 
που αφορούν την εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης συνάρτησης εί-
ναι πολλά και ποικίλα καθώς επίσης έχουν σχέση με άλλα μαθηματικά 
προβλήματα όπως π.χ. της αναλυτικής γεωμετρίας, έχουμε αφιερώσει την 
ενότητα αυτή για την διεξοδικότερη διαπραγμάτευση του θέματος. 

 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εύρεσης της εξίσωσης της εφαπτομένης της γραφικής παρά-
στασης μιας συνάρτησης. 

  

 Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης μιας συνάρτη-
σης  f  σε ένα σημείο  (x0, y0)  αυτής, τότε: 

 Αν δίνεται η τετμημένη  x0  βρίσκουμε τα  f (x0) , 0( )f x′   και κάνουμε αντι-
κατάσταση στον τύπο της εξίσωσης της εφαπτομένης,    
            y – f (x0) = 0( )f x′ ⋅ (x–x0). 

 Αν δίνεται η τεταγμένη  y0 , τότε από την εξίσωση  f (x0) = y0  βρίσκουμε το  
x0. Έπειτα υπολογίζουμε το  0( )f x′   και τα αντικαθιστούμε στον τύπο της 
εξίσωσης της εφαπτομένης. 

 Αν δίνεται ο συντελεστής διεύθυνσης  λ  της εφαπτόμενης τότε από την εξί-
σωση  0( )f x′  = λ, βρίσκουμε το  x0, μετά το  f (x0)  και τα αντικαθιστούμε 
στον τύπο. 
Για την εύρεση του  λ  συνήθως δίνεται ότι η εφαπτόμενη 

• σχηματίζει γωνία  ω  με τον άξονα  x΄x, οπότε  λ = εφω 
• είναι παράλληλη με την ευθεία   ε: y = αx + β ,  οπότε   λ = α 

• είναι κάθετη με την ευθεία   ε: y = α.x+β ,  οπότε   λ.α = –1. 

Ό

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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3.1. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f  με  

f (x) = x.lnx  η οποία είναι παράλληλη με την πρώτη διχοτόμο των αξόνων. 
Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = (0,+∞ ). Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ ) με   

( )f x′  = (x.lnx)΄ = (x)΄.lnx + x.(lnx)΄ = lnx + x. 1
x  = lnx + 1. 

Έστω  Μ(x0, f (x0))  το σημείο της  Cf  στο οποίο η εφαπτόμενη είναι παράλληλη προς την πρώ-
τη διχοτόμο των αξόνων, δηλαδή την ευθεία με εξίσωση  y = x. 
Τότε θα έχουμε  0( )f x′  = 1  ⇔   lnx0 + 1 = 1  ⇔   lnx0 = 0  ⇔   x0 = 1. 
Είναι  f (1) = 1.ln1 = 0. Άρα η ζητούμενη εφαπτόμενη έχει εξίσωση:   
y – f (1) = (1)f ′ ⋅ (x – 1)  ⇔   y – 0 = 1.(x – 1)  ⇔   y = x–1 . 
 
 

 
 

Επαλήθευσης ή εύρεσης παραμέτρων ώστε μία δεδομένη ευθεία 
να είναι εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης. 

  

 Όταν δίνεται μία ευθεία με εξίσωση  y = λx + β  και θέλουμε να εξακριβώσουμε ή να 
βρούμε παραμέτρους ώστε αυτή να είναι εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης μιας 
συνάρτησης  f, τότε υποθέτουμε ότι υπάρχει σημείο  (x0, f (x0))  της  Cf , το οποίο πρέπει 

να επαληθεύει το σύστημα:   0 0

0

( )
( )

f x λx β
f x λ

= +⎧
⎨ ′ =⎩

. 

Από τη λύση του συστήματος βρίσκουμε το σημείο επαφής  (x0, f (x0))  καθώς και τις 
παραμέτρους, αν υπάρχουν. 
Αν το σύστημα δεν έχει λύση τότε δεν υπάρχει  x0 , επομένως η δεδομένη ευθεία δεν 
εφάπτεται της  Cf . 

 
3.2. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x3+αx2–2x+5  και η ευθεία  (ε): 2x+y = 1.  

i) Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός  α  ώστε η ευθεία  (ε)  να είναι εφαπτόμενη της γρα-
φικής παράστασης της  f και να βρείτε το σημείο επαφής. 

ii) Να βρείτε τα υπόλοιπα κοινά σημεία της  (ε)  με την  Cf. 
Λύση: 
i)  Είναι  (ε): 2x + y = 1  ⇔   y = –2x + 1.  

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με   ( )f x′ = ( )3 2 2 5x αx x ′+ − + = 3x2 + 2αx – 2. 
Έστω  Μ(x0, f (x0))  το σημείο της  Cf  στο οποίο η ευθεία  (ε)  εφάπτεται αυτής. 
Η ευθεία  (ε)  εφάπτεται της  Cf  στο σημείο της  Μ(x0, f (x0))  αν και μόνο αν: 

0 0

0

( ) 2 1
( )

f x x
f x ελ

= − +⎧
⎨ ′ =⎩

  ⇔   
3 2
0 0 0 0

2
0 0

2 5 2 1
3 2 2 2

x αx x x
x αx

⎧ + − + = − +
⎨

+ − = −⎩
  ⇔   

3 2
0 0

2
0 0

4 0
3 2 0
x αx

x αx
⎧ + + =
⎨

+ =⎩
  ⇔   

3 2
0 0

0 0

4 0
(3 2 ) 0

x αx
x x α

⎧ + + =
⎨

+ =⎩
  

⇔   
3 2
0 0

0 0

4 0
0 ή 3 2 0
x αx

x x α
⎧ + + =
⎨

= + =⎩
  ⇔   

3 2 3 2
0 0 0 0

0 0

4 0 4 0
ή

0 3 2 0
x αx x αx

x x α
⎧ + + = + + =
⎨

= + =⎩
  ⇔   

3 2
0 0

0
0

4 0 αδύνατη 4 0
ή 30 2

x αx
xx α

⎧ = + + =
⎪
⎨

= = −⎪⎩

  ⇔   
3 20
0 0

0

3 4 02
3
2

xx x

xα

⎧ − + =⎪
⎨
⎪ = −
⎩

  ⇔   
3 3
0 0

0

2 3 8 0
3
2

x x
xα

⎧ − + =
⎪
⎨

= −⎪⎩

 ⇔  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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3
0

0

8
3
2

x
xα

⎧ =
⎪
⎨

= −⎪⎩

 ⇔  
3

0 8 2
3 2
2

x

α

⎧ = =⎪
⎨ ⋅= −⎪⎩

 ⇔  0 2
3

x
α

=⎧
⎨ = −⎩

. 

Είναι  f (x) = x3 – 3x2 – 2x + 5   και   f (2) = 23 – 3.22 – 2.2 + 5 = 8 – 12 – 4 + 5 = –3. 
Άρα η ευθεία  (ε)  εφάπτεται της  Cf  στο σημείο της  Μ(2,–3)  όταν  α = –3. 

 
ii)  Για να βρούμε τις τετμημένες των σημείων τομής της ευθείας  (ε)  και της  Cf  θα λύσουμε 
την εξίσωση: 
f (x) = y  ⇔   x3 – 3x2 – 2x + 5 = –2x + 1  ⇔   x3 – 3x2 + 4 = 0. 
Το σχήμα του  Horner είναι: 

 
     Άρα  x3 – 3x2 + 4 = 0  ⇔   (x–2)(x2–x–2) = 0  ⇔    
             x–2 = 0  ή  x2 – x – 2 = 0  ⇔   x = 2  ή  x = –1. 

Για  x = –1  είναι  y = –2.(–1) + 1 = 2+1 = 3. Άρα το δεύτερο σημείο τομής της ευθείας  (ε)  με 
την  Cf  είναι το  Ν(–1,3). 
 
 

3.3. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = x.ex–1   και   g(x) = x3 + 3x2 + 5x. Να αποδείξετε ότι η ε-
φαπτόμενη της  Cf  στο σημείο  Α(1, f (1)) , εφάπτεται και της  Cg. 

Λύση: 
Οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο   με   

( )f x′ = ( )1xx e − ′⋅  = (x)΄.ex–1 + x. ( )1xe − ′  = ex–1 + x.ex–1 (x – 1)΄ = ex–1 + x.ex–1 = (x + 1).ex–1   

και  ( )g x′ = (x3 + 3x2 + 5x)΄ = 3x2 + 6x + 5. 
Είναι  f (1) = 1.e0 = 1  ,  (1)f ′ = (1 + 1).e0 = 2. 
Η εξίσωση της εφαπτόμενης  (ε)  της  Cf  στο σημείο  Α  είναι: 
(ε) :  y – f (1) = (1)f ′ ⋅ (x – 1) ⇒  y – 1 = 2(x – 1) ⇒  y – 1 = 2x – 2 ⇒  y = 2x – 1. 
Η ευθεία  (ε)  εφάπτεται της  Cg  στο σημείο της  Μ(x0 , g(x0))  αν και μόνο αν: 

0 0

0

( ) 2 1
( )

g x x
g x

= −⎧
⎨ ′ =⎩ ελ

  ⇔   
3 2
0 0 0 0

2
0 0

3 5 2 1
3 6 5 2

x x x x
x x

⎧ + + = −
⎨

+ + =⎩
  ⇔   

3 2
0 0 0

2
0 0

3 3 1 0
3 6 3 0

x x x
x x

⎧ + + + =
⎨

+ + =⎩
  ⇔   

3 2
0 0 0

2
0 0

3 3 1 0
2 1 0

x x x
x x

⎧ + + + =
⎨

+ + =⎩
  ⇔   

3 2
0 0 0

2
0

3 3 1 0
( 1) 0

x x x
x

⎧ + + + =
⎨

+ =⎩
  ⇔   

3 2
0 0 0

0

3 3 1 0
1 0

x x x
x

⎧ + + + =
⎨

+ =⎩
  ⇔   

3 2

0

( 1) 3( 1) 3( 1) 1 0
1x

⎧ − + − + − + =
⎨

= −⎩
  ⇔   

0

1 3 3 1 0
1x

− + − + =⎧
⎨ = −⎩

  ⇔   x0 = –1. 

Άρα η  (ε)  εφάπτεται και της  Cg  στο σημείο της  Μ(–1,–3). 
 
 

3.4. Να βρείτε τις κοινές εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων   
f (x) = 2x – x2   και   g(x) = x2 + 4x + 1. 

Λύση: 
Οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο   με  ( )f x′ = 2 – 2x  και  ( )g x′ = 2x + 4. 
Έστω  Α(α, f (α))  σημείο της  Cf. Η εξίσωση της εφαπτόμενης  (ε)  της  Cf  στο σημείο  Α  εί-
ναι:  y – f (α) = ( )f α′ (x – α) ⇒  y = ( )f α′ ⋅ x + f (α) – α ( )f α′⋅  ⇒  
       y = (2 – 2α)x + 2α – α2 – α(2 – 2α) ⇒  y = (2 – 2α)x + 2α – α2 – 2α + 2α2 ⇒  
      y = (2 – 2α)x + α2. 

1 3 0 4 2 
 2 2 4  
1 1 2 0  
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Η ευθεία  (ε)  είναι εφαπτόμενη της  Cg  στο σημείο  Β(β, f (β))  αν και μόνο αν: 
2( ) (2 2 )

( ) 2 2
g β α β α

g β α
⎧ = − +
⎨ ′ = −⎩

 ⇔  
2 24 1 (2 4)

2 4 2 2
β β β β α

β α
⎧ + + = + +
⎨

+ = −⎩
 ⇔  

2 24 1 (2 4)
2 2 2

β β β β α
α β

⎧ + + = + +
⎨

= − −⎩
 ⇔  

2 24 1 (2 4) ( 1)
1

β β β β β
α β

⎧ + + = + + − −
⎨

= − −⎩
 ⇔  

2 2 24 1 2 4 2 1
1

β β β β β β
α β

⎧ + + = + + + +
⎨

= − −⎩
 ⇔  

22 2 0
1

β β
α β

⎧ + =
⎨

= − −⎩
  

⇔  
2 ( 1) 0

1
β β
α β

+ =⎧
⎨ = − −⎩

 ⇔  
0 1

ή
1 0

β β
α α
= = −⎧

⎨ = − =⎩
. 

• Αν  α = –1  και  β = 0  τότε  Α(–1,–3)  και  Β(0,1). Η εξίσωση της κοινής εφαπτόμενης εί-
ναι:  (ε1) : y – g(0) = (0)g′ ⋅ (x – 0) ⇔  y – 1 = 4x ⇔  y = 4x + 1. 

• Αν  α = 0  και  β = –1  τότε  Α(0,0)  και  Β(–1,–2). Η εξίσωση της κοινής εφαπτόμενης εί-
ναι:  (ε2) : y – f (0) = (0)f ′ ⋅ (x – 0) ⇔  y – 0 = 2x ⇔  y = 2x. 

 
 

 
 

Εύρεσης παραμέτρων ώστε οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρ-
τήσεων να έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάποιο κοινό τους σημείο. 

  

  Όταν θέλουμε να βρούμε παραμέτρους ώστε οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρ-
τήσεων  f  και  g  να έχουν κοινή εφαπτόμενη σε κάποιο κοινό τους σημείο με τε-

τμημένη  x0 , τότε σχηματίζουμε το σύστημα  0 0

0 0

( ) ( )
( ) ( )

f x g x
f x g x

=⎧
⎨ ′ ′=⎩

. Η λύση του μας δί-

νει τις τιμές των ζητούμενων παραμέτρων. 

 Αν θέλουμε να βρούμε τις κοινές εφαπτόμενες των δύο γραφικών παραστάσεων 
θεωρούμε σημεία  Α(α, f (α)) , Β(β, f (β))  των  Cf , Cg  αντίστοιχα στα οποία η  (ε)  
εφάπτεται αυτών. Τότε η  (ε)  ως κοινή εφαπτόμενη θα έχει εξίσωση: 
      y – f (α) = ( )f α′ ⋅ (x – α)  ⇔   y = ( )f α′ ⋅ x + f (α) – ( )f α′ ⋅ α  (1)     και 
     y – g (β) = ( )g β′ ⋅ (x – β)  ⇔   y = ( )g β′ ⋅ x + g (β) – ( )g β′ ⋅ β  (2)   

Από  (1)  και  (2)  έχουμε το σύστημα:  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
f α g β

f α f α α g β g β β
′ ′=⎧

⎨ ′ ′− ⋅ = − ⋅⎩
. 

 
3.5. Δίνεται οι συναρτήσεις  f (x) = (x–1).ln(x+1) + α(x+1)  και  g(x) = e–3x + β.(x–1)3 + 5. 

i)  Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α , β   ώστε οι γραφικές παραστάσεις των δύο συ-
ναρτήσεων να έχουν κοινή εφαπτόμενη στο κοινό τους σημείο με τετμημένη  x0 = 0. 

ii)  Να βρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης τους. 
Λύση: 
i)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (–1, +∞ )  με    

( )f x′ = ( )( 1) ln( 1) ( 1)x x α x ′− ⋅ + + + = ( )( 1) ln( 1) ( 1) ln( 1) ( 1)x x x x α x′′ ′− ⋅ + + − ⋅ + + +  

          = ln(x+1) + (x–1) 1 ( 1)1 xx
′⋅ ⋅ +

+
 + α = ln(x+1) + 1

1
x
x
−
+

 + α . 

Η  g  είναι παραγωγίσιμη στο    με    

( )g x′ = ( )3 3( 1) 5xe β x− ′+ − + = ( )3xe− ′ + ( )3( 1)β x ′− = 3 ( 3 )xe x− ′⋅ − + 23 ( 1) ( 1)β x x ′− −  
          = –3e–3x + 3β(x–1)2. 
Οι  Cf , Cg   έχουν κοινή εφαπτόμενη στο κοινό τους σημείο με τετμημένη  x0 = 0 , αν και 
μόνο αν: 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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(0) (0)
(0) (0)

f g
f g

=⎧
⎨ ′ ′=⎩

  ⇔   
30 3

30 2

(0 1) ln(0 1) (0 1) (0 1) 5
0 1ln(0 1) 3 3 (0 1)0 1

α e β

α e β

− ⋅

− ⋅

⎧ − ⋅ + + + = + − +⎪
⎨ −+ + + = − + −⎪ +⎩

  ⇔   
1 5

1 3 3
α β
α β
= − +⎧

⎨− + = − +⎩
  ⇔   

6
2 3

α β
α β

= −⎧
⎨ = − +⎩

  ⇔   
6

2 3 6
α β
β β
= −⎧

⎨− + = −⎩
  ⇔   

6
4 8
α β
β
= −⎧

⎨ =⎩
  ⇔   

6 2
2

α
β
= −⎧

⎨ =⎩
  ⇔   

4
2

α
β
=⎧

⎨ =⎩
. 

 
ii)  Αν  α = 4  και  β = 2  είναι  f (0) = g(0) = 4  και  (0)f ′ = (0)g′ = 3. 
Άρα η εξίσωση της κοινής εφαπτομένης των  Cf , Cg είναι: 
     y – f (0) = (0)f ′ ⋅ (x–0)  ⇔   y – 4 = 3x  ⇔   y = 3x + 4. 
 
 

3.6. Να βρείτε τις κοινές εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 
      f (x) = x2 + 6x + 1     και     g(x) = x2 – 4x + 6. 

Λύση: 

Οι δύο συναρτήσεις είναι παραγωγίσιμες στο   με  ( )f x′ = ( )2 6 1x x ′+ + = 2x + 6  και   

( )g x′ = ( )2 4 6x x ′− + = 2x – 4. 
Έστω ότι η κοινή εφαπτόμενη  (ε)  εφάπτεται στην  Cf  στο σημείο  Α(α, f (α))  και στην  Cg  
στο σημείο  B(β, f (β)). Τότε η  (ε)  ως εφαπτόμενη της  Cf  θα έχει εξίσωση: 
y – f (α) = ( )f α′ ⋅ (x – α)  ⇔   y = ( )f α′ ⋅ x + f (α) – ( )f α′ ⋅ α  ⇔    
y = (2α + 6)x + α2 + 6α + 1 – α(2α + 6)  ⇔   y = (2α + 6)x + α2 + 6α + 1 – 2α2 – 6α  ⇔    
y = (2α + 6)x – α2 + 1  (1)   
ενώ ως εφαπτόμενη της  Cg  θα έχει εξίσωση: 
y – g (β) = ( )g β′ ⋅ (x – β)  ⇔   y = ( )g β′ ⋅ x + g (β) – ( )g β′ ⋅ β  ⇔    
y = (2β – 4)x + β2 – 4β + 6 – β(2β – 4)  ⇔   y = (2β – 4)x + β2 – 4β + 6 – 2β2 + 4β  ⇔    
y = (2β – 4)x – β2 + 6  (2)   
Οι εξισώσεις  (1)  και  (2)  παριστάνουν την  (ε)  άρα: 

2 2

2 6 2 4
1 6

α β
α β
+ = −⎧

⎨− + = − +⎩
  ⇔   2 2

2 2 10
5

β α
β α
− =⎧

⎨ − =⎩
  ⇔   

( )( )
5

5
β α

β α β α
− =⎧

⎨ − + =⎩
  ⇔   

( )
5

5 5
β α
β α
− =⎧

⎨ + =⎩
  ⇔    

( )
5
1

β α
β α +

− =⎧
⎨ + =⎩

   

     2β = 6  ⇔   β = 3     και  β + α = 1  ⇔   3 + α = 1  ⇔   α = –2. 
Επομένως, η ευθεία  (ε): y = 2x – 3  είναι η μόνη κοινή εφαπτόμενη των  Cf  και  Cg   στα ση-
μεία  Α(–2, –7)  και  Α(3, 3)  αντίστοιχα. 
 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
3.7. Έστω  C  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  με  f (x) = αx3 + βx2 + 9x – 12. Να προσδιο-
ριστούν τα  α, β  έτσι ώστε το σημείο  Α(2,–10)  να ανήκει στην  C  και η εφαπτόμενη της  C  στο 
σημείο  Α  να έχει συντελεστή διεύθυνσης τον αριθμό  –3. 

[Απ. α=1, β=-6] 
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3.8. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x4 – 14x2 + 24x. Έστω  C  η γραφική παράστασή της. Να α-
ποδείξετε ότι υπάρχουν τρία σημεία  Α, Β, Γ  της  C , τέτοια ώστε οι εφαπτόμενες της  C  στα Α, 
Β, Γ  είναι παράλληλες προς τον άξονα  x΄x. Να αποδειχθεί ότι το βαρύκεντρο του τριγώνου  ΑΒΓ  
βρίσκεται πάνω στον άξονα  y΄y. 

 

3.9. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = 1
3 x3 – 5

2 x2 + 7x – 1,  x∈ . Αν  C  είναι η γραφική παράστα-

σή της  f, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  C  στο σημείο  (1, 23
6 ). Στη συνέχεια να 

βρείτε σε ποιο σημείο η εφαπτομένη αυτή τέμνει τον άξονα  x΄x. 
 
3.10. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της  f  με  f (x) = x3 – x  
στα σημεία που αυτή τέμνει τον άξονα  x΄x. Να αποδείξετε ότι τα σημεία τομής των εφαπτομένων 
είναι συμμετρικά ως προς την αρχή των αξόνων  Ο  και να βρείτε τη μεταξύ τους απόσταση. 

[Απ. 4 2
3

] 

 
3.11. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (x – α).lnx – α(x – 3)  με  α∈ . 

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  (εα) της  Cf  στο σημείο με τετμημένη  1. 
ii) Να αποδείξετε ότι οι ευθείες  (εα) διέρχονται από σταθερό σημείο για τις διάφορες τιμές του  α. 

[Απ.ii)(2,1)] 

 
3.12. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 + x + α ,  α∈ . Να υπολογίσετε το  α, αν η εφαπτόμενη  (ε)  
της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f  στο σημείο τομής της με την ευθεία  x = 2  τέμνει 
τον άξονα  y΄y  στο  y0 = –3. 

[Απ.α=1] 

 
3.13. Να αποδείξετε ότι η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  με  f (x) = x2 + αx + β  στο 

σημείο  με τετμημένη  x = 
2

α β+   είναι παράλληλη προς το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζουν τα 

σημεία  Α(α, f (α))  ,  Β(β, f (β)). 
 
3.14. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = x2 – 2κx – 6κ + 7,  με  κ∈ . 
α) Να δείξετε ότι για τις διάφορες τιμές του  κ, η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από σταθε-
ρό σημείο. 

β) Να βρείτε τις τιμές του  κ, για τις οποίες η  Cf  εφάπτεται στον άξονα  x΄x. 
[Απ.i)M(-3,16) ii)-7, 1] 

 
3.15. Έστω συνάρτηση   f (x) = αx3 – (α + 1)x – 6α + 1, α∈ . 

i) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από σταθερό σημείο  Μ, για κάθε τι-
μή του  α. 

ii) Να βρείτε την τιμή του  α  ώστε, η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  
Μ, να διέρχεται από το σημείο  Α(3,9). 

[Απ.i)M(2,-1) ii)α=1] 

 
3.16. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του διαγράμματος της  f  με  f (x) = x + ln(ex)  που εί-
ναι παράλληλη της ευθείας με εξίσωση  2x – y + 1 = 0. 

[Απ.y=2x] 

 

3.17. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  . Η συνάρτηση  g  με  g(x) = ( )
x

f x
e

  μηδενίζεται 

στο σημείο  x0 = 0. Να αποδείξετε ότι η εφαπτόμενη του διαγράμματος της  f  είναι παράλληλη με 
αυτήν του διαγράμματος της  g  στο  x0 = 0. 
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3.18. Θεωρούμε συνάρτηση  f  και την ευθεία με εξίσωση  y = 2x + 1  η οποία εφάπτεται της  Cf  

στο σημείο με τετμημένη  –1. Να υπολογίσετε το όριο  
1

lim
x→−

2 ( ) 1
1

f x
x

−
+

. 

[Απ.-4] 

 

3.19. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = αν 0
αν 0

ν

ν

x x
x x

⎧ − <⎪
⎨

≥⎪⎩
.  Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της γρα-

φικής παράστασης της  f  στα σημεία με τετμημένες  x1 = 1  και  x2 = –1  είναι κάθετες. 
 
3.20. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f ,  g  με  f (x) = 2

x
  και  g(x) = x2 – 3

2
x + 5

2
. Να αποδείξετε ότι οι 

εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων στα κοινά τους σημεία είναι κάθετες. 
 
3.21. Να αποδείξετε ότι η ευθεία  (ε): 3x – y + 2 = 0  είναι κοινή εφαπτόμενη των γραφικών 
παραστάσεων των συναρτήσεων  f (x) = x3  και  g(x) = 1 + 5x – x2. 

 
3.22. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο    και  g  με  g(x) = f (x).συνx. Να αποδείξετε ότι οι 
γραφικές παραστάσεις των  f  και  g  έχουν κοινή εφαπτόμενη στο σημείο με τετμημένη  x0 = 0. 

 
3.23. Έστω  f  παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  . Θεωρούμε τις συναρτήσεις  g ,  h  με   

g(x) = f (x).ημx ,  h(x) = f (x).ln(1 + x). Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των  g  και  h  
έχουν κοινή εφαπτόμενη στο  x0 = 0. 

 
3.24. Θεωρούμε τις συναρτήσεις   f (x) = x.ημ(πx)   και  g(x) = ( )2ln 1x x+ + . Να αποδείξετε ότι η 

εφαπτόμενη της  Cf  στο σημείο  Α( 1
2

, f ( 1
2

))  είναι εφαπτόμενη και της  Cg. 

 
3.25. Μία συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    και  ( )f x′ ≠ 0. Θεωρούμε τη συ-

νάρτηση  g  με  g(x) = ( )
( )

f x
f x′

 ,  x∈ . Αν η γραφική παράσταση της  g  τέμνει τον άξονα  x΄x  στο 

σημείο  Α(x0,0)  τότε η εφαπτόμενη της  g  στο  Α  είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση   
x + y + 5 = 0. 

 
3.26. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 – x2 + 4x+ 1. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων της 
γραφικής παράστασης της  f  που διέρχονται από το σημείο  Α(–1, f (–1)). 

[Απ.y=9x+4 , y=5x] 

 
3.27. Να αποδείξετε ότι από οποιοδήποτε σημείο της ευθείας με εξίσωση  y + 1 = 0,  άγονται δύο 

εφαπτόμενες προς τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f (x) = 
2

4
x , οι οποίες είναι κάθετες. 

 
3.28. Έστω  f : →   περιττή και παραγωγίσιμη συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες 
της γραφικής παράστασής της σε σημεία με αντίθετες τετμημένες, είναι παράλληλες. 

 
3.29. Έστω  f : →   άρτια και παραγωγίσιμη συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της 
γραφικής παράστασής της σε σημεία με αντίθετες τετμημένες, οι οποίες δεν είναι παράλληλες 
στον άξονα  x΄x, τέμνονται στον άξονα  y΄y. 

 
3.30. A. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  οι οποίες είναι παραγωγίσιμες στο    και είναι  

g(x) = f (x) – x , για κάθε  x∈ . Έστω  Α, Β  σημεία με την ίδια τετμημένη  x0  τα οποία ανήκουν 
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στις γραφικές παραστάσεις των  f, g  αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των  f , g  στα  
Α, Β  τέμνονται στον άξονα  y΄y. 
B.  Αποδείξτε το ίδιο αν  g(x) = f (x) + x. 

 
3.31. Θεωρούμε πολυώνυμο  Ρ(x)  βαθμού  ν ≥ 3  με  ( )P x′ ≠ 0, για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι 
δεν υπάρχουν δύο εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης του πολυωνύμου που να είναι κάθετες. 

 
3.32. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = lnx,  x > 0. 

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης  C  της  f  στο σημείο   
Μ(x0, f (x0)). 
Για ποια τιμή του  x0  η εφαπτόμενη διέρχεται από την αρχή των αξόνων; 

ii) Αν μία ευθεία  (δ)  περνάει από την αρχή των αξόνων  Ο  και τέμνει την  C  σε δύο σημεία  
Α(α, f (α))  και  Β(β, f (β)) , να δείξετε ότι είναι  αβ = βα. 

 
3.33. Έστω η συνάρτηση  f (x) = e2x – λx. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  λ  ώστε η  Cf  να εφά-
πτεται του άξονα  x΄x. Ποιο είναι το σημείο επαφής; 

[Απ.λ=2e, M( 1
2
,0)] 

 
3.34. Να βρείτε τις κοινές εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων   

f (x) = – x2 + x  και  g(x) = x2 – 3x + 4. 
[Απ.y=x, y=-3x+4] 

 
3.35. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f (x) = – x2 + 3x + 1  και  g(x) = 1

2
x2 + 7x + 4. Να βρείτε τις κοι-

νές εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων. 
[Απ.y=5x+2, y= 19

3
x+ 34

9
] 

 
3.36. Να βρεθούν οι ευθείες που διέρχονται από το σημείο  Μ(5,5)  και εφάπτονται στη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης   f (x) = 
225 αν 5

5 αν 5

x x

x x

⎧ − ≤⎪
⎨

− >⎪⎩
. 

[Απ.y=5 , x-20y+95=0] 

 
3.37. Έστω  η συνάρτηση  f : (1,+∞ )→  με    f (x) = 2000 + )1ln( −x .  Έστω  c  πραγματικός 
μεγαλύτερος του  2000. Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση  y = c  και η γραφική παράσταση της  f  
τέμνονται σε δύο διαφορετικά σημεία του επιπέδου, τα  Α  και  Β. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτό-
μενες της γραφικής παράστασης της  f, στα  Α  και  Β, είναι κάθετες μεταξύ τους. 

(Εξετάσεις  2000) 
 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
3.38. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2 ,  x∈ (–∞ ,0). 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη. 
ii) Να βρείτε την αναλυτική μορφή της  f –1. 
iii) Να βρεθεί, αν υπάρχει, κοινή εφαπτόμενη ευθεία στις γραφικές παραστάσεις των  f  και  f –1. 

[Απ. y=-x- 1
4
] 
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3.39. Δίνονται οι συναρτήσεις  f (x) = e–x  και  g(x) = log1/ex. Αν  Α, Β  είναι τα σημεία τομής των  Cf 
, Cg  με τους άξονες, να αποδείξετε ότι η ευθεία  ΑΒ  είναι κοινή εφαπτόμενη των  Cf , Cg . 

 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
3.40. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Αν μια ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης, ένα μόνο κοινό σημείο, τότε εί-
ναι οπωσδήποτε εφαπτόμενη αυτής. 

II. Οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f (x) = x2 ,  g(x) = x2 + 4  και  
h(x) = x2 – 10  στα σημεία τομής τους με την ευθεία  x = α  είναι παράλληλες. 

III. Η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f (x) = αx + β, σε οποιοδήποτε ση-
μείο του πεδίου ορισμού της, συμπίπτει με τη γραφική παράσταση της  f. 

IV. Αν οι γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων τέμνονται, τότε στο κοινό τους σημείο δέχονται 
κοινή εφαπτομένη. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    4 
 
 

 

ΡΥΘΜΟΣ  ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ 
 

 
 
 
 
 
4.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Αν δύο μεταβλητά μεγέθη  x, y  συνδέονται με τη σχέση  y = f (x), όταν  

f  είναι μια συνάρτηση παραγωγίσιμη στο  x0, τότε ονομάζουμε ρυθμό 
μεταβολής του  y  ως προς  x  στο σημείο  x0  την παράγωγο  0( )f x′ . 

 
4.2. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ: (1) Ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας  υ  ως προς το χρόνο  t  τη χρονική στιγ-

μή  t0  είναι η παράγωγος  υ΄(t0), της ταχύτητας  υ  ως προς το χρόνο  t  τη χρονική στιγμή  t0. Η 
παράγωγος  υ΄(t0)  λέγεται επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή  t0  και συμβολίζεται  
α(t0).  Δηλαδή είναι   α(t0) = υ΄(t0) = S΄΄(t0). 
(2) Στην οικονομία, το κόστος παραγωγής  Κ, η είσπραξη  Ε  και το κέρδος  Ρ  εκφράζεται ως 
συνάρτηση της ποσότητας  x  του παραγόμενου προϊόντος. Έτσι, η παράγωγος  Κ΄(x0)  παριστά-
νει το ρυθμό μεταβολής του κόστους  Κ  ως προς την ποσότητα  x, όταν  x = x0  και λέγεται ορι-
ακό κόστος στο  x0. 
Ανάλογα ορίζονται και οι έννοιες οριακή είσπραξη στο  x0 ,  Ε΄(x0)  και οριακό κέρδος στο x0 ,  
Ρ΄(x0). 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

4.3. Ένα φως  Φ  βρίσκεται σε ένα φανοστάτη ύψους  H. Ένας άνθρωπος, ύψους  h, ο οποίος 
βρίσκεται στο σημείο  Ο  κάτω από το φως, αρχίζει να κινείται κατά μήκος του δρόμου σε 
ευθεία γραμμή με ταχύτητα  υ Km/h. 
i)  Να αποδείξετε ότι η ταχύτητα  V  της σκιάς του άνω άκρου της κεφαλής του δίνεται από 

τον τύπο  V = 1
1 /h H−

.υ. 

ii)  Να εξετάσετε την ταχύτητα  V  για τα διάφορα ύψη του ανθρώπου. 
Λύση: 

 

i)  Έστω  S(t)  η συνάρτηση θέσης του ανθρώπου και  y(t)  η 
συνάρτηση θέσης της σκιάς του. Τότε  υ = ( )S t′   και  V = 

( )y t′ . Τα τρίγωνα  ΑΒΣ  και  ΟΦΣ  είναι όμοια επομένως:  
ΑΣ
ΟΣ  = ΑB

ΟΦ  ⇔  ( ) ( )
( )

y t S t
y t
−  = h

H  ⇔  y(t).H – S(t).H = y(t).h 

⇔  y(t).H – y(t).h = S(t).H ⇔  y(t).(H – h) = S(t).H ⇔   

y(t) = ( )S t H
H h

⋅
−

 ⇔  y(t) = 1 ( )1 / S th H ⋅
−

. 
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Άρα   V = ( )y t′  = ( )1 ( )1 / S th H
′

⋅
−

 = 1 ( )1 / S th H
′⋅

−
 = 1

1 /h H−
.υ.  

ii)  Οι δύο ταχύτητες είναι ανάλογες με συντελεστή αναλογίας  1
1 /h H−

  ο οποίος εξαρτάται 

από το λόγο  h/H. Όταν το  h→ 0, τότε η  V  πλησιάζει την  υ, ενώ όταν η  h→ H, τότε η  V  
τείνει στο άπειρο. 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
4.4. Να εκφράσετε το εμβαδόν  Ε  ενός ισοπλεύρου τριγώνου ως συνάρτηση του ύψους του  υ  και 
να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του  Ε  ως προς το ύψος  υ  για  υ = 3 . 

[Απ.Ε(υ)=
2υ 3
3  , 2] 

 
4.5. Το διάστημα  S  σε μέτρα που διανύει ένα κινητό σε χρόνο  t sec  δίνεται από τον τύπο   

          S(t) = t3 – 9
2

t2 + 15t + 4 ,  0 ≤ t ≤ 5 

i) Να βρείτε την αρχική ταχύτητα του κινητού. 
ii) Ποια χρονική στιγμή η ταχύτητά του είναι  9 m/sec; 

[Απ. i)15m/sec ii)1 ή 2 sec μετά την εκκίνηση] 

 
4.6. Ένα κινητό σε χρόνο  t sec  διανύει διάστημα  S  σε μέτρα που δίνεται από τον τύπο 

           S(t) = t3 – t2 + 3t + 2 ,  0 ≤ t ≤ 10.  Να βρείτε: 
i) Την αρχική ταχύτητα του κινητού. 
ii) Ποια χρονική στιγμή η ταχύτητά του είναι  4 m/sec; 
iii) Ποια χρονική στιγμή η επιτάχυνσή του είναι  10 m/sec2; 

[Απ.i)3m/sec ii)1sec iii)2sec] 

 
4.7. Κάτω από ορισμένες συνθήκες ένα σώμα  Σ  πάλλεται με τέτοιο τρόπο ώστε η θέση του σε κά-
θε χρονική στιγμή  t  να δίνεται από τον τύπο  S(t) = 2συνt. Να βρεθεί η ταχύτητα και η επιτάχυν-
ση του σώματος τη χρονική στιγμή  t0 = 2

3
π . 

[Απ.i)- 3  ii)1] 

 
4.8. Η ένταση του ηλιακού φωτός μέσα σε μια λίμνη ελαττώνεται με το βάθος  x  σύμφωνα με τον 

τύπο  Ι(x) = 2
0I

x

e
−

⋅ ,  όπου  Ι0  είναι η ένταση του φωτός στην επιφάνεια της λίμνης. 
i) Να υπολογιστεί ο ρυθμός μεταβολής του  Ι  ως προς  x. 
ii) Σε ποιο βάθος ο ρυθμός μεταβολής θα μηδενιστεί; 

[Απ.i) 0I- x2 e
 ii)Σε πολύ μεγάλο βάθος.] 

 
4.9. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του όγκου ενός κύβου ως προς το χρόνο, όταν η πλευρά του αυ-
ξάνεται με ρυθμό  2cm/sec  τη στιγμή που αυτή είναι  10cm. 

[Απ.600cm3/sec] 

 
4.10. Η ακτίνα μιας σφαιρικής μπάλας από χιόνι δίνεται από τον τύπο  r = 7 – 2t. 

i) Να βρείτε τη συνάρτηση του όγκου της μπάλας ως προς το χρόνο. 
ii) Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του όγκου της μπάλας ως προς το χρόνο. 

[Απ.i)V(t)= 43 π(7-2t)
3,t∈ [0, 72 ] ii)-8π(7-2t)

2] 
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4.11. Ένα δοχείο με σχήμα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχει μήκος  1,2m  πλάτος  8dm  και ύψος  

50cm. Στο δοχείο τρέχει νερό του οποίου η παροχή είναι  6dm3/min. Να βρείτε το ρυθμό που η 
επιφάνεια του νερού ανεβαίνει όταν το ύψος της είναι  12cm. 

[Απ.0,0625 dm/min] 

 
4.12. Σ’ ένα κυλινδρικό δοχείο που έχει ακτίνα  6 dm  τρέχει υγρό με ταχύτητα  8 dm3/min. Με ποια 
ταχύτητα ανεβαίνει η επιφάνεια του υγρού; 

[Απ. 2
9π

 dm/min] 

 
4.13. Ένας γεωργός προσθέτει  x  μονάδες λιπάσματος σε μία αγροτική καλλιέργεια και συλλέγει  

g(x)  μονάδες του παραγόμενου προϊόντος. Αν  g(x)  =  Μ0 + Μ(1 – e–μx) ,  x ≥ 0,  όπου  Μ0, Μ  και  
μ  είναι θετικές σταθερές, να εκφράσετε το ρυθμό μεταβολής του παραγόμενου προϊόντος ως συ-
νάρτηση της  g(x). Ποια είναι η σημασία της σταθεράς  Μ0; 

(Εξετάσεις  1998) 
 
4.14. Δίνεται ορθή γωνία  Ôx y   και το ευθύγραμμο τμήμα  ΑΒ  μήκους  10m  του οποίου τα άκρα  Α  
και  Β  ολισθαίνουν πάνω στις πλευρές  Οy  και  Οx  αντιστοίχως. Το σημείο  Β  κινείται με στα-
θερή ταχύτητα  υ = 2m/sec  και η θέση του πάνω στον άξονα  Οx  δίνεται από τη συνάρτηση   
s(t) = υ.t,  t∈ [0,5]  όπου  t  ο χρόνος  (σε δευτερόλεπτα). 
α) Να βρεθεί το εμβαδόν  Ε(t)  του τριγώνου  ΑΟΒ  ως συνάρτηση του χρόνου. 
β) Ποιος είναι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού  Ε(t)  τη στιγμή κατά την οποία το μήκος του 
τμήματος  ΟΑ  είναι  6m. 

(Εξετάσεις  1993) 
 
4.15. Ένα βαρύ όχημα έχει ύψος  3m  και κινείται με ταχύτητα  15Km/h. Αν το όχημα βρίσκεται 
αρχικά ακριβώς κάτω από ένα φως που κρέμεται σε ύψος  8m  πάνω από το δρόμο, να βρείτε: 
α) Tην ταχύτητα της άκρης της σκιάς του μετά από χρόνο  t. 
β) Tην ταχύτητα της μεταβολής του μήκους της σκιάς του στον ίδιο χρόνο. 

[Απ.α)24 Km/h β)9 Km/h] 

 
4.16. Οι διαστάσεις  x, y  ενός ορθογωνίου αυξάνουν ως προς το χρόνο με ρυθμό  3cm/sec  και  

2cm/sec  αντιστοίχως. Να βρείτε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού  Ε  ως προς το χρόνο  t  κατά 
τη χρονική στιγμή  t0  που οι διαστάσεις του είναι  x = 30cm  και y = 40cm. 

[Απ.180 cm2/sec] 

 
4.17. Ο όγκος μιας σφαίρας αυξάνεται με ρυθμό  10cm3/sec. Να βρείτε: 

i) Το ρυθμό αύξησης της επιφάνειας της σφαίρας τη χρονική στιγμή που η ακτίνα της είναι  r = 
5cm. 

ii) Την ακτίνα της σφαίρας τη χρονική στιγμή που η επιφάνειά της αυξάνεται με ρυθμό  2cm2/sec. 
[Απ.i)4cm2/sec ii)10cm] 

 
4.18. Η ακτίνα μιας διαστελλόμενης σφαίρας τη χρονική στιγμή  t sec  είναι  r cm. Βρείτε την ακτί-
να τη στιγμή κατά την οποία οι ταχύτητες αύξησης της επιφάνειας της σφαίρας και της ακτίνας 
της είναι αριθμητικά ίσες. 

[Απ.r=1/8π cm] 

 
4.19. Ένας πεζοπόρος ξεκινάει από το σημείο  Α  και βαδίζει γύρω από μια κυ-
κλική λίμνη ακτίνας  2km  με σταθερή ταχύτητα  3km/h. Να βρείτε το ρυθμό 
μεταβολής του μήκους της χορδής  ΑΒ  ως προς το χρόνο  t  κατά τη χρονική 
στιγμή  t0  που η γωνία  θ  είναι ίση με  

3
π .  
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[Απ. 3 3
2 km/h] 

 
4.20. Οι δύο παράλληλες πλευρές ενός ορθογώνιου επιμηκύνονται με ταχύτητα  2cm/sec, ενώ οι 
δύο άλλες πλευρές του επιβραχύνονται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε το σχήμα να είναι πάντοτε ορθο-
γώνιο με σταθερό εμβαδόν  Ε = 50cm2. 
i) Ποια είναι η μεταβολή της περιμέτρου  Ρ  ανά μονάδα χρόνου, όταν το μήκος μιας αυξανόμε-
νης πλευράς του είναι   α) 5cm ,    β) 10cm; 

ii) Ποιες είναι οι διαστάσεις του ορθογωνίου τη στιγμή που σταματά να μειώνεται η περίμετρός 
του; 

[Απ.i)α)-4cm/sec β)2cm/sec  ii)5 2 cm] 

 
4.21. Έστω ότι  f (t)  είναι η ποσότητα ενός αντιβιοτικού που έχει απορροφηθεί από το ανθρώπινο 
σώμα κατά τη χρονική στιγμή  t  όπου  t ≥ 0  και  f : [0,+∞ )→   είναι πραγματική συνάρτηση 

με  f ( t ) = 1– 4992
t−

 .Να βρεθεί η χρονική στιγμή  t, κατά την οποία ο ρυθμός απορρόφησης του 

αντιβιοτικού από το ανθρώπινο σώμα είναι ίσος με το  1
16

  του ρυθμού απορρόφησης κατά τη 

χρονική στιγμή  t0 = 0. 
(Εξετάσεις  1996) 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
4.22. Ένα φως είναι τοποθετημένο στην κορυφή ενός κτηρίου ύψους  20m. Μια μπάλα αφήνεται 
από το ίδιο ύψος από ένα σημείο που απέχει  4m  από το φως. Υποθέτοντας ότι η μπάλα κάνει 
ελεύθερη πτώση και το  g = 10m/s2 , βρείτε την ταχύτητα με την οποία κινείται η σκιά της στο 
έδαφος  2  δευτερόλεπτα αργότερα. 

[Απ.4 m/s] 

 
4.23. Ένα παιδί πετά το χαρταετό του σε ύψος  150m. Αν ο χαρταετός κινείται οριζόντια με ταχύτη-
τα  20m/s  απομακρυνόμενος από το παιδί, με ποια ταχύτητα ξετυλίγεται το σχοινί, όταν ο χαρτα-
ετός απέχει από το παιδί  (δηλ. το μήκος του σχοινιού είναι)  250m; 

[Απ.16 m/s] 

 
4.24. Ένα πλοίο  Α  ταξιδεύει προς νότο με ταχύτητα  16km/h, ενώ ένα άλλο πλοίο  Β, 32km  νότια 

του  Α, ταξιδεύει ανατολικά με ταχύτητα  12km/h. 
i) Με ποια ταχύτητα πλησιάζουν ή απομακρύνονται τα πλοία αυτά μεταξύ τους  1 ώρα μετά από 
τη στιγμή που ξεκίνησαν; 

ii) Μετά από  2 ώρες; 
iii) Πότε τα πλοία αυτά σταματούν να πλησιάζουν μεταξύ τους και ποια είναι η απόστασή τους 
εκείνη τη χρονική στιγμή; 
[Απ.i)Πλησιάζουν με ταχύτητα 5,6km/h  ii)Απομακρύνονται με ταχύτητα 12km/h  iii)1,28h ,  

19,2km] 

 
4.25. Από ένα κωνικό χωνί τρέχει νερό με ταχύτητα  1cm3/sec. Αν η ακτίνα του πάνω μέρους είναι  

4cm  και το ύψος του  8cm, βρείτε την ταχύτητα με την οποία κατεβαίνει η επιφάνεια του νερού, 
όταν απέχει  2cm από το πάνω μέρος. 

[Απ.- 1
9π

 cm/sec] 
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______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
4.26. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Σε κάθε χρονική στιγμή ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας ενός κινητού είναι η επιτάχυνση 
αυτού. 

II. Αν  y = αx + β, τότε ο ρυθμός μεταβολής των τιμών του  y  εξαρτάται από τις τιμές της μετα-
βλητής  x. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    5. 
 
 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  ROLLE1 
 

 
 
 
 
 

 γραφική παράσταση μιας συνάρτησης η οποία είναι παραγωγίσιμη σε 
ένα σημείο του πεδίου ορισμού της, δέχεται εφαπτόμενη στο σημείο 

αυτό. Ενδέχεται να υπάρχουν σημεία  x0  στα οποία η εφαπτόμενη είναι πα-
ράλληλη στον άξονα  x΄x  και τότε 0( )f x′ = 0. Για να βρούμε αυτά τα σημεία 
αναζητούμε τις λύσεις της εξίσωσης ( )f x′ = 0. Για την ύπαρξη λύσεων της 
εξίσωσης αυτής αναζητούμε ικανές συνθήκες που θα το εξασφαλίζουν. Το 
επόμενο θεώρημα περιγράφει τις συνθήκες που χρειάζονται για να ισχυρι-
στούμε την ύπαρξη ριζών της παραγώγου της συνάρτησης. 

5.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Θεώρημα  Rolle) 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 
• συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α, β] 
• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  (α, β)  και 
• f (α) = f (β) 

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ξ∈ (α, β)  τέτοιο, ώστε: ( )f ξ′ = 0. 
 
Γεωμετρική 
ερμηνεία του 
θεωρήματος Rolle 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται η γραφική 
παράσταση μιας συνάρτησης  f  η οποία 
ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήμα-
τος  Rolle. Η γεωμετρική εξήγησή του 
είναι ότι υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
ξ∈ (α,β)  τέτοιο, ώστε η εφαπτόμενη της  
Cf  στο  σημείο της  Μ(ξ, f (ξ))  να είναι παράλληλη στον άξονα  x΄x. 

                                                 
1 Michel Rolle (1652–1719). Γάλλος μαθηματικός, μέλος της Ακαδημίας των Επιστημών, ο οποίος ανήκε 
σε μια ομάδα της που αμφισβητούσε την εγκυρότητα των κανόνων διαφορίσεως που χρησιμοποιούσε ο 
μαρκήσιος L’ Hospital, χρησιμοποιώντας παραδείγματα άρρητων συναρτήσεων. Στο τέλος κατέληξε να 
αναγνωρίσει μαζί με άλλους γάλλους μαθηματικούς τις απόψεις του L’ Hospital, υπέρ των οποίων ήταν 
και ο Leibniz. Επίσης, με εριστικό πνεύμα, άσκησε οξεία κριτική και στις ιδέες του Descartes. Οι εργασί-
ες του βρίσκονταν κυρίως στην αναζήτηση μεθόδων για τον εντοπισμό πραγματικών ριζών ορισμένων 
εξισώσεων. Το σπουδαιότερο έργο του είναι το Traite d’ Algebre το οποίο εκδόθηκε το 1690. Σ’ αυτό δι-
απραγματεύεται τη μέθοδο απροσδιόριστης ανάλυσης πρωτοβάθμιων εξισώσεων με δύο αγνώστους, η 
οποία είναι παρόμοια με αυτή που ανεκάλυψε αργότερα ο Lagrange (1736-1813) από τη θεωρία των συ-
νεχών κλασμάτων. Το θεώρημα που φέρει το ονομά του δημοσιεύθηκε ένα χρόνο μετά, το 1691, σε απά-
ντηση κριτικής που του ασκήθηκε στο προαναφερθέν έργο του. Ήταν επιδέξιος χειριστής των αριθμών 
και έλυσε προβλήματα Αριθμοθεωρίας. 

Η
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5.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Οι τρεις συνθήκες του θεωρήματος είναι απαραίτητες για να ισχύει ΠΑΝΤΑ 

το αποτέλεσμα. Αν κάποια από αυτές δεν ισχύει, τότε ενδεχομένως η εξίσωση ( )f x′  = 0  
να μην έχει ρίζα στο διάστημα  (α, β). Αυτό φαίνεται στα επόμενα σχήματα. 

                                
                                    Σχήμα 1                                                                                                 Σχήμα 2       
 

Στο σχήμα 1 η συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο διά-
στημα  [α, β], στο σχήμα 2 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
διάστημα  (α, β)  ενώ στο σχήμα 3  δεν εξασφαλίζεται η 
ισότητα  f (α) = f (β). 
Έτσι ΔΕΝ μπορούμε να συμπεράνουμε ότι θα υπάρχει  

ξ∈ (α, β)  τέτοιο ώστε  ( )f ξ′ = 0. Μάλιστα στα προηγού-
μενα σχήματα σε καμμία συνάρτηση δεν συμβαίνει αυτό!  

                        Σχήμα 3 
 

Η ύπαρξη όμως ρίζας της εξίσωσης ( )f x′  = 0  
στο διάστημα (α, β), ΔΕΝ αποκλείεται (!) στην 
περίπτωση που δεν εφαρμόζεται το θεώρημα εξ’ 
αιτίας της μη ικανοποίησης κάποιας από τις συν-
θήκες. Στο διπλανό σχήμα παρατηρούμε ότι 
ΚΑΜΜΙΑ από τις τρεις συνθήκες δεν ικανοποιεί-
ται. Παρόλα αυτά βλέπουμε ότι υπάρχει   
ξ∈ (α, β)  τέτοιο ώστε  ( )f ξ′ = 0. 

 
 

Επομένως το αντίστροφο του θεωρήματος ΔΕΝ ισχύει. Επίσης μπορούμε, σχεδιάζοντας 
τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης, να εξηγήσουμε ότι ΔΕΝ ισχύει κάποιο μερικό α-
ντίστροφο το οποίο μπορεί να διατυπωθεί παίρνοντας σαν υπόθεση  την ύπαρξη  ξ∈ (α, β)  
τέτοιο ώστε ( )f ξ′ = 0  και κάποιες από από τις προτάσεις:  

Η  f  είναι συνεχής στο  [α, β] ,  η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β) ,   
f (α) = f (β) ,  με συμπέρασμα τις υπόλοιπες. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εφαρμογής του θεωρήματος Rolle για μία συνάρτηση σε ένα 
διάστημα καθώς και εύρεσης παραμέτρων. 

  

  Ελέγχουμε για την ισχύ των τριών προϋποθέσεων, δηλαδή την συνέχεια στο διά-
στημα  [α, β], την παραγωγισιμότητα στο (α, β)  καθώς και την ισότητα   

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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f (α) = f (β). 
Αν ζητείται ο αριθμός  ξ, λύνουμε την εξίσωση ( )f ξ′ = 0  στο διάστημα  (α, β). 

 Αν ζητούνται παράμετροι για να εφαρμόζεται το θεώρημα, απαιτούμε να ισχύουν 
οι τρεις προϋποθέσεις. Έτσι παίρνουμε εξισώσεις οι οποίες δημιουργούν σύστημα, 
η λύση του οποίου δίνει τις τιμές των παραμέτρων. 

 
5.3. α) Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ, συνεχής σ’ αυτό 

και παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του  Δ. Αν  ρ1 , ρ2 , με  ρ1 < ρ2, είναι δύο ρίζες 
της εξίσωσης  f (x) = 0, τότε η εξίσωση  ′f x( ) =0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (ρ1, ρ2). 
β) Έστω συνάρτηση  f  η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ, συνεχής σ’ αυτό και 
παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του  Δ. Αν η εξίσωση  f (x) = 0  έχει  κ  το πλήθος 
διαφορετικές πραγματικές ρίζες, τότε η εξίσωση  ′f x( ) =0  έχει  κ–1  τουλάχιστον πραγ-
ματικές ρίζες. 

Λύση: 
α)  Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διαστήματα  [ρ1, ρ2]⊆ Δ, παραγωγίσιμη στο  (ρ1, ρ2)  και  

f (ρ1) = f (ρ2) = 0. Άρα από το θεώρημα Rolle θα υπάρχει ένας τουλάχιστον  ρ∈ (ρ1, ρ2)  τέ-
τοιος ώστε ( )f ρ′ = 0. 

β)  Έστω  ρ1 , ρ2 , … , ρκ  με  ρ1 < ρ2 < … < ρκ  είναι οι  κ  το πλήθος  διαφορετικές πραγματικές 
ρίζες της εξίσωσης  f (x) = 0. Σύμφωνα με το  (α)  υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξi∈ (ρi, ρi+1) , 
1 ≤  i ≤  κ–1  τέτοιος ώστε ( )if ξ′ = 0. Δηλαδή η εξίσωση ( )f x′ = 0  έχει  κ–1  τουλάχιστον 
πραγματικές ρίζες. 

 
 

5.4. α) Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ, συνεχής σ’ αυτό 
και παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του  Δ. Αν  ρ1 , ρ2 , με  ρ1 < ρ2, είναι δύο διαδο-
χικές ρίζες της εξίσωσης ′f x( )  = 0, τότε υπάρχει μία το πολύ ρίζα  ρ∈ (ρ1,ρ2)  της εξίσω-
σης  f (x) = 0. 
β) Έστω συνάρτηση  f  η οποία είναι ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ, συνεχής σ’ αυτό και 
παραγωγίσιμη στα εσωτερικά σημεία του  Δ. Αν η εξίσωση  f (x) = 0  έχει  κ  το πλήθος 
διαφορετικές πραγματικές ρίζες, τότε η εξίσωση  ′f x( ) =0  έχει  κ–1  τουλάχιστον πραγ-
ματικές ρίζες. 
γ) Δίνεται η πολυωνυμική συνάρτηση  f (x) = αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 , αi∈  0 ≤ i ≤ ν  
και  αν ≠ 0. Αν η εξίσωση  f (x) = 0  έχει  ν  διακεκριμμένες πραγματικές ρίζες, τότε η εξί-
σωση ′f x( )  = 0  έχει  ν–1  διακεκριμμένες πραγματικές ρίζες. 

Λύση: 
α) Υποθέτουμε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει και δεύτερη ρίζα  ρ΄, με  ρ < ρ΄, στο διάστημα   

(ρ1, ρ2). Τότε η  f  είναι συνεχής στο  [ρ, ρ΄]⊆ Δ, παραγωγίσιμη  στο  (ρ, ρ΄)  και  f (ρ) = f (ρ΄) 
= 0. Άρα από το θεώρημα Rolle θα υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (ρ, ρ΄)  τέτοιος ώστε 

( )f ξ′ = 0. Έχουμε  ρ1 < ρ < ξ < ρ΄ < ρ2  και 1( )f ρ′ = ( )f ξ′ = 2( )f ρ′ = 0, δηλαδή οι ρίζες  ρ1, 
ρ2  δεν είναι διαδοχικές, πράγμα που αντιβαίνει στην υπόθεση. Επομένως, η εξίσωση   
f (x) = 0  θα έχει το πολύ μία ρίζα στο διάστημα  (ρ1, ρ2). 

β) Έστω  ρ1 , ρ2 , … , ρκ  με  ρ1 < ρ2 < … < ρκ  είναι οι  κ  το πλήθος  διαφορετικές πραγματικές 
ρίζες της εξίσωσης  f (x) = 0. Σύμφωνα με το  (α)  υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξi∈ (ρi, ρi+1) , 
1 ≤  i ≤  κ–1  τέτοιος ώστε ( )if ξ′ = 0. Δηλαδή η εξίσωση ( )f x′ = 0  έχει  κ–1  τουλάχιστον 
πραγματικές ρίζες. 

γ) Σύμφωνα με το ερώτημα  (β)  η εξίσωση ( )f x′ = 0  έχει  ν–1  τουλάχιστον πραγματικές ρί-
ζες. Επειδή η εξίσωση ( )f x′ = 0  είναι πολυωνυμική  ν–1  βαθμού, θα έχει το πολύ  ν–1  
πραγματικές ρίζες. Επομένως η εξίσωση θα έχει ακριβώς  ν–1  διακεκριμμένες πραγματικές 
ρίζες. 
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5.4.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν  ρ1, ρ2, … , ρν  είναι οι ρίζες της εξίσωσης  f (x) = 0, στο ερώτημα  (γ)  τότε 

οι ρίζες  ξ1, ξ2, … , ξν–1  της εξίσωσης ( )f x′ = 0  βρίσκονται μεταξύ των ριζών της εξίσωσης   
f (x) = 0, δηλαδή  ρi < ξi < ρi+1  με  1 ≤ i ≤ ν–1. Επομένως οι δύο εξισώσεις δεν έχουν κοινές ρί-
ζες. 

 
 

5.5. α) Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  . Αν  ρ  είναι η μεγαλύτερη ρίζα της εξί-
σωσης ′f x( )  = 0, τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x)=0  έχει το πολύ μία ρίζα μεγα-
λύτερη της  ρ. 
β) Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  . Αν  ρ  είναι η μικρότερη ρίζα της εξί-
σωσης ′f x( )  = 0, τότε να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x)=0  έχει το πολύ μία ρίζα μικρό-
τερη της  ρ. 

Λύση: 
α) Έστω ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει δύο ρίζες  ρ1, ρ2  με  ρ < ρ1 < ρ2. 
Η  f  είναι συνεχής στο  [ρ1, ρ2], παραγωγίσιμη  στο  (ρ1, ρ2) , εφ’ όσον είναι παραγωγίσιμη 
στο  και  f (ρ1) = f (ρ2) = 0. Άρα από το θεώρημα Rolle θα υπάρχει ένας τουλάχιστον  
ξ∈ (ρ1, ρ2)  τέτοιος ώστε ( )f ξ′ = 0. Έχουμε  ρ < ρ1 < ξ < ρ2  και ( )f ρ′ = ( )f ξ′ = 0, άτοπο 
αφού η  ρ  είναι η μεγαλύτερη ρίζα της εξίσωσης ( )f x′ = 0. 

β) Δουλεύουμε όπως στο  (α). 
 
 

5.6. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει  ′′( )f x  = –f (x) , για κάθε  x∈   καθώς και 

τη συνάρτηση  g(x) = f (x).ημx. 
Να αποδείξετε ότι: 
α)  Υπάρχουν  ξ1, ξ2∈ (0,2π)  τέτοιοι, ώστε  ′ 1( )g ξ  = ′ 2( )g ξ  = 0. 

β)  Υπάρχει  ξ∈ (0,2π)  τέτοιος, ώστε  f(ξ) – ′′( )f ξ  = 2 ′( )f ξ .σφξ. 
Λύση: 
α)  Η συνάρτηση  g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διαστήματα  [0,π] , [π,2π]  ως γινόμενο 
δύο φορές παραγωγίσιμων συναρτήσεων, άρα θα είναι και συνεχής σ’ αυτά. 
Είναι  ( )g x′  = ( )( ) ημf x x ′⋅  = ( )f x′ ⋅ημx + f (x).(ημx)΄ = ( )f x′ ⋅ημx + f (x).συνx. 
g(0) = f (0).ημ0 = 0  ,    g(π) = f (π).ημπ = 0  και    g(2π) = f (2π).ημ2π = 0. 
Δηλαδή,  g(0) = g(π) = g(2π) = 0. 
Άρα από θ. Rolle  υπάρχουν  ξ1∈ (0,π)  και  ξ2∈ (π,2π)  τέτοιοι, ώστε  1( )g ξ′  = 2( )g ξ′  = 0. 

 
β)  Η συνάρτηση  g΄  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [ξ1,ξ2]  άρα και συνεχής σ’ αυτό. 
Είναι  ( )g x′′  = ( )( ) ημ ( ) συνf x x f x x ′′ ⋅ + ⋅  = ( )( ) ημf x x ′′ ⋅  + ( )( ) συνf x x ′⋅  
                      = ( )f x′′ .ημx + ( )f x′ .(ημx)΄ + ( )f x′ .συνx + f΄(x).(συνx)΄  
                      = ( )f x′′ .ημx + ( )f x′ .συνx + ( )f x′ .συνx – f΄(x).ημx   
                      = ( )f x′′ .ημx + 2 ( )f x′ .συνx – f΄(x).ημx   

1( )g ξ′  = 2( )g ξ′  = 0. 
Άρα από θ. Rolle  υπάρχουν  ξ∈ (ξ1,ξ2)⊆ (0,2π)  τέτοιος, ώστε   

( )g ξ′′  = 0  ⇔   ( )f ξ′′ .ημξ + 2 ( )f ξ′ .συνξ – f΄(ξ).ημξ = 0  ⇔   
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2 ( )f ξ′ .συνξ = f΄(ξ).ημξ – ( )f ξ′′ .ημξ  ⇔   2 ( )f ξ′ .συνξ = [f΄(ξ) – ( )f ξ′′ ].ημξ  
(1)

⇔  

2 ( )f ξ′ . συν
ημ

ξ
ξ  = f΄(ξ) – ( )f ξ′′   ⇔   f΄(ξ) – ( )f ξ′′  = 2 ( )f ξ′ .σφξ. 

 
(1)  Το  ημξ ≠ 0  γιατί διαφορετικά θα ήταν  ημξ = συνξ = 0, πράγμα αδύνατο. 

 
5.6.1. ΠΑΤΑΤΗΡΗΣΗ:  Αφού το συμπέρασμα έχει δύο αριθμούς  ξ1 , ξ2  χωρίζουμε το διάστημα 

[0,2π] σε δύο διαστήματα [0, π]  και  [π, 2π]. 
Η ύπαρξη δεύτερης παραγώγου στο συμπέρασμα μας οδηγεί στην εφαρμογή του θ.Rolle 
για την g ′  

 
 

5.7. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ⎧
⎨
⎩

αx x β x
x x x

2

3

+ + αν <1
+γ +1 αν 1≥

. 

α)  Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β, γ, ώστε να εφαρμόζεται το θεώ-
ρημα Rolle για την  f  στο διάστημα  [–1,2]. 

β)  Μετά να βρείτε τον αριθμό  ξ∈ (–1,2)  του θεωρήματος Rolle. 
Λύση: 
α)   Το θεώρημα Rolle εφαρμόζεται για την  f  στο διάστημα  [–1,2]  όταν: 

             (i)   Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [–1,2]   
            (ii)   Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (–1,2)   
           (iii)     f (–1) = f (2) 
 
Για το  (i):  Η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [–1,1)  και  (1,2]  ως πολυωνυμική συνάρτηση 
σε καθένα από αυτά. Για να είναι συνεχής στο  [–1,2]  θα πρέπει να είναι συνεχής και στο 
σημείο  x0 = 1. Δηλαδή, 

1
l im
x −→

f (x) = 
1

l im
x +→

f (x) = f (1)  ⇔   
1

l im
x −→

(αx2 + x + β) = 
1

l im
x +→

(x3 + γx + 1) = 1 + γ + 1  ⇔   

α + 1 + β = γ + 2 = γ + 2  ⇔   α + 1 + β = γ + 2  ⇔   γ = α + β – 1  (1) 
 
Για το  (ii):  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα  (–1,1)  και  (1,2)  ως πολυωνυμική συ-
νάρτηση σε καθένα από αυτά. Για να είναι παραγωγίσιμη στο  (–1,2)  θα πρέπει να είναι πα-
ραγωγίσιμη και στο σημείο  x0 = 1. Είναι: 

1
l im
x −→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

  =  
1

l im
x −→

2 ( 2)
1

αx x β γ
x

+ + − +
−

  =
(1)

  
1

l im
x −→

2 ( 1 )
1

αx x β α β
x

+ + − + +
−

  =  

1
l im
x −→

2 1
1

αx x β α β
x

+ + − − −
−

  =  
1

l im
x −→

2( 1) ( 1)
1

α x x
x
− + −
−

  =  
1

l im
x −→

( 1)( 1) ( 1)
1

α x x x
x

− + + −
−

  =  

1
l im
x −→

( 1)[ ( 1) 1]
1

x α x
x

− + +
−

  =  
1

l im
x −→

(αx+α+1) = 2α + 1 

1
l im
x +→

( ) (1)
1

f x f
x
−
−

  =  
1

l im
x +→

3 1 ( 2)
1

x γx γ
x

+ + − +
−

  =  
1

l im
x +→

3 1 2
1

x γx γ
x

+ + − −
−

  =  
1

l im
x +→

3( 1) ( 1)
1

x γ x
x

− + −
−

  

=  
1

l im
x +→

2( 1) ( 1) ( 1)
1

x x x γ x
x

− + + + −
−

  =  
1

l im
x +→

2( 1)( 1 )
1

x x x γ
x

− + + +
−

  =  
1

l im
x +→

(x2 + x + 1 + γ)  =  γ + 3 

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0 = 1  αν και μόνο αν   2α + 1 = γ + 3  ⇔   γ = 2α – 2  (2) 
 
Για το  (iii):    f (–1) = f (2)  ⇔   α(–1)2 + (–1) + β = 23 + γ.2 + 1  ⇔   α – 1 + β = 8 + 2γ + 1  
⇔   β = 2γ – α + 10  (3) 
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Από  (1) , (2) , (3)  έχουμε: 
1

2 2
2 10

β γ α
γ α

β γ α

= − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎩

  ⇔   
2 2 1

2 2
2(2 2) 10

β α α
γ α

β α α

= − − +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − − +⎩

  ⇔   
1

2 2
4 4 10

β α
γ α

β α α

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = − − +⎩

  ⇔   
1

2 2
3 6

β α
γ α
β α

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

 ⇔   

1
2 2

3 6 1

β α
γ α
α α

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ + = −⎩

  ⇔   
1

2 2
2 7

β α
γ α
α

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

  ⇔   ( )
7 12
72 22
7
2

β

γ

α

⎧ = − −⎪
⎪⎪ = − −⎨
⎪
⎪ = −⎪⎩

  ⇔   

9
2
9
7
2

β

γ

α

⎧ = −⎪
⎪ = −⎨
⎪

= −⎪⎩

 

β)  Για τις παραπάνω τιμές των  α, β, γ  έχουμε   ( )f x′  = 2

7 1 αν 1
3 9 αν 1

x x
x x

− + <⎧
⎨ − ≥⎩

. 

Από το θεώρημα Rolle υπάρχει  ξ∈ (–1,2)  τέτοιος ώστε  ( )f ξ′ = 0. 

• Αν  ξ∈ (–1,1)  τότε  ( )f ξ′ = 0  ⇔   –7ξ + 1 = 0  ⇔   ξ = 1
7   δεκτό. 

• Αν  ξ∈ [1,2)  τότε  ( )f ξ′ = 0  ⇔   3ξ2 – 9 = 0  ⇔   ξ2 = 3  ⇔  
ξ = 3   δεκτό    ή    ξ = – 3   απορρίπτεται. 

Άρα  ξ = 1
7   ή  ξ = 3 . 

 
 

 
 

Απόδειξης ότι μία εξίσωση έχει το πολύ  ν  ρίζες, μόνο μία ρίζα, 
μόνο δύο ρίζες κ.λ.π. ή τουλάχιστον μία ρίζα. 

  

 Όταν δίνεται μία εξίσωση  f (x) = 0  ή προκύπτει από ένα άλλο πρόβλημα και θέλουμε 
να αποδείξουμε ότι έχει 

 Το πολύ  ν  ρίζες, τότε δεχόμαστε ότι αυτή έχει  ν + 1  ρίζες. Εφαρμόζουμε το 
θεώρημα Rolle για την  f  στα  ν  διαστήματα που δημιουργούνται από τις ρίζες 
της. Έτσι συμπεραίνουμε την ύπαρξη  ν  ριζών της πρώτης παραγώγου και κατα-
λήγουμε σε άτοπο είτε γιατί αυτή δεν έχει  ν  ρίζες, είτε γιατί αυτές δεν βρίσκο-
νται στα αντίστοιχα διαστήματα. 
Μπορεί να χρειαστεί να συνεχίσουμε την εφαρμογή του θεωρήματος Rolle για 
την  f ′ , την  f ′′  κ.λ.π. στα διαστήματα που δημιουργούνται από τις ρίζες κάθε 
μιας. 

 Μόνο μία ρίζα, εξασφαλίζουμε πρώτα την ύπαρξη τουλάχιστον μία ρίζας, είτε 
βρίσκοντας κάποια ρίζα της, είτε χρησιμοποιώντας το θεώρημα Bolzano, και έ-
πειτα αποκλείουμε την ύπαρξη δεύτερης ρίζας όπως προηγούμενα. 

 Τουλάχιστον μία ρίζα σε κάποιο διάστημα και δεν εφαρμόζεται το θεώρημα Bol-
zano σ’ αυτό, τότε θεωρούμε τη συνάρτηση  g  με  ( )g x′ = f (x)  και εφαρμόζου-
με το θεώρημα Rolle για την  g  στο συγκεκριμένο διάστημα. 

 
5.8. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x2007 = 2007x+ημα , α∈   έχει δύο το πολύ διαφορετικές 

ρίζες στο διάστημα  (0,1). 
Λύση: 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Έστω ότι η εξίσωση  x2007 = 2007x + ημα  ⇔   x2007 – 2007x – ημα = 0  έχει περισσότερες από 
δύο διαφορετικές ρίζες στο διάστημα  (0,1) , από τις οποίες τρεις είναι οι  ρ1 , ρ2 , ρ3   με    
0 < ρ1 < ρ2 < ρ3 < 1. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x2007 – 2007x – ημα  η οποία  

• Είναι συνεχής στα διαστήματα  [ ρ1, ρ2]  και  [ ρ2, ρ3]  ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
• Είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα  ( ρ1, ρ2)  και  ( ρ2, ρ3)  ως πολυωνυμική συνάρ-

τηση με  ( )f x′  = ( )2007 2007 ημx x α ′− −  = 2007x2006 – 2007. 

• f ( ρ1) = f ( ρ2) = f ( ρ3) = 0. 
Επομένως, από το θ. Rolle υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ1∈ (ρ1,ρ2)  και ένας τουλάχιστον  
ξ2∈ (ρ2,ρ3)  τέτοιοι ώστε  1( )f ξ′ = 0  και  2( )f ξ′ = 0. 
 
Όμως  ( )f x′ = 0  ⇔   2007x2006 – 2007 = 0  ⇔   2007x2006 = 2007  ⇔   x2006 = 1  ⇔    
x = –1  ή  x = 1  άτοπο, άρα η εξίσωση έχει δύο το πολύ ρίζες στο διάστημα  (0,1). 
 
 

5.9. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2x3+7 = 9x2+24x   έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  (–1,2). 
Λύση: 
Είναι   2x3 + 7 = 9x2 + 24x   ⇔    2x3 – 9x2 – 24x + 7 = 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2x3 – 9x2 – 24x + 7 ,  ορισμένη στο διάστημα  [–1,2]  
 
Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [–1,2]  ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
f (–1) = 2(–1)3 – 9(–1)2 – 24(–1) + 7 = –2 – 9 + 24 + 7 = 20 > 0 
f (2) = 2.23 – 9.22 – 24.2 + 7 = 16 – 36 – 48 + 7 = –61 < 0 
Δηλαδή  f (–1).f (2) < 0 
Άρα, από το θεώρημα Bolzano, η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  
(–1,2). 
 
Έστω ότι η εξίσωση έχει περισσότερες από μία ρίζες και δύο από αυτές είναι οι  ρ1, ρ2∈ (–1,2)  
με  –1 < ρ1 < ρ2 < 2. 
Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [ρ1, ρ2] , παραγωγίσιμη στο  (ρ1, ρ2), ως πολυωνυμική συ-

νάρτηση, με  ( )f x′  = ( )3 22 9 24 7x x x ′− − +  = 6x2 – 18x – 24   και είναι  f (ρ1) = f (ρ2) = 0. 
Επομένως, από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (ρ1, ρ2)  τέτοιος ώστε  

( )f ξ′ = 0. 
Όμως  ( )f x′ = 0 ⇔  6x2 – 18x – 24 = 0 ⇔  x2 – 3x – 4 = 0 ⇔  x = –1  ή  x = 4   
Δηλαδή  θα πρέπει  ξ = –1  ή  ξ = 4  άτοπο, γιατί  –1 < ρ1 < ξ < ρ2 < 2. 
Άρα η εξίσωση   f (x) = 0 ⇔  2x3 + 7 = 9x2 + 24x   έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  (–1,2). 
 
 

5.10. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2x + αx = 2 + αx ,  α>0,  έχει δύο μόνο ρίζες, τις  0  και  1. 
Λύση: 

Για  x = 0  η εξίσωση δίνει:  20 + α0 = 2 + α.0  ⇔   1 + 1 = 2 + 0  ⇔   2 = 2. 
Για  x = 1  η εξίσωση δίνει:  21 + α1 = 2 + α.1  ⇔   2 + α = 2 + α. 
Άρα η εξίσωση έχει ρίζες τους αριθμούς  0  και  1. 
 
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση έχει και τρίτη ρίζα, την  ρ  και έστω  ότι  0 < 1 < ρ. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2x + αx – 2 – αx. 
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o Η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [0,1] , [1, ρ]  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 
o Η  f  είναι παραγωγίσιμη στα  (0,1) , (1, ρ), ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων, 

με   ( )f x′  = ( )2 2x xα αx ′+ − −  = 2x.ln2 + αx.lnα – α   και  
o f (0) = f (1) = f (ρ) = 0. 

Επομένως, από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ1∈ (0,1)  και ένας τουλάχιστον  
ξ2∈ (1, ρ)  τέτοιοι ώστε   1( )f ξ′ = 2( )f ξ′  = 0. 
 
Για τη συνάρτηση  ( )f x′  = 2x.ln2 + αx.lnα – α   στο διάστημα  [ξ1, ξ2]  έχουμε: 
o Η  f ′   είναι συνεχής στο διάστημα  [ξ1, ξ2]  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 
o Η  f ′   είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (ξ1, ξ2)  ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρ-

τήσεων, με   ( )f x′′  = ( )2 ln 2 lnx xα α α ′⋅ + ⋅ −  = 2x.(ln2)2 + αx.(lnα)2   και  

o 1( )f ξ′ = 2( )f ξ′  = 0. 
Άρα, από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (ξ1, ξ2)  τέτοιος ώστε  ( )f ξ′′  = 0. 
Όμως  ( )f x′′ = 0 ⇔  2x.(ln2)2 + αx.(lnα)2 = 0  αδύνατη. 
Άρα η εξίσωση   f (x) = 0  ⇔   2x + αx = 2 + αx  έχει δύο μόνο ρίζες, τις  0  και  1. 
Όμοια αποδεικνύεται  και στις περιπτώσεις όπου  0 < ρ < 1  καθώς και  ρ < 0 < 1. 
 
 

5.11. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  4x3 + 3x2 + 1 = 6x   έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστη-
μα  (0,1). 

Λύση: 
Είναι   4x3 + 3x2 + 1 = 6x   ⇔    4x3 + 3x2 – 6x + 1 = 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = x4 + x3 – 3x2 + x ,  ορισμένη στο διάστημα  [0,1]. 
Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,1]  ως πολυωνυμική συνάρτηση, παραγωγίσιμη στο  (0,1) 

με   ( )f x′  = ( )4 3 23x x x x ′+ − +  = 4x3 + 3x2 – 6x + 1    και 
f (0) = f (1) = 0 
Επομένως, από το θεώρημα Rolle υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (0,1)  τέτοιος ώστε    

( )f ξ′ = 0 ⇔  4ξ3 + 3ξ2 – 6ξ + 1 = 0   
Άρα η εξίσωση  f (x) = 0  ⇔   4x3 + 3x2 + 1 = 6x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  
(0,1). 
 
5.11.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Δεν εφαρμόζεται το θ. Bolzano, για τη συνάρτηση  φ(x) = 4x3 + 3x2 – 6x + 1 , 

γιατί φ(0) = 1 > 0  και  φ(1) = 2 > 0. Γι΄ αυτό εφαρμόζουμε το θ. Rolle για την συνάρτηση  f  με   
( )f x′ = φ(x). 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
5.12. Να δώσετε τρία παραδείγματα συναρτήσεων ώστε σε καθένα από αυτά να μην ισχύει μία από 

τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle καθώς και το συμπέρασμά του. 
 
5.13. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = x3 – x2 – 5x – 2  πληρεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 

Rolle στο διάστημα  [–1,3]  και να βρείτε το  ξ∈ (–1,3), ώστε ( )f ξ′  = 0. 
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[Απ.ξ=5/3] 

 
5.14. Έστω  f (x) = (x – 2)3.(x + 1)6 + 5. Να αποδείξετε ότι εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  f  

στο διάστημα  [–1,2]  και να βρείτε τα  ξ∈ (–1,2), ώστε ( )f ξ′  = 0. 
[Απ.ξ=1] 

 

5.15. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = 
3

3
αx  + ( 2

β + δ).x2 + (γ – δ)x + δ ,  όπου  α, β, γ, δ  είναι 

πραγματικοί αριθμοί και ισχύει ότι  
3
α  + 2

β  + γ = 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (0,1)  τέτοιο 

ώστε η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  (ξ, f (ξ))  να είναι παράλληλη 
προς τον άξονα  x΄x. 

(Εξετάσεις  1990) 
 

5.16. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x4 + (α – 2
β  – 1)x3 – 4

α γ− x2 + (γ + β)x + α.  

Αν  10
α  + 15

β  + 6
γ  = 0, να αποδείξετε ότι υπάρχει  x0∈ (0,1)  τέτοιος, ώστε η εφαπτόμενη της 

γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  (x0, f (x0))  να είναι παράλληλη στον άξονα  x΄x. 
 
5.17. Δύο αθλητές του Μαραθώνιου δρόμου ξεκινούν από την αφετηρία και τερματίζουν και οι δύο 

μαζί. Να αποδείξετε ότι κάποια χρονική στιγμή της διαδρομής έχουν την ίδια ταχύτητα. 
 
5.18. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = (x– α)κ.(x– β)λ ,  α<β  και  κ, λ *.∈   Να αποδείξετε ότι: 

i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  f  στο διάστημα  [α, β]. 

ii) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε  ξ α
β ξ
−
−

 = κλ . 

 

5.19. Δίνεται η συνάρτηση     f (x) = 
2

2

0
4 4 0

αν
αν

x αx β x
γx x x
⎧ + + ≤
⎨

+ + >⎩
.  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθ-

μούς  α, β, γ, ώστε να εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle στο διάστημα  [–1,1]. 
[Απ.α=β=4, γ=-7] 

 

5.20. Έστω  f  με  f (x) = 
2

2

2 0
0

αν
αν

κx λx x
x x μ x

⎧ − + ≤
⎨

+ − >⎩
. 

i) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  κ, λ, μ, ώστε να εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle στο 
διάστημα  [–1,1]. 

ii) Έπειτα να βρείτε τους αριθμούς  ξ∈ (–1,1), ώστε ( )f ξ′ = 0. 
[Απ.i)κ=3,λ=-1,μ=-2 ii)ξ=-1/6] 

 
5.21. Έστω συνάρτηση  f : [α, β]→   συνεχής στο  [α, β] , παραγωγίσιμη στο  (α, β)  και συνάρ-

τηση  g: →   με  g(x) = ef (x)(x – α)(x – β)   όπου  α < β. Να αποδείξετε ότι: 
i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  g  στο διάστημα  [α, β]. 
ii) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε  ( )f ξ′ = 1

α ξ−
 + 1

β ξ−
. 

 
5.22. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β] , α < β ,  παραγωγίσιμη στο  (α, β)  με   

f (α) = f (β) = 0  και συνάρτηση  g  με  g(x) = f (x).e–λx. Να αποδείξετε ότι: 
i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  g  στο διάστημα  [α, β]. 
ii) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε για κάθε  λ∈   να είναι:   ( )f ξ′ = λ.f (ξ). 
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5.23. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  οι οποίες έχουν τις επόμενες ιδιότητες: 

(i)  Είναι συνεχείς στο διάστημα  [α, β]  και παραγωγίσιμες στο  (α, β). 
(ii)  Για κάθε  x∈ [α, β]  είναι  g(x) ≠ 0  και για κάθε  x∈ (α, β)  είναι  ( )g x′ ≠ 0. 
(iii)  f (α).g(β) – f (β).g(α) = 0. 
Να αποδείξετε ότι:  

α) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  F  με   F(x) = ( )
( )

f x
g x

 ,  στο  [α, β]. 

β) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  τέτοιος ώστε:  F(x0) = 0

0

( )
( )

f x
g x
′
′

. 

(Εξετάσεις  1991) 
 
5.24. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β] , παραγωγίσιμη στο  (α, β)  με  f (x) ≠ 0  για κάθε  

x∈ [α, β]  και συνάρτηση  g  με  g(x) = (x – α)(x – β).f (x). Να αποδείξετε ότι: 
i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  g  στο διάστημα  [α, β]. 

ii) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε    ( )
( )

f ξ
f ξ
′  = 1

α ξ−
 + 1

β ξ−
. 

 
5.25. Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f, g  οι οποίες είναι συνεχείς στο  [α, β] , παραγωγίσιμες στο   

(α, β)  με  g(x) ≠ 0  για κάθε  x∈ [α, β] , ( )g x′ ≠ 0  για κάθε  x∈ (α, β)  και συνάρτηση  φ  με   
φ(x) = f (x).g(x).  Αν  f (α) = g(β) = 0  να αποδείξετε ότι: 
i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  φ  στο διάστημα  [α, β]. 

ii) Υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε    ( )
( )

f ξ
g ξ
′
′

 + ( )
( )

f ξ
g ξ

 = 0. 

 
5.26. Μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α, β] , όπου  0 < α < β  με   

f (α) = f (β) = 0  και  ( )f x′′ ≠ 0  για κάθε  x∈ (α, β). Θεωρούμε τη συνάρτηση  g  με   

g(x) = ( )f x
x

 ,  x∈ [α, β]. Να αποδείξετε ότι: 

i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  g  στο  [α, β]. 
ii) Η εξίσωση  x ( )f x′⋅  – f (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα  x0  στο διάστημα  (α, β). 
iii) Η εφαπτόμενη της  Cf  στο σημείο της  (x0, f (x0))  διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

 
5.27. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή  στο  [–α, α] , α > 0  και δύο φορές παραγωγίσιμη στο   

(–α, α). Αν είναι  f (0) = f (– α) = f (α)  να αποδείξετε ότι υπάρχει  x0∈ (– α,α)  τέτοιο ώστε  
0( )f x′′ = 0. 

 
5.28. Να αποδείξετε ότι μεταξύ δύο ριζών της εξίσωσης  e–x = συνx  υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα 

της εξίσωσης  ex.ημx = 1. 
 
5.29. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (2 – x)(2x + 5)x(x – 1). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )f x′ = 0  

έχει τρεις πραγματικές ρίζες. 
 
5.30. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (3x + 5)(x + 4)(5x – 7)(x2 + x – 2). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

( )f x′ = 0  έχει τέσσερις πραγματικές ρίζες. 
 
5.31. Έστω η συνάρτηση  f (x) = (2x + 1)(x3 – 3x)(3x2 – x – 2). Να βρείτε το πλήθος των πραγματι-

κών ριζών της εξίσωσης  ( )f x′ = 0. 
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5.32. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 2
3 x3 – 7

2 x2 + 3x + μ ,   με    x∈  όπου  μ  είναι πραγματικός 

αριθμός. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  δεν μπορεί να έχει δύο διαφορετικές ρίζες στο 
ανοικτό διάστημα  (1,2). 

(Εξετάσεις  1993) 
 
5.33. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x4 + 2x2 – 5x – 3 = 0  έχει το πολύ δύο πραγματικές ρίζες. 
 
5.34. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x4 – x3 + x2 – 4x – 9 = 0  έχει το πολύ δύο πραγματικές ρίζες. 
 
5.35. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   x2ν+1 – (2ν + 1)x2 + ν = 0 ,  ν *∈ ,  έχει το πολύ τρεις πραγματι-

κές ρίζες. 
 
5.36. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  συνx = x  έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα  (0, π). 
 
5.37. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x.ex = ex – 1  έχει μόνο τη μηδενική λύση. 
 
5.38. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x2010 + 22010 = (x+2)2010  έχει μία μόνο πραγματική ρίζα. 
 
5.39. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x3 – 6x2 – 15x + 10 = 0  έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  (–1,5). 
 
5.40. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x5 + x3 + x = κ2(λ–x) + λ2(μ–x) + μ2(κ–x) ,  κ, λ, μ∈  έχει μία 

μόνο πραγματική ρίζα. 
 
5.41. Δίνεται η εξίσωση  x4 + αx3 + βx2 + γx + δ = 0  με  α ≠ 0  και  3α2 < 8β. Να δείξετε ότι η εξίσω-

ση δεν μπορεί να έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές και άνισες. 
 

5.42. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  
4

12
x  + 1

6
α+ ⋅ x3 + 

2 2
6

α α+ + ⋅ x2 + (α – 1)x – 2 = 0 ,  α∈ , δεν 

μπορεί να έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές και άνισες. 
 

5.43. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = ( )ημ 0

0 = 0

αν

αν

πx x
x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪⎩

 .   Να αποδείξετε ότι: 

i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  f  με  στο διάστημα [ 1
1ν+

 , 1
ν

] ,  ν *.∈  

ii) Η εξίσωση  x = εφx  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (νπ , νπ + π) . 
 

5.44. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = ( )1ημ 0

0 = 0

αν

αν

x x
x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪⎩

 .  Να αποδείξετε ότι: 

i) Εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle για την  f  με  στο διάστημα  [0 , 1
κπ ] ,  κ * .+∈  

ii) Η εξίσωση  σφ( 1
x

) = x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (0 , 1
κπ

). 

 

5.45. Έστω  f (x) = αx2 + βx + γ ,  α ≠ 0  και  
3
α  + 

2
β  + γ = 0. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  

έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (0,1). 
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5.46. Αν  
4
α  + 

3
β  + 

2
γ  + δ = 0  και  α ≠ 0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση  αx3 + βx2 + γx + δ = 0  έχει 

μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα  (0,1). 
 
5.47. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,1], για την οποία ισχύει   

f (1) = f (0) + 1
2

. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   ( )f x′ = x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διά-

στημα  (0,1). 
 
5.48. i) Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    με  ( )f x′′ ≠ 0, για κάθε  x∈ . Να 

αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  x΄x  σε δύο το πολύ σημεία. 
ii) Να λύσετε την εξίσωση:   ex = (e – 1)x + 1. 

 
5.49. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α, β]  για την οποία ισχύ-

ουν οι σχέσεις   f (α) = f (β)   και   ( )f α′  = ( )f β′  = 0. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν  ξ1, ξ2∈ (α, β)  τέτοιοι ώστε  1( )f ξ′′  = 2( )f ξ′′ . 

 
5.50. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    με την ιδιότητα: 

        f (x3) – [ f (x)]2 ≥  1
4

 ,  για κάθε  x∈ . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  κ∈ (–1,1)  τέτοιος ώστε  ( )f κ′′ = 0. 
 
5.51. Έστω  f : →   τρεις φορές παραγωγίσιμη. Υποθέτουμε ότι  f (1) = f (0) = (0)f ′  = (0)f ′′  = 

0. Αποδείξτε ότι υπάρχει  x0∈ (0,1)  τέτοιος ώστε  0( )f x′′′  = 0. 
 
5.52. Σε έναν αγώνα ταχύτητας αυτοκινήτων σε έναν ευθύ δρόμο ένα αυτοκίνητο  Α  πέρασε ένα 

άλλο  Β  δύο φορές. Να αποδείξετε ότι κάποια χρονική στιγμή του αγώνα τα δύο αυτοκίνητα εί-
χαν ίσες επιταχύνσεις. 

 
5.53. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [α, β] ,  παραγωγίσιμη στο  (α, β)  με  f (α) = f (β) = 0   

Να αποδείξετε ότι: 

i) Θεωρούμε συνάρτηση  g  με  g(x) = ( )f x
x c−

 ,  c∉ [α, β]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει  c0∈ (α, β)  

τέτοιο ώστε  0( )g c′ = 0. 
ii) Αν  c∉ [α, β]  τότε υπάρχει  c0∈ (α, β)  τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης 
της  f  στο σημείο  (c0, f (c0))  διέρχεται από το σημείο  (c,0). 

(Εξετάσεις  1983) 
 
5.54. Έστω  g : [α, β]→  συνεχής, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  (α, β). Αν  g(α) = g(β) = 5  και  

( ) 0g x′′ ≠  για κάθε  x∈ (α, β), δείξτε ότι: 
είτε  «g(x) < 5  για κάθε  x∈ (α, β)»   ή   «g(x) > 5  για κάθε  x∈ (α, β)». 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 
5.55. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο    της οποίας η γραφική παράσταση τέμνει 

τον άξονα  x΄x  σε δύο διαφορετικά σημεία. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈  
τέτοιος, ώστε  0( )f x′ = f (x0). 
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5.56. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [–α, α] , α > 0. Αν  f (–α) = α ,  
f (0) = 0  και  f (α) = – α, να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (– α,α)  τέτοιος, ώστε  ( )f ξ′′ = 0. 

 

5.57. Αν  
1
να

ν +
 + 1να

ν
−  + … + 1

2
α  + α0 = 0 ,  ν *∈ , να αποδείξετε ότι η εξίσωση 

  αν.xν + αν–1.xν–1 + … + α1.x + α0 = 0 ,   αν ≠ 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (0,1). 
 
5.58. Τρεις πόλεις  Α, Β, Γ  βρίσκονται κατά μήκος ενός αυτοκινητοδρόμου με αποστάσεις   

ΑΒ = 200km, ΒΓ = 400km (και ΑΓ = 600km). Ένα αυτοκίνητο κινούμενο συνεχώς ξεκινά από 
την πόλη  Α, περνάει από την πόλη  Β  μετά από  3 ώρες και φθάνει στην πόλη  Γ  σε  6 ώρες. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστον χρονικές στιγμές που διαφέρουν κατά  3 ώρες, 
έτσι ώστε το αυτοκίνητο τη μία χρονική στιγμή είχε διπλάσια ταχύτητα απ’ ό,τι την άλλη (η συ-
νάρτηση που εκφράζει το διάστημα συναρτήσει του χρόνου είναι συνεχής και παραγωγίσιμη). 

 
5.59. Μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [1,2]  με  (2)f ′ > 4  και   

f (2) – f (1) = 7
3 . Να αποδείξετε ότι 

i) Υπάρχει  α∈ (1,2)  ώστε  ( )f α′ = α2. 
ii) Υπάρχει  β∈ (1,2)  ώστε  ( )f β′ = 2β. 

 
5.60. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  2x = 1 + x2  έχει τρεις ακριβώς πραγματικές ρίζες. Να βρείτε τις 

δύο από αυτές και να εντοπίσετε την τρίτη σ’ ένα διάστημα  (κ , κ + 1)  όπου  κ  ακέραιος. 
 
5.61. Έστω συνάρτηση  f : [0,1]→ (0,1)  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,1]. Αν  ( )f x′ < 1 ,  για 

κάθε  x∈ (0,1) , να αποδείξετε ότι  υπάρχει μοναδικό  ξ∈ (0,1)  τέτοιο, ώστε  f (ξ) = ξ. 
Ποια είναι η γεωμετρική ερμηνεία του; 

 
5.62. Θεωρούμε δύο συναρτήσεις  f, g  οι οποίες ικανοποιούν τις υποθέσεις: 

(i)  Είναι παραγωγίσιμες στο διάστημα  [α, β] 
(ii)   f (α) = g(β) = 0 
(iii)  f (x).g(x) ≠ 0  για κάθε  x∈ (α, β)  και   0∉ [α, β]. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε  ( )
( )

f ξ
f ξ
′  + ( )

( )
g ξ
g ξ
′  = 1

ξ
. 

 
5.63. Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο διάστημα  [α, β]  και ικανοποιούν τις σχέσεις: 

( ) ( )f x g x′ ⋅ ≠ ( ) ( )f x g x′⋅  για κάθε x∈ [α, β]  και  f (α) = f (β) = 0. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (α, β) τέτοιος ώστε  g(ξ) = 0. 

 
5.64. Θεωρούμε την πολυωνυμική συνάρτηση  f (x) = αν.xν + αν–1.xν + … + α1.x + α0 = 0,  με πραγ-

ματικούς συντελεστές και  αν ≠ 0. Η εξίσωση  f (x) = 0  έχει όλες τις ρίζες της πραγματικές.  
Να αποδείξετε ότι: 
i) Όλες οι ρίζες της εξίσωσης  ( )f x′ = 0  είναι πραγματικές. 
ii) Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της εξίσωσης  f (x) = 0  υπάρχει μία ρίζα της εξίσωσης   

( )f x′ = 0, η οποία είναι απλή. 
 
5.65. Έστω πολυωνυμική συνάρτηση  f (x). Αν όλες οι ρίζες της εξίσωσης  f (x) = 0  είναι πραγματι-

κές και  κ  από αυτές είναι θετικές, τότε η εξίσωση  ( )f x′ = 0  έχει  κ  ή  κ – 1  θετικές ρίζες. 
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______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
5.66. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. 

Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 
I. Το θεώρημα Rolle μας προμηθεύει μία μέθοδο εύρεσης των ριζών της εξίσωσης  ( )f x′ = 0. 

II. Αν δεν ισχύει μία τουλάχιστον από τις τρεις προϋποθέσεις του θ. Rolle σ’ ένα διάστημα τότε 
δεν εφαρμόζεται αυτό. 

III. Αν μία συνάρτηση  f  δεν ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του θ. Rolle στο  [α, β], τότε δεν 
υπάρχει ρίζα της  ( )f x′ = 0  στο  (α, β). 

IV. Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και δεν είναι αντιστρέψιμη. Τότε υπάρχει διά-
στημα  [α, β]  στο οποίο η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θ. Rolle. 

 
5.67. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = c  με πεδίο ορισμού το  [α, β]. Το πλήθος των σημείων  ξ∈ (α, β)  
που προκύπτουν από το θεώρημα Rolle είναι: 
Α.  1                 Β.  2                 Γ.  το πολύ  2                 Δ.  κανένα                 Ε.  άπειρο 
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ΘΕΩΡΗΜΑ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ2 
 

 
 
 
 
 

την προηγούμενη ενότητα όταν παρουσιάστηκε το θεώρημα Rolle είδαμε 
ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη στο ανοικτό διάστημα  

(α, β), στο οποίο η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
είναι παράλληλη στον άξονα  x΄x  οπότε και στο ευθύγραμμο τμήμα  ΑΒ, εφ’ 
όσον τα άκρα του έχουν ίσες τεταγμένες. Θα εξετάσουμε τώρα την ιδιότητα 
αυτή γενικότερα, στην περίπτωση όπου τα  f (α)  και  f (β)  είναι διαφορετικά. 
Υπάρχει δηλαδή σημείο της  Cf  στο οποίο η εφαπτόμενη να είναι παράλληλη 
στο ευθύγραμμο τμήμα  ΑΒ; Το επόμενο θεμελιώδες θεώρημα απαντά στο 
ερώτημα αυτό και αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος Rolle. 
 

6.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
(Θεώρημα  Μέσης 

Τιμής) 

Αν μια συνάρτηση  f  είναι: 
• συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α, β]   και 
• παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  (α, β)  

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον,  ξ∈ (α, β)  τέτοιο, ώστε: 

    ( )f ξ′  = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

. 

 
 
Γεωμετρική 
ερμηνεία του 
θεωρήματος 
Μέσης Τιμής 

Στο διπλανό σχήμα φαίνεται 
η γραφική παράσταση μιας 
συνάρτησης  f  η οποία ικα-
νοποιεί τις υποθέσεις του 
θεωρήματος  Μέσης Τιμής. 
Η γεωμετρική εξήγησή του 
είναι ότι υπάρχει ένα, του-
λάχιστον, ξ∈ (α, β)  τέτοιο, 

                                                 
2 JOSEPH LOUIS LAGRANGE (1736–1813). 

 

Το θεώρημα Μέσης Τιμής οφείλεται στο μεγάλο Γάλλο μαθηματικό Joseph Louis Lagrange 
(1736–1813), ο οποίος το δημοσίευσε στο έργο του Theorie des Fonctions Analytiques το 
1797. Όπως θα γίνει φανερό παρακάτω το θεώρημα Μέσης Τιμής έχει κεντρική σημασία 
στο Διαφορικό Λογισμό. Στο πυρήνα της απόδειξης βασικών θεωρημάτων βρίσκεται το 
θεώρημα αυτό. Η κατανόηση της κεντρικής σημασίας του οφείλεται στον Cauchy, ο οποίος  

απεδειξε και το γενικευμένο θεώρημα μέσης τιμής. 
 

Σ
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ώστε η εφαπτόμενη της  Cf  στο  σημείο της  Μ(ξ, f (ξ))  να είναι παράλληλη 
της ευθείας  ΑΒ, όπου  Α(α, f (α))  και  Β(β, f (β)). 

 
6.2. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Οι δύο συνθήκες του θεωρήματος είναι απαραίτητες για να ισχύει ΠΑΝΤΑ το 

αποτέλεσμα. Αν κάποια από αυτές δεν ισχύει, τότε ενδεχομένως να μην μπορούμε να 

βρούμε  ξ∈ (α, β)  τέτοιο ώστε να έχουμε ( )f ξ′  = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

, πράγμα που μπορούμε να 

το διαπιστώσουμε από τα επόμενα σχήματα. 
 

                          
                                     Σχήμα 1                                                                                            Σχήμα 2 
Στο σχήμα 1 η συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β], ενώ στο σχήμα 2 δεν εί-
ναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (α, β). Έτσι ΔΕΝ μπορούμε να συμπεράνουμε ότι θα υπάρχει  

ξ∈ (α, β)  τέτοιο ώστε  ( )f ξ′ = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

. Μάλιστα στα προηγούμενα σχήματα σε καμμία 

συνάρτηση δεν συμβαίνει αυτό! 
 
Η ύπαρξη όμως σημείου  ξ  στο διάστημα  
(α, β), στο οποίο η εφαπτόμενη είναι παράλ-
ληλη του τμήματος  ΑΒ ΔΕΝ αποκλείεται (!) 
στην περίπτωση που δεν εφαρμόζεται το θεώ-
ρημα εξ’ αιτίας της μη ικανοποίησης κάποιας 
από τις συνθήκες. Στο διπλανό σχήμα παρατη-
ρούμε ότι παρόλο που δεν ικανοποιούνται οι 
δύο συνθήκες. υπάρχει  ξ∈ (α,β)  τέτοιο ώστε 

( )f ξ′ = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

. 

 
Επομένως το αντίστροφο του θεωρήματος ΔΕΝ ισχύει. Επίσης μπορούμε, σχεδιάζοντας τη 
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης, να εξηγήσουμε ότι ΔΕΝ ισχύει κάποιο μερικό αντί-
στροφο το οποίο μπορεί να διατυπωθεί παίρνοντας σαν υπόθεση  την ύπαρξη  ξ∈ (α, β)  τέτοιο 

ώστε  ( )f ξ′ = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

  και κάποιες από από τις προτάσεις: Η  f  είναι συνεχής στο  [α, β] ,  

η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β) με συμπέρασμα τις υπόλοιπες. 
 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
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6.3. (Θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy3) i)  Έστω οι συναρτήσεις  f , g   συνεχείς στο  [α,β]  και 
παραγωγίσιμες στο  (α,β). Τότε υπάρχει  x0∈ (α,β)  τέτοιος, ώστε 
              [f (β) – f (α)]. ′( )g x0 = [g(β) – g(α)]. ′( )f x0 . 

ii) Έστω οι συναρτήσεις  f , g   συνεχείς στο  [α,β]  και παραγωγίσιμες στο  (α,β). Υποθέ-
τουμε επί πλέον ότι: 
   (1)  οι ′f  και ′g  δεν έχουν κοινή ρίζα στο  (α,β) 
   (2)  g(β) – g(α) ≠ 0. 

Τότε υπάρχει  x0∈ (α,β)  τέτοιος, ώστε   −
−

f β f α
g β g α

( ) ( )
( ) ( )  = ′

′
f x
g x

0

0

( )
( ) . 

Λύση: 
i)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  h : [α,β]→   με   

h(x) = [f (x) – f (α)].[g(β) – g(α)] – [f (β) – f (α)].[g(x) – g(α)]. 
o Η  h  είναι συνεχής στο  [α, β]  παραγωγίσιμη στο  (α, β). 
o Η  h  είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β)  με   

( )h x′ = ( )f x′ .[g(β) – g(α)] – [f (β) – f (α)]. ( )g x′ . 
o h(α) = h(β) = 0 

Από το θεώρημα Rolle συμπεραίνουμε ότι υπάρχει  x0∈ (α, β)  ώστε 
0( )h x′ = 0 ⇔  0( )f x′ .[g(β) – g(α)] – [f (β) – f (α)]. 0( )g x′ = 0   

                 ⇔  [g(β) – g(α)]. 0( )f x′  = [f (β) – f (α)]. 0( )g x′ . 
 
ii)  Από το θεώρημα μέσης τιμής του Cauchy  (1), υπάρχει  x0∈ (α,β)  ώστε 

         [f (β) – f (α)]. 0( )g x′ = [g(β) – g(α)]. 0( )f x′   (*). 
Ισχυριζόμαστε ότι 0( )g x′ ≠ 0. Πράγματι, αν 0( )g x′ = 0, τότε  [g(β) – g(α)]. 0( )f x′  = 0  και 
αφού από την υπόθεση έχουμε  g(β) – g(α) ≠ 0, θα παίρναμε  0( )f x′ = 0, δηλαδή οι  f ′  και  
g′  θα είχαν κοινή ρίζα, πράγμα που αντιβαίνει στην υπόθεση. 

Επομένως, από την  (*)  παίρνουμε  ( ) ( )
( ) ( )

f β f α
g β g α

−
−

 = 0

0

( )
( )

f x
g x . 

 
6.3.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ:  (1) Το θεώρημα μέσης τιμής είναι ειδική περίπτωση του θεωρήματος 

παραπάνω θεωρήματος. Πράγματι, αν θέσουμε  g(x) = x  τότε ( )g x′ = 1  οπότε 

παίρνουμε  [f (β) – f (α)].1 = (β – α). 0( )f x′  ⇔  0( )f x′  = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

. 

(2) Από το συμπέρασμα του θεωρήματος βλέπουμε ότι οι παράγωγοι  0( )f x′  και 0( )g x′  
«υπολογίζονται στο ίδιο σημείο»  x0. 

 
 
 

Απόδειξης ανισοτήτων στις οποίες περιέχονται μια ή δύο 
μεταβλητές. 

  

                                                 
3 AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789–1857). 

 

Ένας από τους μεγαλύτερους Γάλλους μαθηματικούς όλων των εποχών. Εισήγαγε την αυ-
στηρότητα στον Απειροστικό Λογισμό, θεμελίωσε τη θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων, 
άρχισε τη θεωρία των διαφοτικών εξισώσεων και τη θεωρία ομάδων. Εκτός από τα μαθη-
ματικά, ο Cauchy συνέβαλε στη μελέτη των κυμάτων, της οπτικής, της διάδοσης των ρευ-
στών και της θεωρίας ελαστικότητας. Δημοσίευσε 789 εργασίες. 

  
 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  



264                                                                ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2Ο:   ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ  ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

  Όταν υπάρχουν στην ανισότητα δύο μεταβλητές π.χ. α, β, τότε ελέγχουμε πρώτα 
αν ισχύει στην περίπτωση  α = β (εφ’ όσον υπάρχει στη σχέση το  =). Μετά υποθέ-
τουμε ότι  α < β  και εφαρμόζουμε σε κατάλληλη συνάρτηση, την οποία εικάζουμε 
από το μεσαίο τμήμα της σχέσης, το θεώρημα Μέσης Τιμής στο διάστημα  [α, β]. 
Στο τέλος ξεκινώντας από  α < ξ < β  φθάνουμε σε μια ανισότητα με το  ( )f ξ′ , το 
αντικαθιστούμε από το συμπέρασμα του θεωρήματος και καταλήγουμε στην προς 
απόδειξη σχέση. 

 Όταν υπάρχει μια μεταβλητή π.χ. η  x, δουλεύουμε όπως προηγούμενα στο διά-
στημα  [ρ, x]  στη συνάρτηση  f (t), όπου  ρ  ένας αριθμός που εντοπίζεται όπως 
και η  f  από το μεσαίο τμήμα της σχέσης. Αποδεικνύουμε επίσης την ισχύ της και 
στο διάστημα  [x, ρ]. 

 
 

6.4. i)  Να αποδείξετε ότι εφαρμόζεται το θεώρημα Μέσης Τιμής για την  f  με 
              f (x) = ln(συνx)  στο διάστημα  [α,β]  όπου  0<α<β< 2

π . 

ii)  Να αποδείξετε ότι: 

             (β – α).εφα  ≤   ln ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠
συν
συν

α
β   ≤   (β – α).εφβ    όπου   0< α ≤  β < 2

π . 

Λύση: 

i)  Η  f  είναι ορισμένη στο  [α, β]  γιατί  συνx > 0  όταν  x∈ (0, 2
π ). 

• Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  σαν σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  
f1(x) = συνx  και  f2(x) = lnx  και  . 

• Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (α, β)  σαν σύνθεση των παραγωγίσιμων συ-
ναρτήσεων  f1(x) = συνx  και  f2(x) = lnx  με 

         ( )f x′  = ( )ln(συν )x ′  = ( )συν
συν

x
x

′
 = ημ

συν
x
x

−  = –εφx. 

Άρα εφαρμόζεται το θεώρημα Μέσης Τιμής για την  f  στο διάστημα  [α, β] , δηλαδή υπάρχει 
ένας τουλάχιστον  ξ∈ (α,β)  τέτοιος ώστε 

        ( )f ξ′ = ( ) ( )f β f α
β α
−
−

  ⇔   –εφξ = ln(συν ) ln(συν )β α
β α
−
−

. 

ii)     Αν  α = β  τότε  (α–α).εφα ≤  ( )συνln συν
α
α  ≤  (α–α).εφα  ⇔   0 ≤  ln1 ≤  0   

που προφανώς ισχύει. 
   Αν  α < β  τότε  από το  (i)  έχουμε: 

  α < ξ < β  ⇔   εφα < εφξ < εφβ  ⇔   –εφβ < –εφξ < –εφα  ⇔    

  –εφβ < ln(συν ) ln(συν )β α
β α
−
−

 < –εφα  ⇔   εφα < ln(συν ) ln(συν )α β
β α
−
−

 < εφβ  ⇔   (β–

α).εφα < συνln συν
α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 < (β–α).εφβ. 

Επομένως ισχύει    (β–α).εφα ≤  συνln συν
α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ≤  (β–α).εφβ. 

 
 

6.5. Να αποδείξετε ότι: 
i)     x

x
1− ≤  lnx ≤  x–1     για κάθε     x∈ (0,+ ∞ ). 
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ii)    
1

l im
→x

x
x
ln

1− = 1. 

Λύση: 
i)    Αν  x = 1,  η ανισότητα γίνεται  0 ≤  ln1 ≤  0  που ισχύει. 

   Αν  x > 1,  θεωρούμε τη συνάρτηση  f (t) = lnt  με  t∈ [1, x]. 
Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [1, x]  και παραγωγίσιμη στο  (1, x)  με  

( )f t′  = 1
t . Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει  ξ∈ (1, x)  τέτοιος, 

ώστε  ( )f ξ′ = ( ) (1)
1

f x f
x
−
−

  ⇔   1
ξ

 = ln ln1
1

x
x
−
−

  ⇔   1
ξ

 = ln
1
x

x− . 

Είναι  1 < ξ < x  ⇔   1
x  < 1

ξ
 < 1  ⇔   1

x  < ln
1
x

x−  < 1  ⇔   1x
x
−  < lnx < x–1. 

   Αν  0 < x < 1,  θεωρούμε τη συνάρτηση  f (t) = lnt  με  t∈ [x,1]. Όπως προηγούμενα υπάρ-

χει  ξ∈ (x,1)  τέτοιος, ώστε ( )f ξ′ = ( ) (1)
1

f x f
x
−
−

  ⇔   1
ξ

 = ln ln1
1

x
x
−
−

  ⇔   1
ξ

 = ln
1
x

x− . 

Είναι  x < ξ < 1  ⇔   1 < 1
ξ

 < 1
x   ⇔   1 < ln

1
x

x−  < 1
x   

1 0x− <

⇔   x–1 > lnx > 1x
x
−   ⇔  

1x
x
−  < lnx < x–1. 

2ος τρόπος:  Αν 0 < x < 1 τότε 1
x  > 1 επομένως από το προηγούμενο έχουμε: 

1 1

1
x

x

−
 < ln 1

x  < 1
x –1 ⇔  

1

1

x
x

x

−
< ln1 – lnx < 1 x

x
−  ⇔ 1–x < –lnx < 1 x

x
−  ⇔  1x

x
− < lnx < x–1. 

 
ii)  Από το  (i)  έχουμε: 

• Αν  x > 1  ισχύει  1
x  < ln

1
x

x−  < 1. Επειδή  
1

l im
x +→

1
x  = 1  τότε και  

1
l im
x +→

ln
1
x

x−  = 1. 

• Αν  0 < x < 1  ισχύει  1 < ln
1
x

x−  < 1
x . Επειδή  

1
l im
x −→

1
x  = 1  τότε και  

1
l im
x −→

ln
1
x

x−  = 1. 

Επομένως     
1

l im
x→

ln
1
x

x−  = 1. 

 
 

6.6. Έστω  f : [0,+ ∞ ) →  συνεχής συνάρτηση, παραγωγίσιμη στο  (0,+ ∞ ). Υποθέτουμε ότι  

′f x( ) ≤ x , για κάθε  x > 0.  Δείξετε ότι:  
∞

l im
→+x

f x
x2
( ) = 0. 

Λύση: 
Έστω  x > 0. H  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0, x]  και παραγωγίσιμη στο διάστημα  (0, x). 
Άρα από το θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει  ξx∈ (0, x)  ώστε   

( )xf ξ′ = ( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = ( ) (0)f x f
x
−  

Επειδή  ξx > 0  θα είναι  ( )xf ξ′ ≤ xξ  ⇒  ( ) (0)f x f
x
− ≤ xξ  ⇒  

( ) (0)f x f− ≤ xx ξ⋅ ≤ x x⋅ . 

Είναι   2
( )f x
x

 = 2

( )f x
x

 = 2

( ) (0) (0)f x f f
x

− +
≤  2

( ) (0)f x f
x
−  + 2

(0)f
x

≤  2
x x
x

 + 2

(0)f
x
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                       = 1
x

 + 2

(0)f
x

. 

Επομένως   –( 1
x

 + 2

(0)f
x

) ≤  2
( )f x
x

 ≤  1
x

 + 2

(0)f
x

  

Όμως  lim
x→+∞

( 1
x

 + 2

(0)f
x

) = 0 + 0 = 0 ,  οπότε και  lim
x→+∞ 2

( )f x
x

 = 0. 

 
 

 
 

Απόδειξης σχέσων στις οποίες υπάρχει η πρώτη ή η δεύ-
τερη παράγωγος συνάρτησης σε κάποια σημεία. 

  

 Εφαρμόζουμε το θεώρημα Μέσης Τιμής για τη συνάρτηση  f  στο διάστημα  [α, β]  ή  

στα διαστήματα  [α, κ]  και  [κ, β]  όπου  κ = 2
α β+   ή  κάποιο σημείο με μια ιδιότητα. 

Πολλές φορές χρειάζεται να εφαρμόσουμε το θ. Μέσης Τιμής και στη συνάρτηση f ′  
σε κατάλληλα διαστήματα. Μπορεί στο πρώτο ή στο δεύτερο βήμα να χρειαστεί η ε-
φαρμογή το θ. Rolle. 

 
 

6.7. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β]. 

Αν ισχύει  ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠
α βf +

2 = f α f β( )+ ( )
2 , να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (α,β)  τέτοιος ώστε  

′′f ξ( ) = 0. 

Λύση: 

Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [α, 2
α β+ ] ,  [ 2

α β+ , β]  και παραγωγίσιμη στα 

διαστήματα  (α, 2
α β+ ) ,  ( 2

α β+ , β)  εφ’ όσον είναι παραγωγίσιμη στο  [α,β]. 

Επομένως από το θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχουν  ξ1∈ (α, 2
α β+ )   και   ξ2∈ ( 2

α β+ ,β)  τέτοιοι 

ώστε 

1( )f ξ′  = 
( )2

2

α βf f α

α β α

+⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −
 = 

( ) ( ) ( )2
2

2

f α f β f α

α β α

+ −

+ −
 = 

( ) ( ) 2 ( )
2

2

f α f β f α

β α

+ −

−
 = ( ) ( )f β f α

β a
−
−

  και 

2( )f ξ′  = 
( ) ( )2

2

α βf β f

α ββ

+−

+−
 = 

( ) ( ) ( )
2

2
2

f α f βf β

β α β

+−

− −
 = 

2 ( ) ( ) ( )
2

2

f β f α f β

β α

− −

−
 = ( ) ( )f β f α

β a
−
−

. 

Η συνάρτηση  f ′   είναι συνεχής στο διάστημα  [ξ1,ξ2]  και παραγωγίσιμη στο  (ξ1,ξ2)  εφ’ ό-
σον  η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  [α,β]  και  [ξ1,ξ2]⊂ [α,β]. 
Ακόμα ισχύει  1( )f ξ′  = 2( )f ξ′ . 
Επομένως , από το θεώρημα Rolle, υπάρχει  ξ∈ (ξ1,ξ2)  τέτοιος ώστε  ( )f ξ′′ = 0. 
Επειδή  (ξ1, ξ2)⊂ (α,β)  τότε  ξ∈ (α, β). 
 
 

6.8. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο    και η γραφική της παρά-
σταση διέρχεται από τα σημεία  Α(4,11)  και  Β(19,5). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν πραγ-

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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ματικοί αριθμοί  ξ1, ξ2  τέτοιοι, ώστε   2 ′f ξ1( ) + 3 ′f ξ2( )  = –2. 

Λύση: 
Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από τα σημεία  Α(4,11)  και  Β(19,5)  θα έχουμε   
f (4) = 11  και  f (19) = 5. Η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα   [4,10] , [10,19]  και παραγωγί-
σιμη στα διαστήματα  (4,10) , (10,19)  αφού είναι παραγωγίσιμη στο  . Από το θεώρημα 
Μέσης Τιμής υπάρχουν  ξ1∈ (4,10)  και  ξ2∈ (10,19)  τέτοιοι ώστε 

1( )f ξ′  = ( )10 (4)
10 4

f f−
−

 = ( )10 (4)
6

f f−    και   2( )f ξ′  = ( )19 (10)
19 10

f f−
−

 = ( )19 (10)
9

f f−   

Είναι  12 ( )f ξ′⋅ + 23 ( )f ξ′⋅ = 2 ( )10 (4)
6

f f−
⋅  + 3 ( )19 (10)

9
f f−

⋅  = ( )10 (4)
3

f f−  + 

( )19 (10)
3

f f−  = ( ) ( )10 (4) 19 (10)
3

f f f f− + −  = ( )(19) 4
3

f f−  = 5 11
3
− = 6

3
−  = –2. 

 
6.8.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Οι συντελεστές των 1( )f ξ′  και 2( )f ξ′  είναι 2 και 3. Το άθροισμά τους εί-

ναι 2 + 3 = 5. Χωρίζουμε το διάστημα 19 – 4 = 15 
σε 5 ίσα υποδιαστήματα μήκους 15:5=3. Το 1ο 
διάστημα το δημιουργούμε αν πάρουμε 2 υποδια-
στήματα ενώ το 2ο αν πάρουμε 3. Δηλαδή δημι-
ουργούμε τα διαστήματα  [4,10]  και  [10,19]. 

 
 

6.9. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,α], με  f(0) = 0  
και  f (α) = α. Να αποδείξετε ότι: 
i)   Υπάρχει   ξ∈ (0,α)   τέτοιος ώστε  f (ξ) = α – ξ. 
ii)  Υπάρχουν   ξ1, ξ2∈ (0,α)   τέτοιοι ώστε  ′ ′⋅f ξ f ξ1 2( ) ( ) = 1. 

Λύση: 
i)  Έστω η συνάρτηση  g  με  g(x) = f (x) + x – α, ορισμένη στο  [0,α]. 
Η  g  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,α]  σαν άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, εφ’ όσον η  f  
είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
Είναι  g(0) = f (0) + 0 – α = 0 +0 – α = –α < 0   και 
           g(α) = f (α) + α – α = α > 0   
    Δηλαδή,  g(0).g(α) < 0 
Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ∈ (0,α)  τέτοιος 
ώστε  g(ξ) = 0  ⇔   f (ξ) + ξ – α = 0  ⇔   f (ξ) = α – ξ. 

 
ii)  Η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [0,ξ] ,  [ξ,α]  και παραγωγίσιμη στα  (0,ξ) ,  (ξ,α) , εφ’ 
όσον η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  [0,α]  και   [0,ξ] , [ξ,α]⊆ [0,α]. 
Από το θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχουν  ξ1∈ (0,ξ)  και  ξ2∈ (ξ,α)  τέτοιοι ώστε 

1( )f ξ′  = ( ) (0)
0

f ξ f
ξ
−
−

 = 0α ξ
ξ

− −  = α ξ
ξ
−    και 

2( )f ξ′  = ( ) ( )f α f ξ
α ξ
−
−

 = ( )α α ξ
α ξ
− −
−

 = α α ξ
α ξ
− +
−

 = ξ
α ξ−  

Επομένως,  1 2( ) ( )f ξ f ξ′ ′⋅ = α ξ ξ
ξ α ξ
− ⋅

−
 = 1. 

 
 

6.10. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,6]  και παραγωγίσιμη στο  (0,6). Αν 
η συνάρτηση  ′f   είναι γνησίως αύξουσα στο  (0,6), να αποδείξετε ότι: 
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                                   f (0) + f (6) > f (2) + f (4). 
Λύση: 
Η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [0,2] , [4,6]  αφού είναι συνεχής στο διάστημα  [0,6]  και 
παραγωγίσιμη στα διαστήματα  (0,2) , (4,6)  αφού είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (0,6). 
Από το θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχουν  ξ1∈ (0,2)  και  ξ2∈ (4,6)  τέτοιοι ώστε 

1( )f ξ′  = (2) (0)
2 0

f f−
−

 = (2) (0)
2

f f−    και   2( )f ξ′  = (6) (4)
6 4

f f−
−

 = (6) (4)
2

f f− . 

Επειδή  0 < ξ1 < 2 < 4 < ξ2 < 6  και η  f ′   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  (0,6)  θα έ-

χουμε  1( )f ξ′ < 2( )f ξ′  ⇒  (2) (0)
2

f f−  < (6) (4)
2

f f−  ⇒  f (2) – f (0) < f (6) – f (4)  ⇒  

f (2) + f (4) < f (0) + f (6). 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
6.11. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,1]  με  f (1) = f (0) + c. Να αποδείξετε ότι 

υπάρχει  ξ∈ (0,1)  τέτοιος ώστε να ισχύει  ( )f ξ′ = c. 
 
6.12. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β]  με  f (α) = β2  και   

f (β) = α2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της  f  στο οποίο η εφα-
πτόμενή της είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση  (α – β)x – (α2–β2)y + α = 0 ,  α β≠ . 

 
6.13. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x.lnx. Να αποδείξετε ότι: 

i)  Υπάρχει  ξ∈ (1, e)  τέτοιος ώστε  ξ = 
1

1ee − . 

ii) Υπάρχει  θ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε  θ = 
1

1 β β α

α
β

e α

−⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
6.14. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και για κάθε  x∈ (α, β)  είναι   

0 < ( )f x′ < 1. Αν  f (α) = α, τότε να αποδείξετε ότι  α < f (β) < β. 
 
6.15. Αν  f (1) = –2  και  ( )f x′ ≥  3,2  όταν  1 ≤  x ≤  6, ποιά είναι η μικρότερη δυνατή τιμή του   

f (6); 
[Απ.14] 

 
6.16. Αν  f (1) = 3  και  ( )f x′ ≤  1,4  όταν  1 ≤  x ≤  8, ποιά είναι η μεγαλύτερη δυνατή τιμή του   

f (8); 
[Απ.12,8] 

 
6.17. Τον Οκτώβριο του 1805, ο Ναπολέων έπρεπε να αποφασίσει εάν θα έστελνε πάλι το στόλο 

του εναντίον των Βρετανών σ’ αυτό που έγινε γνωστό ως η μάχη του Trafalgar4. Πρώτα χρεια-
ζόταν να ξέρει πόσα πλοία είχαν οι Βρετανοί. Αν οι ευφυείς υπολογισμοί του υποδείκνυαν ότι οι 
Βρετανοί είχαν  175  πλοία  8  μήνες νωρίτερα και ότι μπορούσαν να ναυπηγήσουν το πολύ  8  

                                                 
4 (21 Οκτωβρίου 1805) Ναυμαχία των Ναπολεόντειων Πολέμων, με την οποία εδραιώθηκε η κυριαρχία 
του βρετανικού ναυτικού για περισσότερο από 100 χρόνια. Διεξήχθη στα δυτικά του Ακρωτηρίου Τρα-
φάλγκαρ (Ισπανία) και αντιμέτωποι ήταν ο γαλλοϊσπανικός και ο βρετανικός στόλος. Στη ναυμαχία κα-
ταστράφηκε ο γαλλοϊσπανικός στόλος και έτσι ματαιώθηκαν οριστικά τα σχέδια του Ναπολέοντα να ει-
σβάλει στην Αγγλία. 
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πλοία το μήνα, χρησιμοποιείστε το θεώρημα Μέσης Τιμής για να υπολογίσετε το μεγαλύτερο 
αριθμό πλοίων που θα είχαν οι Βρετανοί όταν ο Ναπολέων εκστράτευε για τη μάχη. 

 
6.18. Να αποδείξετε ότι: 

α) 104  – 10 < 0,2            β) 1
3  < ln1,5 < 1

2  

γ) 1
3

2 1⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 < ln3 < 2( 3 –1) 

 
6.19. Να αποδείξετε ότι:  ν(β – α)αν–1 ≤  βν – αν ≤  ν(β – α)βν–1 ,  0 < α < β ,  ν *.∈  
 
6.20. Να αποδείξετε ότι:  (β – α)συνβ  ≤   ημβ – ημα  ≤   (β – α)συνα  ,    0 < α ≤  β < 2

π . 

 

6.21. Να αποδείξετε ότι:   2συν
α β

β
−   ≤   εφα – εφβ  ≤   2συν

α β
α

−   ,    0 < α ≤  β < 2
π . 

 
6.22. A. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ημx ,  x∈ [ 4

π , 23
90
π ]. Να αποδείξετε ότι: 

i)  Εφαρμόζεται το θεώρημα Μέσης Τιμής για την  f  στο πεδίο ορισμού της. 

ii)  180 2
360

π+   <  ημ 23
90
π   <  ( 180) 2

360
π+ . 

iii)  ημ460  0,71   με προσέγγιση εκατοστού. 
Β. Να υπολογίσετε με προσέγγιση εκατοστού το  ημ440. 

[Απ.Β.0,69] 

 

6.23. Αν  0 < α ≤  β  να αποδείξετε ότι:    (1 + lnα)(β – α)  ≤   ln
β

α
β
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ≤   (1 + lnβ)(β – α). 

 
6.24. Να αποδείξετε ότι    x.συνx  ≤   ημx ≤   x ,  για κάθε  x∈ [0, π]. 
 
6.25. Να αποδειχθεί ότι για κάθε  x  στο ανοικτό διάστημα  (0,1)  ισχύει η σχέση   

           1 + x < ex < 1 + ex. 
(Εξετάσεις  1992) 

 
6.26. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,4]. Αν ισχύει   

f (2) = (0) (4)
2

f f+   να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (0,4)  τέτοιος ώστε ( )f ξ′′ = 0. 

 
6.27. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [1,2], της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από τα 

σημεία  (1,1)  και  (2,2). 
i)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (1,2)  τέτοιος ώστε  f (ξ) = 3 – ξ. 
ii)  Αν επί πλέον η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (1,2), να αποδείξετε ότι υπάρχουν   
ξ1, ξ2∈ (1,2)  τέτοιοι ώστε   1 2( ) ( )f ξ f ξ′ ′⋅ = 1. 

 
6.28. Έστω η συνάρτηση   f : [α, β]→   η οποία είναι συνεχής στο  [α, β], παραγωγίσιμη στο   

(α, β)  και  f (α) = 2β  και  f (β) = 2α. 
i)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   f (x) = 2x  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  (α, β). 
ii)  Να αποδείξετε ότι υπάρχουν  ξ1, ξ2∈ (α, β)  τέτοια ώστε  1 2( ) ( )f ξ f ξ′ ′⋅  = 4. 

(Εξετάσεις  2001) 
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6.29. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  [α, β]  με  α < 0 < β  και   

f (0) = ( ) ( )β f α α f β
β α

⋅ − ⋅
−

. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (α, β) , τέτοιο ώστε  ( )f ξ′′  = 0. 

 
6.30. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [1,4]. Αν η συνάρτηση  f ′   είναι γνησίως 

φθίουσα στο  (1,4), να αποδείξετε ότι:   f (2) + f (3) > f (1) + f (4). 
 
6.31. Θεωρούμε μία συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β] , παραγωγίσιμη στο  

(α, β)  και  f (α) = f (β). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν  ξ1, ξ2∈ (α, β)  για τους οποίους ισχύει   
1( )f ξ′  + 2( )f ξ′  = 0. 

 
6.32. Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [5,17]. Αν η γραφική παράσταση της  f  

διέρχεται από τα σημεία  Α(5,2)  και  Β(17,8) , να αποδείξετε ότι υπάρχουν  ξ1, ξ2∈ (5,17)  τέ-
τοιοι, ώστε 1( )f ξ′ + 2( )f ξ′  = 1. 

 
6.33. Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και η γραφική της παράσταση διέρχεται από 

τα σημεία  Α(2,3)  και  Β(10,5). Να αποδείξετε ότι υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  ξ1, ξ2 τέτοιοι, 
ώστε 1( )f ξ′ + 3 2( )f ξ′⋅ = 1. 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
 
 
Β΄  Ομάδα 
6.34. Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και έχει θετικές τιμές. Αν για τον πραγματικό 

αριθμό  κ  ισχύει  f (κ + 1) = e.f(κ) , να αποδείξετε ότι υπάρχει ένας τουλάχιστον  x0∈ (κ , κ + 1)  
τέτοιος, ώστε  0( )f x′ = f (x0). 

 
6.35. Θεωρούμε μια παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : [α,β]→ (0,+∞ ). Να αποδείξετε ότι υπάρχει  

ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε   ( )
( )

f β
f α

 = 
( ) ( )

( )
β α f ξ

f ξe
′−

. 

 
6.36. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και παραγωγίσιμη στο  (α, β). 
α)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει  γ∈ (α, β)  τέτοιος, ώστε  3.f (γ) = f (α) + 2 f (β) 
β)  Να αποδείξετε ότι υπάρχουν  x1, x2∈ (α, β)  τέτοια ώστε  (γ–α) 1( )f x′⋅  = 2(β–γ) 2( )f x′⋅ . 

 
6.37. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,3]. Αν η συνάρτηση  f ′   είναι γνη-

σίως φθίουσα στο  (0,3), να αποδείξετε ότι  3.f (1) > 2.f (0) + f (3). 
 
6.38. Έστω συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,1], με  f (0) = 3 και για κάθε  

x∈ [0,1]  είναι  ( )f x′ ≤  1. Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (0,1)  ισχύει:  2 < f (x) < 4. 
 
6.39. Θεωρούμε συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [1,2]  και  f (1) = –1. Αν για κάθε  

x∈ [1,2]  είναι  ( )f x′ ≤  3  να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (1,2)  ισχύει:     –4  <  f (x)  <  2. 
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6.40. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 3x + 4x = 2x + 5x  έχει δύο μόνο πραγματικές ρίζες, τις  x1 = 0  και  
x2 = 1. 

 
6.41. Να λύσετε την εξίσωση   7x + 5x = 3x + 9x. 

[Απ.x=0, x=1] 

 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
6.42. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-

τε την απάντησή σας. 
I. Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  [α, β], τότε ισχύουν οι υποθέσεις 
του θεωρήματος Μέσης Τιμής για την  f. 

II. Αν για μία συνάρτηση  f  εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle στο διάστημα  [α, β], τότε εφαρμόζε-
ται και το θεώρημα Μέσης Τιμής σε αυτό. 

 
6.43. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη στο διάστημα  [α, β]. Το θεώρημα Μέσης Τιμής ισχύει για τη  f  
όταν: 
Α.  Η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]. 
Β.  Η  f  έχει ίσες τιμές στα σημεία  α  και  β. 
Γ.  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β). 
Δ.  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (α, β)  και συνεχής στα σημεία  α  και  β. 
Ε.  Η  f  είναι συνεχής στο  (α, β). 

 
II. Το θεώρημα Μέσης Τιμής για τη συνάρτηση  f (x) = lnx , για κάθε  x1, x2 > 0  εξασφαλίζει ένα  
ξ  μεταξύ των  x1, x2  ώστε να ισχύει: 

Α. ln 1

2

x
x

 = 
1 2x x−
ξ                       Β. ln 1

2

x
x

 = 1 2x x−
ξ

                      Γ. ln(x1–x2) = 1 ⋅
ξ

(x1 – x2)  

Δ. ln 1

2

x
x

 = ξ.(x1–x2)                     Ε. ln(x1–x2) = ξ.(x1–x2)   
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ΕΝΟΤΗΤΑ    7 
 
 

 

ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ  ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ  ΜΕΣΗΣ  ΤΙΜΗΣ 
 

 
 
 
 
 

ταν υπολογίσαμε τις παραγώγους των βασικών συναρτήσεων, είδαμε 
ότι η παράγωγος της σταθερής συνάρτησης είναι  0. Δηλαδή, αν   

f (x) = c , c  σταθερά, τότε για κάθε  x∈   είναι ( )f x′  = 0. 
Το ερώτημα που τίθεται είναι: αν μία συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σε ένα 
σύνολο  Α  και ( )f x′  = 0  για κάθε  x∈Α, τότε είναι η  f  σταθερή στο  Α; 
Η απάντηση βρίσκεται στο επόμενο θεώρημα, στο οποίο χρησιμοποιείται κα-
τά ουσιαστικό τρόπο το θεώρημα Μέσης Τιμής. 
Ένα ανάλογο ερώτημα είναι: αν δύο συναρτήσεις έχουν ίσες παραγώγους τό-
τε υπάρχει κάποια σχέση με την οποία συνδέονται οι συναρτήσεις; 
 

7.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
 

Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν 
• η  f  είναι συνεχής στο  Δ  και 
• ( )f x′  = 0  για κάθε εσωτερικό  σημείο του  Δ,  

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το διάστημα  Δ. 
Απόδειξη:  Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε  x1, x2∈Δ  ισχύει  f (x1) = f (x2).  
Πράγματι 

• Αν  x1 = x2 ,  τότε προφανώς  f (x1) = f (x2). 
• Αν  x1 < x2 ,  τότε στο διάστημα  [x1, x2]  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήμα-

τος Μέσης Τιμής. Επομένως, υπάρχει  ξ∈ (x1, x2)  τέτοιο, ώστε  

                  ( )f ξ′  = 2 1

2 1

( ) ( )f x f x
x x
−
−

     (1)   

Επειδή το  ξ  είναι εσωτερικό σημείο του  Δ, ισχύει  ( )f ξ′  = 0, οπότε, λόγω της  (1), είναι   
f (x1) = f (x2). Αν  x1 > x2 ,  τότε όμοια αποδεικνύεται ότι  f (x1) = f (x2). 
Σε όλες, λοιπόν τις περιπτώσεις είναι  f (x1) = f (x2). 
 
7.1.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Το παραπάνω θεώρημα ισχύει σε διάστημα και όχι σε ένωση διαστημά-

των. Για παράδειγμα, θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 
1 , 0
2 , 0

x
x
<⎧

⎨ >⎩
, για την οποία ισχύει  

( )f x′  = 0  για κάθε  x∈ (–∞ ,0)∪ (0,+∞ ), ενώ η  f  δεν είναι σταθερή στο   
(–∞ ,0)∪ (0,+∞ ). 

 

Ό
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7.2. ΠΟΡΙΣΜΑ: 
 

Έστω δυο συναρτήσεις  f, g  ορισμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν 
• οι  f , g  είναι συνεχείς στο  Δ  και 
• ( )f x′  = ( )g x′  για κάθε εσωτερικό  σημείο του  Δ,  

τότε υπάρχει σταθερά  c  τέτοια, ώστε για κάθε  x  να ισχύει:  
                                         f (x) = g(x) + c. 

Απόδειξη:  Η συνάρτηση  f – g  είναι συνεχής στο  Δ  και για κάθε εσωτερικό σημείο  x∈Δ  ι-
σχύει    ( ) ( )f g x′−  = ( )f x′  – ( )g x′  = 0. 
Επομένως, η συνάρτηση  f – g  είναι σταθερή στο  Δ. Άρα, υπάρχει σταθερά  c  τέτοια, ώστε για 
κάθε  x∈Δ  να ισχύει  f (x) – g(x) = c  ⇔   f (x) = g(x) + c. 
 
 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

7.1. Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈   ισχύει   ημ2x + συν2x = 1. 
Λύση: 
Θεωρούμε τη  συνάρτηση  f  με  f (x) = ημ2x + συν2x  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο    με 

       ( )f x′ = ( )2 2ημ συνx x ′+ = 2ημx ( )ημx ′⋅  + 2συνx ( )συνx ′⋅   

                 = 2ημx.συνx + 2συνx.(–ημx) = 2ημx.συνx – 2συνx.ημx = 0. 
Άρα η  f  είναι σταθερή στο  , δηλαδή  f (x) = c  για κάθε  x .∈  
Για  x = 0  έχουμε  f (0) = c  ⇔   ημ20 + συν20 = c  ⇔   1 = c. 
Επομένως  f (x) = 1   δηλαδή   ημ2x + συν2x = 1 ,  για κάθε  x .∈  
 
 

7.2. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  η οποία ικανοποιεί τη σχέση   
                  ημx + f (x) ′⋅ f x( ) = 0  για κάθε  x∈  και  f(0) = –3. 

i)  Να αποδείξετε ότι  η συνάρτηση  g  με  g(x) = f x2( ) – 2συνx  είναι σταθερή και να βρε-
θεί. 

ii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
Λύση: 
i)  Η συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη στο    ως διαφορά των παραγωγίσιμων συναρτήσε-
ων  g1(x) = f 2(x)  και  g2(x) = 2συνx  με 

( )g x′ = ( )2 ( ) 2συνf x x ′− = 2f (x). ( )f x′  + 2ημx = 2[f(x). ( )f x′  + ημx] = 2.0 = 0. 
 Άρα η  g  είναι σταθερή στο  , δηλαδή  g(x) = c  για κάθε  x .∈  
Για  x = 0  έχουμε  g(0) = c ⇔  f 2(0) – 2συν0 = c ⇔  (–3)2 – 2.1 = c ⇔  9 – 2 = c ⇔  c = 7. 
Επομένως  g(x) = 7,  για κάθε  x .∈  

 
ii)  Για κάθε  x∈   είναι:  g(x) = 7  ⇔   f 2(x) – 2συνx = 7  ⇔   f 2(x) = 7 + 2συνx  ⇔  5 

f (x) = 7 2συνx+   ή  f(x) = – 7 2συνx+   αφού  7 + 2συνx > 0. 

f (x) = 0  ⇔   f 2(x) = 0  ⇔   7 + 2συνx = 0  ⇔   συνx = – 7
2   αδύνατη. 

Άρα  η  f  δεν μηδενίζεται και είναι συνεχής στο    εφ’ όσον είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
Επομένως η  f  θα έχει σταθερό πρόσημο στο  , δηλαδή θα είναι 

                                                 
5 –1 ≤ συνx ≤ 1 ⇔  –2 ≤ 2συνx ≤ 2 ⇔  –2+7 ≤  2συνx + 7 ≤ 2+7 ⇔  5 ≤ 2συνx + 7 ≤  9 
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   f (x) = 7 2συνx+  ,  για κάθε  x∈         ή        f (x) = – 7 2συνx+  ,  για κάθε  x .∈  
Επειδή  f (0) = –3 < 0  θα είναι:   f (x) = – 7 2συνx+  ,  για κάθε  x .∈  

 
 

7.3. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο    με  f (x) ≠ 0  η οποία επαληθεύει τις σχέ-
σεις  ′f x( ) + 4x3. f x2( ) = 0  για κάθε  x∈   και  f (0) = 1.  Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

Λύση: 

Για κάθε  x∈   είναι:    ( )f x′  + 4x3.f 2(x) = 0  ⇔   ( )f x′  = –4x3.f 2(x)   
( ) 0f x ≠

⇔  

 2
( )
( )

f x
f x
′

−  = 4x3  ⇔   1
( )f x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = ( )4x ′   ⇔   1
( )f x  = x4 + c ,   c  πραγματική σταθερά. 

Για  x = 0  είναι  1
(0)f  = 0 + c  ⇔   1

1  = 0 + c  ⇔   c = 1. 

Επομένως  1
( )f x  = x4 + 1   ⇔    f (x) = 4

1
1x +

  ,   με  x .∈  

 
 

7.4. A) Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο    με ′f x( ) = 0  για κάθε  x *∈   και  f (0) = 1. 
Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
B) Μία συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και επαληθεύει τις ισότητες   

f (0) = 1  και  ′f x( )  + x ′′⋅ f x( ) = 0, για κάθε  x∈ . Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

Λύση: 
Α)  Η  f  είναι συνεχής στο  (–∞ ,0]  και ( )f x′ = 0 , για κάθε  x∈ (–∞ ,0). Επομένως η  f  είναι 
σταθερή στο  (–∞ ,0], δηλαδή  f (x) = c1 , x∈ (–∞ ,0]. Όμοια η  f  είναι συνεχής στο  [0,+∞ )  
και ( )f x′ = 0 , για κάθε  x∈ (0,+∞ ). Άρα  f (x) = c2 , x∈ [0,+∞ ). Αφού η  f  είναι συνάρτηση 
θα έχουμε  f (0) = c1 = c2 ⇔  c1 = c2 = 1. Επομένως,  f (x) = 1  για κάθε  x∈ . 

Β)  Για κάθε  x∈  έχουμε: ( )f x′  + ( )x f x′′⋅ = 0 ⇔  ( ) ( )x f x′ ′⋅  + ( )x f x′′⋅  = 0 ⇔  

( )( )x f x ′′⋅ = 0. Άρα υπάρχει πραγματική σταθερά  c  τέτοια ώστε ( )x f x′⋅ = c  με  x∈ . 
Για  x = 0  έχουμε  0 (0)f ′⋅ = c ⇔  c = 0.  
Επομένως, ( )x f x′⋅ = 0 ⇔  x = 0  ή ( )f x′ = 0, x *∈ . Δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο , 
αφού είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, f (0) = 1  και ( )f x′ = 0  για κάθε  x *∈ , οπότε από το  (Α)  
θα είναι  f (x) = 1  για κάθε  x∈ . 

 
 

7.5. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    η οποία ικανοποιεί την ισότητα 
                          x ′⋅ f x( ) = 2 + f (x)  ,   για κάθε  x∈ . 
α)  Να δείξετε ότι η συνάρτηση  ′f  είναι σταθερή στο  . 
β)  Να βρείτε τη συνάρτηση  f, αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο  
Α(1,1). 

Λύση: 

α)  Για κάθε  x∈   είναι:  ( )( )x f x ′′⋅  = ( )2 ( )f x ′+  ⇔  ( ) ( )x f x′ ′⋅  + ( )x f x′′⋅  = ( )f x′  ⇔  
     ( )f x′  + ( )x f x′′⋅  = ( )f x′  ⇔  ( )x f x′′⋅  = 0 ⇔  x = 0  ή  ( )f x′′  = 0. 
Αν  x ≠ 0  τότε ( )f x′′  = 0, επομένως  η συνάρτηση  f ′   είναι σταθερή σε καθένα από τα 
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διαστήματα  (–∞ ,0) , (0,+∞ ). Επομένως, ( )f x′ = 
1

2

, 0
(0) , 0

, 0

c x
f x
c x

<⎧
⎪ ′ =⎨
⎪ >⎩

 όπου  c1, c2  πραγματικές 

σταθερές. Επειδή η  f ′   είναι παραγωγίσιμη στο    θα είναι συνεχής σ’ αυτό, άρα θα είναι 
συνεχής και στο  0. Επομένως, 

0
lim
x −→

( )f x′ =
0

lim
x +→

( )f x′ = (0)f ′  ⇔  c1 = c2 = (0)f ′ = α. 

Δηλαδή, ( )f x′ = α , για κάθε  x∈ . 
β)  Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(1,1), θα είναι  f (1) = 1. 
Για κάθε  x∈   είναι:  x ( )f x′⋅ = 2 + f (x)  ⇔   x.α = 2 + f (x)  ⇔   f (x) = αx – 2. 
Είναι  f (1) = 1  ⇔   α.1 – 2 = 1  ⇔   α = 3. Άρα  f(x) = 3x – 2 ,  για κάθε  x∈ . 

 
 

7.6. i)  Για μία συνάρτηση  f  ισχύει  ′f x( ) = f (x)  για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι  η συνάρ-

τηση  φ(x) = x
f x
e
( )   είναι σταθερή και έπειτα ότι  f (x) = cex , όπου  c  πραγματική σταθε-

ρά. 
ii)  Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει: 

                   ′ ⋅[ f x f x( ) ( )− ] (x2+1) = 2xf (x) ,   για κάθε  x∈    
και η γραφική παράστασή της διέρχεται από το σημείο  Α(0,2). 
Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

Λύση: 
i)  Για κάθε  x∈   έχουμε: 

    ( )xφ′  = ( )
x

f x
e

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ( )
( )2

( ) ( )x x

x

f x e f x e

e

′′ ⋅ − ⋅
 = 2

( ) ( )x x

x
f x e f x e

e
′ ⋅ − ⋅  = ( )

2

( ) ( )x

x

e f x f x
e

′ −  = 

( ) ( )
x

f x f x
e

′ −  = ( ) ( )
x

f x f x
e
−  = 0. 

Άρα η  φ  είναι σταθερή στο  , δηλαδή  φ(x) = c  για κάθε  x∈  και  c  πραγματική στα-
θερά. 

Τότε  φ(x) = c  ⇔   ( )
x

f x
e

 = c  ⇔   f (x) = c.ex ,  για κάθε  x .∈  

 
ii)  Επειδή η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(0,2)  θα είναι  f (0) = 2. 
Για κάθε  x∈   είναι  [ ( ) ( ) ]f x f x′ − ⋅ (x2+1) = 2x.f (x)           ⇔  

                                 ( )f x′ ⋅ (x2+1) – f (x).(x2+1) = 2x.f (x)          ⇔  
                               ( )f x′ ⋅ (x2+1) – 2x.f (x) = f (x).(x2+1)            ⇔  

                          
2

2 2
( ) ( 1) 2 ( )

( 1)
f x x x f x

x
′ ⋅ + − ⋅

+
 = 

2

2 2
( ) ( 1)
( 1)

f x x
x
⋅ +
+

     ⇔  

                   
2 2

2 2
( ) ( 1) ( 1) ( )

( 1)
f x x x f x

x
′ ′⋅ + − + ⋅

+
 = 2

( )
1

f x
x +

                 ⇔  

                                     2
( )

1
f x
x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 2
( )

1
f x
x +

      

Επομένως από το  i)  υπάρχει πραγματική σταθερά  c  ώστε 

          2
( )

1
f x
x +

 = c.ex   ⇔    f (x) = c.ex.(x2+1) 
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Για  x = 0  έχουμε:   f(0) = c.e0.(02+1)   ⇔    2 = c.1.1   ⇔    c = 2. 
Άρα  f (x) = 2.ex.(x2+1)  ,   για κάθε  x .∈  

 
 

7.7. Θεωρούμε συνάρτηση  f : → ,  για την οποία ισχύουν:   
         (i)     f (x+y) = f (x) + f (y) + 3xy(x+y+2)  ,   για κάθε  x,y∈    
        (ii)    Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0  με  ′f (0) = 1. 
Να αποδείξετε ότι  η συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο    και έπειτα να την βρείτε. 

Λύση: 
Για  x = y = 0  η δοθείσα σχέση δίνει: 
      f (0+0) = f (0) + f (0) + 3.0.0.(0 + 0 + 2)  ⇔   f (0) = 0. 
Αφού η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x = 0  θα είναι  

  (0)f ′ = 1  ⇔   
0

l im
x→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = 1  ⇔   
0

l im
x→

( ) (0)f x f
x
−  = 1  ⇔   

0
l im
x→

( )f x
x  = 1. 

Έστω  x0 .∈   Για  h ≠ 0  έχουμε: 
0 0( ) ( )f x h f x

h
+ −  = 0 0 0 0( ) ( ) 3 ( 2) ( )f x f h x h x h f x

h
+ + ⋅ ⋅ + + −  = 0 0( ) 3 ( 2)f h x h x h

h
+ ⋅ ⋅ + +   

= ( )f h
h  + 0 03 ( 2)x h x h

h
⋅ ⋅ + +  = ( )f h

h  + 3x0.(x0 + h + 2). 

Όμως  
0

l im
h→

( )f h
h  = 1  και  0 00

l im3 ( 2)
h

x x h
→

⋅ + + = 3x0.(x0 + 0 + 2) = 3 2
0x + 6x0  επομένως 

0
l im
h→

0 0( ) ( )f x h f x
h

+ −  = 
0

l im
h→

( )f h
h  + 

0
l im
h→

3x0
.(x0 + h + 2) = 1 + 3 2

0x + 6x0   

Άρα η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με  ( )f x′ = 3x2 + 6x + 1. 

Για κάθε  x∈  είναι:  ( )f x′ = 3x2 + 6x + 1  ⇔    ( )f x′ = ( )3 23x x x ′+ +   ⇔    
f (x) = x3 + 3x2 + x + c   όπου  c  πραγματική σταθερά. 
Είναι   f (0) = 0  ⇔   03 + 3.02 + 0 + c = 0  ⇔   c = 0.   Άρα   f (x) = x3 + 3x2 + x ,   x .∈  
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

7.8. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  με  f (x) = ημ6x + συν6x + 3.ημ2x.συν2x  είναι σταθερή και 
έπειτα να βρεθεί. 

[Απ.f(x)=1] 

 
7.9. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο    και ισχύει ότι: 

     ( )g x′′ = g(x) – ex ( )g x′⋅     και    ( )f x′′ = f (x) + ex ( )f x′⋅  για κάθε  x .∈   

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h  με   h(x) = f(x).g(x) – ( ) ( )f x g x′ ′⋅   είναι σταθερή στο  .  
 
7.10. Μία συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    και επαληθεύει τις σχέσεις: 

  ( )f x′′ + f (x) = 0 ,  για κάθε  x∈   και   f (0) = (0)f ′  = 0. Να αποδείξετε ότι: 

i) Η συνάρτηση  g με  g(x) = [f (x)]2 + [ ]2( )f x′  είναι σταθερή στο  .  
ii)  Η συνάρτηση  f  είναι σταθερή στο  .  

 
7.11. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  όταν: 
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i) ( )f x′ = 1
2 x

 – 2
1
x

, x∈ (0,+∞ )  και  f (1) = 3                  ii) ( )f x′ = 
2 3
x

x +
,  x∈   και  f (1) = 1 

iii) ( )f x′ = 2
2

4
x

x +
 ,  x∈   και  f (2) = 3ln2                    iv) ( )f x′ = ημ2x.συνx ,  x∈   και  f (0) = 0 

 
7.12. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  όταν: 

i) ( )f x′ = 2
συν ημx x x

x
⋅ − , x∈ (0,+∞ ) και f ( 2

π ) = 2
π     

ii) ( )f x′ = συν ημ
x

x x
e
−  ,  x∈   και  f (0) = 1 

iii) ( )f x′ = lnx + 1 ,  x∈ (0,+∞ )  και  f (1) = 1 
 
7.13. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύουν: ( )f x′′  = 6x–2 ,  x∈  και (2)f ′ = 9 ,   

f (1) = 3 
[Απ.f(x)=x3-x2+x+2] 

 
7.14. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει: ( )f x′′  = 6x + ex ,   για κάθε  x∈  και  η 

γραφική της παράσταση, στο σημείο της  Α(0,–1)  έχει κλίση  1. 
[Απ.f(x)=x3+ex-2] 

 
7.15. Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση  f  για την οποία ισχύουν: ( )f x′′  = 2 ,  x∈   και  f (1) = 2  ,   

f (–1) = 8 
[Απ.f(x)=x2-3x+4] 

 
7.16. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  στο  , με   f (0) = 1  και ισχύει: 

[f (x) – ( )f x′ ]. xe−  = ( )f x′  ,  για κάθε  x .∈  
i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  με  g(x) = ( xe− +1).f (x)  είναι σταθερή και να βρεθεί. 
ii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

[Απ.i)g(x)=2 ii)f(x)= -x
2

e +1
] 

 
7.17. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  στο  , με  f (0) = 1, η οποία επαληθεύει την ισότητα:   

[ ( )f x′ + f (x)].e2x = f (x) – ( )f x′ ,  για κάθε  x .∈  
i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  με  g(x) = f (x).(ex + xe− )  είναι σταθερή και να βρεθεί. 
ii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

[Απ.i)g(x)=2 ii)f(x)=
+x -x
2

e e
] 

 
7.18. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [–1,1]→    με  f (–1) = f (1) = 0  η οποία για κάθε   

x∈ (–1,1)  ικανοποιεί την ισότητα:    ( )f x′ ⋅ f (x)  +  x  =  0. 
i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  με  g(x) = f  2(x) + x2  είναι σταθερή και να βρεθεί. 
ii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

[Απ.i)g(x)=1 ii)f(x)= 21-x  ή f(x)=- 21-x ] 

 
7.19. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , με  f (0) = (0)f ′  = 1, και 

( )f x′′ + 2 ( )f x′  + f (x) = 0 ,  για κάθε  x .∈  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  με   g(x) = ( )( )xe f x ′⋅   είναι σταθερή. 

β) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
[Απ.β)f(x)=(2x+1)e-x] 
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7.20. Έστω  f, g  συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ένα διάστημα  Δ  για τις οποίες υποθέτιυμε ότι: 

    (i)   είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο  Δ, 
   (ii)   f ′′  = g ′′    και 
  (iii)   0∈Δ   και   f (0) = g(0) 
Να δειχθεί ότι: 
α) Για κάθε  x∈Δ ,  f (x) – g(x) = cx ,  όπου  c∈   
β) Αν η  f (x) = 0  έχει δύο ρίζες ετερόσημες  ρ1 , ρ2  τότε η  g(x) = 0  έχει τουλάχιστον μια ρίζα 
στο κλειστό διάστημα  [ρ1, ρ2]. 

(Εξετάσεις  1989) 
 
7.21. Δύο συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες στο    και δύο φορές παραγωγίσιμες σ’ αυτό. Δίνεται 

ότι     f (0) = g(0) – 1  ,   f (1) = g(1)   και    ( )f x′′  = ( )g x′′   ,  για κάθε  x∈ . 
Να αποδείξετε ότι: 
α) g(x) = f (x) – x + 1 ,   για κάθε  x∈ . 
β) Αν  ρ1 , ρ2  με  ρ1 < 1 < ρ2  είναι ρίζες της εξίσωσης  f (x) = 0  τότε υπάρχει ρίζα  x1∈ ( ρ1, ρ2)  
της  g(x) = 0. 

γ) Αν  x2  μία άλλη ρίζα της εξίσωσης   
g(x) = 0, τότε υπάρχει σημείο της  Cf  στο οποίο η εφαπτόμενη να σχηματίζει γωνία  450  με 
τον άξονα  x΄x. 

 
7.22. Α.  Δίνονται οι πραγματικές συναρτήσεις  f, g  που έχουν πεδίο ορισμού το σύνολο  . Αν οι  

f  και  g  έχουν συνεχείς πρώτες παραγώγους και συνδέονται μεταξύ τους με τις σχέσεις  f ′  = g 
,  g ′  = –f  τότε να αποδείξετε ότι υπάρχουν οι συναρτήσεις  f ′′   και  g ′′   και είναι συνεχείς. 
Αποδείξτε ακόμα ότι ισχύουν οι σχέσεις  f ′′ + f = g′′ + g = 0   και ότι η συνάρτηση   h = f 2 + g2   
είναι σταθερή. 
Β.  Θεωρούμε τις παραπάνω συναρτήσεις  f  και  g. Να απόδείξετε ότι αν  x1  και  x2  είναι δύο 
ρίζες της  f  και  f (x) ≠ 0  για κάθε  x∈ (x1, x2) , τότε η  g  έχει μια ρίζα στο διάστημα  (x1, x2). 

(Εξετάσεις  1996) 
 
7.23. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  και ικανοποιεί τις συν-

θήκες:   x ( )f x′⋅  = 1 – f (x) ,  x∈ (0,+∞ )   και  f (1) = 2. 
[Απ.f(x)=1+ 1

x
] 

 
7.24. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  και ικανοποιεί τις συν-

θήκες:  (α)   x ( )f x′⋅  = f (x) + x  ,  x∈ (0,+∞ )   και  (β)    f (1) = 1 
[Απ.f(x)=xlnx+x] 

 
7.25. Μία συνάρτηση  f  ικανοποιεί τις σχέσεις: 

   ( )f x′  = 2x.ex + f (x) ,  για κάθε  x∈    και    f (0) = –1. Να βρείτε την  f. 
[Απ.f(x)=(x2-1)ex] 

 
7.26. Για μία συνάρτηση  f , δίνεται ότι  2( )f x′ = 2x2 ,  για κάθε  x∈ (0,+∞ )  και  f (1) = 1.  

Να υπολογίσετε το  f (4). 
[Απ.16] 

 
7.27. Μία συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη στο    και ικανοποιεί τις σχέσεις: 

  ( )xg e′ = συνx – ημx ,  για κάθε  x∈   και  g(1) = 1. Να υπολογίσετε το  g(π). 
[Απ.g(π)=π.συν(lnπ)] 
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7.28. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με ( )f x′ + ( )x f x′′⋅  = 0, για κάθε  
x∈  και  f (0) = 1. Δείξτε ότι  f (x) = 1, για κάθε  x∈ . 

 
7.29. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  και παραγωγίσιμη στο * . Για κάθε  x *∈  ισχύει  

       ( )x f x′⋅ = (x + 1).f (x)  και  f (1) = e  ,  f (–1) = 1
e .   Να βρείτε την  f. 

[Απ.f(x)= ⎧
⎨

≥⎩

x

x

-xe x<0

xe x 0
] 

 
7.30. i)  Για μία συνάρτηση  f  ισχύει  ( )f x′ = – f (x)  για κάθε  x∈  Να αποδείξετε ότι  η συνάρ-

τηση  φ(x) = f (x).ex  είναι σταθερή και έπειτα ότι  f (x) = c.e–x , όπου  c  πραγματική σταθερά. 
ii) Μία συνάρτηση  f  ικανοποιεί τη σχέση: 

  ( )( ) ( )f x f x′ + ⋅ (2x + 1)  =  2f (x) ,  για κάθε  x∈ [0,+∞ )  και η γραφική παράστασή της διέρ-
χεται από το σημείο  Α(0,–3). Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

[Απ.ii)f(x)=-3(2x+1)e-x] 
 
7.31. α)  Να αποδειχθεί ότι μία συνάρτηση  f  ορισμένη στο    έχει την ιδιότητα   

     f ′ = f   αν και μόνο αν,   f (x) = c.ex ,  όπου  c  πραγματική σταθερά. 

β) Να βρεθεί η συνάρτηση  g  ορισμένη στο διάστημα  (– 2
π , 2

π )  η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις: 

( )g x′ ⋅ συνx + g(x).ημx = g(x).συνx  και  g(0) = 1992. 
   (Εξετάσεις  1992)                                                       [Απ.g(x)=1992ex.συνx] 
 
7.32. Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και επαληθεύει τις σχέσεις 

 [ ]2( ) ( )f x f x′+  = 4 ( ) ( )f x f x′⋅ ⋅ ,  για κάθε  x∈    και   f (0) = 2. Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
[Απ.f(x)=2ex] 

 
7.33. Να βρείτε συνάρτηση  h : →  για την οποία δίνεται ότι  h(0) = 0  και  

      2x.h(x) = (x2+1)[h(x) – ( )]h x′  + 1 ,  για κάθε  x∈ . 
[Απ.h(x)=

x

2
e -1
x +1

] 

 
7.34. Να προσδιορίσετε συνάρτηση  h  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  (0, π)  και ικανοποιεί τις 

συνθήκες:  ( )h x′ ⋅ ημx – h(x).συνx = h(x).ημx ,  για κάθε  x∈ (0, π)   και    h( 2
π ) = πe . 

[Απ.h(x)=ex.ημx] 
 
7.35. Να βρείτε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  και επαληθεύει τις σχέσεις:  

x ( )f x′⋅ = f (x)(x – 1) ,  x∈ (0,+∞ )  και  f (1) = e. 
[Απ.f(x)=

xe
x
] 

 
7.36. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύουν: f (x+y) = f (x) + f (y) ,  για κάθε  x, y∈   

και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0  με  (0)f ′ = 2. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  
είναι παραγωγίσιμη στο    και έπειτα να την βρείτε. 

[Απ.f(x)=2x] 
 
7.37. Έστω συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύουν: 

 f (x+y) = f (x) + f (y) + 2xy ,  για κάθε  x, y∈   και      (0)f ′ = 1. 
Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και έπειτα να την βρείτε. 

[Απ.f(x)=x2+x] 
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7.38. Για μία συνάρτηση  f  με  f (0) ≠ 0  και   (0)f ′ = 0  δίνεται ότι   

f (x + y) = f (x) . f (y) – ημx.ημy , για κάθε  x, y∈ . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι πα-
ραγωγίσιμη στο    και έπειτα να την βρείτε. 

[Απ.f(x)=συνx] 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
7.39. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο    και ικανοποιεί τη σχέση: 

( ) ( )f x f y−  ≤  x y− ,  για κάθε  x, y∈ . Να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή στο  . 
 
7.40. Θεωρούμε τις παραγωγίσιμες στο    συναρτήσεις  f, g  οι οποίες επαληθεύουν τις σχέσεις:  

( )f x′  – f (x) = ( )g x′  – g(x) ,  για κάθε  x∈   και  f (0) = g(0).  Να αποδείξετε ότι  f = g. 
 
7.41. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : (0,+∞ )→   για την οποία ισχύει η ισότητα:     

f (x) + ( )f x′ ⋅ lnxx = 1 ,  για κάθε  x > 0.  Να αποδείξετε ότι:   f (x) = 1 ,  για κάθε  x > 0. 
 
7.42. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη στο διάστημα  (0,+∞ )  και ισχύει: 

           f (x.y) = x.f (y) + y.f (x) ,  για κάθε  x, y∈ (0,+∞ ). 
i) Να αποδείξετε ότι  f (1) = 0. 
ii) Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 =1  με  (1)f ′  = 2004  τότε η  f  είναι παραγωγίσιμη 
στο  (0,+∞ )  και για κάθε  x > 0  ισχύει   x ( )f x′⋅  – f (x) = 2004x. 

iii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
[Απ.f(x)=2004xlnx] 

 
7.43. Έστω  f , g  δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο διάστημα  [–1,1]  με  f (0) = g(0) = 1  και  

(0)f ′ = (0)g′ . Θεωρούμε τις συναρτήσεις  F = g
f
′   και  G = f

g
′   ορισμένες στο  [–1,1]  και  

F ′ = G′  στο  [–1,1]. Να αποδείξετε ότι  f = g  στο  [–1,1]. 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
7.44. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις.  
Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

I. Για μία συνάρτηση  f  δίνεται ότι ( )f x′ = 0, για κάθε  x *∈ . Τότε η  f  είναι σταθερή στο  
*.  

II. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο   και για κάθε  x *∈  είναι  ( )f x′ = 0, τότε συμπε-
ραίνουμε ότι η  f  είναι σταθερή στο . 

III. Αν για μία συνάρτηση  f  είναι ( )f x′ = 1
x   τότε  f (x) = lnx + c. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    8 
 
 

 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 
 
 
 

 εξέταση της μονοτονίας μιας συνάρτησης είναι απαραίτητη για τη με-
λέτη αυτής. Μέχρι αυτό το σημείο, ο μόνος τρόπος για την εξέταση της 

μονοτονίας είναι η χρήση του ορισμού. Εδώ θα δούμε ότι η εύρεση της μο-
νοτονίας απλουστεύεται σημαντικά, αν η συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη και 
γνωρίζουμε το πρόσημο της παραγώγου της. 

 
8.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
 

Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ.  
(i)   Αν ( )f x′ > 0  για κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  

είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ. 
(ii)  Αν ( )f x′ < 0  για κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  

είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το Δ. 
Απόδειξη:  (i)  Έστω  x1, x2∈Δ  με  x1 < x2. Θα δείξουμε ότι  f (x1) < f (x2). Πράγματι, στο διά-
στημα  [x1, x2]  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης Τιμής. Επομένως, υπάρ-

χει  ξ∈ (x1, x2)  τέτοιο, ώστε  (f ξ)′  = 2 1

2 1

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  ⇔   f (x2) – f (x1) = (f ξ)′ (x2–x1). 

Επειδή  (f ξ)′ >0  και  x2 – x1 > 0, έχουμε  f (x2) – f (x1) > 0  ⇔   f (x1) < f (x2). 
 
(ii) Έστω  x1, x2∈Δ  με  x1 < x2. Θα δείξουμε ότι  f (x1) > f (x2). Πράγματι, στο διάστημα  [x1, x2]  

η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Μέσης Τιμής. Επομένως, υπάρχει  ξ∈ (x1,x2)  

τέτοιο, ώστε  (f ξ)′  = 2 1

2 1

( ) ( )f x f x
x x
−
−

  ⇔   f (x2) – f (x1) = (f ξ)′ (x2 – x1). 

Επειδή  ( )f ξ′ <0  και  x2 – x1 > 0, έχουμε  f (x2) – f (x1) < 0  ⇔   f (x1) > f (x2).  
 
8.1.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος ΔΕΝ ΙΣΧΥΕΙ. Δηλαδή αν μια 

συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα (αντίστοιχα γνησίως φθίνουσα) δεν ισχύει κατ’ α-
νάγκη ( )f x′ > 0 (αντίστοιχα ( )f x′ < 0)  για κάθε  x∈Δ. Πράγματι, η συνάρτηση   
f (x) = x3  είναι γνησίως αύξουσα στο  ενώ για την παράγωγό της ( )f x′  = 3x2  έχουμε 
ότι (0)f ′ = 0. Ισχύει  δηλαδή  ( )f x′ ≥  0. Όμοια η συνάρτηση  f (x) = –x3  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο  ενώ ισχύει ( )f x′ ≤  0. 

 
 
 
 

Η
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______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εξέτασης της μονοτονίας μιας συνάρτησης ή εύρεσης παρα-
μέτρων ώστε η συνάρτηση να έχει συγκεκριμμένο είδος μονο-
τονίας σ’ ένα διάστημα. 

  

  Όταν δεν δίνεται κάποιο διάστημα, μελετάμε τη μονοτονία μιας συνάρτησης  f  
στο πεδίο ορισμού της. Εξετάζουμε τη συνέχεια της συνάρτησης σε κάθε διάστη-
μα και βρίσκουμε την  ( )f x′   στα εσωτερικά σημεία αυτών. Βρίσκουμε τα ση-
μεία μηδενισμού και το πρόσημο της  ( )f x′   απ’ όπου συμπεραίνουμε το είδος 
μονοτονίας της  f  για κάθε διάστημα. 

 Όταν ζητούνται να υπολογιστούν παράμετροι ώστε η  f  να έχει συγκεκριμμένο 
είδος μονοτονίας, μελετάμε το πρόσημο της  ( )f x′   για όλες τις τιμές των παρα-
μέτρων. 

 
8.2. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f  με  

                    f (x) = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3ln
2 4

x − x2 – 2x.lnx + 4x + 1 . 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = (0,+∞ ). Η  f  είναι παραγωγί-
σιμη στο  (0,+∞ )  με 

( )f x′  = ( ) 2ln 3 2 ln 4 12 4
x x x x x

′⎡ ⎤− ⋅ − ⋅ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
  

            = ( )ln 3
2 4

x ′
− ⋅ x2 + ( )ln 3

2 4
x − ⋅ (x2)΄ – (2x)΄.lnx – 2x.(lnx)΄ + 4 

            = 1
2x ⋅ x

2 + ( )ln 3
2 4

x − ⋅ 2x – 2.lnx – 2x. 1
x  + 4 

            = x.lnx – x – 2.lnx + 2 = x.(lnx – 1) – 2.(lnx – 1)  
            = (lnx – 1)(x – 2). 
 

( )f x′  = 0  ⇔   (lnx – 1)(x – 2) = 0  ⇔   lnx – 1 = 0  ή  x – 2 = 0  ⇔   lnx = 1  ή  x = 2  ⇔    
x = e  ή  x = 2. 
Στον διπλανό πίνακα φαίνεται το πρόσημο 
της  ( )f x′   καθώς και το είδος μονοτονίας. 
Δηλαδή, η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε κα-
θένα από τα διαστήματα  (0,2] ,  [e,+∞ )  
και  γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  [2,e]. 
 
 

8.3. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της συνάρτησης  f  με  

                      f (x) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

x +x+ x

xx + x π

2 1 αν <02
συν2ημ αν 0 <2 ≤

. 

Λύση: 

x – ∞  0                   2                  e        + ∞  
x–2   – + + 

lnx–1   – – + 
( )f x′   + – + 

f(x)     

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Είναι  f (0) = ημ0 + συν0
2  = 0 + 1

2  = 1
2  ,  

0
l im
x −→

f(x) = 1
2   και  

0
l im
x +→

f (x) = 1
2 . 

Άρα η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0. 
• Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  (–∞ ,0]  και παραγωγίσιμη στο  (–∞ ,0)  ως πολυω-

νυμική συνάρτηση με  ( )f x′  = ( )2 1
2x x
′

+ +  = 2x + 1. 

( )f x′  = 0  ⇔   2x + 1 = 0  ⇔   x = – 1
2 . 

• Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0, π)  και παραγωγίσιμη στο  (0, π)  ως άθροισμα 
παραγωγίσιμων συναρτήσεων με   

( )f x′  = ( )συν2ημ 2
xx
′

+  = συνx + 1
2 ⋅ (–ημ2x).(2x)΄ = συνx – 1

2 ⋅ημ2x.2  

= συνx – ημ2x = συνx – 2ημx.συνx = συνx.(1–2ημx). 
( )f x′  = 0  ⇔   συνx.(1–2ημx) = 0  ⇔   συνx = 0  ή  ημx = 1

2   ⇔   

x = 2
π   ή  x = 6

π   ή  x = 5
6
π  

 
Το πρόσημο της  

( )f x′   σε κάθε 
διάστημα φαίνεται 
στο διπλανό πίνα-
κα. 

 
 
 

 
Άρα, η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα   
(–∞ , – 1

2 ] , [ 6
π , 2

π ] , [ 5
6
π , π]  ενώ γνησίως αύξουσα εί-

ναι στα διαστήματα  [– 1
2 , 6

π ] , [ 2
π , 5

6
π ]. 

 
 
 

8.4. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , η οποία ικανοποιεί τη σχέση:  
                    ′( )f x  + x ′′( )f x⋅  > 3 ′′( )f x   ,  για κάθε  x∈ . 
Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 

Λύση: 
Για κάθε  x∈   είναι:  ( )f x′  + x ( )f x′′⋅  > 3 ( )f x′′   ⇔   ( )f x′  + x ( )f x′′⋅  – 3 ( )f x′′  > 0  ⇔  

( )f x′  + (x–3) ( )f x′′⋅  > 0  ⇔   (x–3)΄ ( )f x′⋅  + (x–3) ( )f x′′⋅  > 0  ⇔   [ ]( 3) ( )x f x ′′− ⋅  > 0. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = (x–3) ( )f x′⋅   με  x∈ . 
Επειδή  ( )g x′  > 0  για κάθε  x∈ , η  g  θα είναι γνησίως αύξουσα στο  . 
Ακόμα  g(3) = (3 – 3).f (3) = 0. 
• Αν  x < 3 ⇒  g(x) < g(3) ⇒  g(x) < 0 ⇒  (x –3) ( )f x′⋅  < 0 ⇒ ( )f x′ > 0  εφ’ όσον  x–3 < 0. 

Αφού η  f  είναι συνεχής στο  (–∞ ,3], ως παραγωγίσιμη συνάρτηση, θα είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο διάστημα  (–∞ ,3]. 

x – ∞   – 1
2            0            6

π           2
π          5

6
π           π     + ∞  

2x+1 – +      
συνx   +    +    0    – –  

1–2ημx      +    0    –    –    0    +  

συνx.(1–2ημx)      +    0    –    0    +    0    –  

( )f x′     –    0    +    +    0    –    0    +    0    –  
f(x)    
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• Αν  x > 3 ⇒  g(x) > g(3) ⇒  g(x) > 0 ⇒  (x–3) ( )f x′⋅  > 0 ⇒ ( )f x′ > 0  εφ’ όσον  x–3 > 0. 
Αφού η  f  είναι συνεχής στο  [3,+∞ ), ως παραγωγίσιμη συνάρτηση, θα είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο διάστημα  [3,+∞ ). 

Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  (–∞ ,3]  και  [3,+∞ ), επομένως θα είναι 
γνησίως αύξουσα στο  . 
 
 

8.5. Να αποδείξετε ότι υπάρχει συνάρτηση  f : →   η οποία να ικανοποιεί την ισότητα: 
                                 f 3(x) + 2f (x) = f 2(x) + x ,   για κάθε  x∈ . 

Λύση: 
Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε  x∈   υπάρχει μοναδικός πραγματικός αριθμός  f(x) = y.  
Έστω ένας  x∈ . Τότε  f 3(x) + 2f(x) = f 2(x) + x ⇔   y3 + 2y = y2 + x  ⇔   y3 – y2 + 2y – x = 0. 
Επειδή η εξίσωση, ως προς  y, είναι πολυωνυμική περιττού βαθμού θα έχει μία τουλάχιστον 
λύση. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  h(y) = y3 – y2 + 2y – x ,  y∈ . Η  h  είναι παραγωγίσιμη στο    με  

( )h y′ = (y3 – y2 + 2y – x)΄ = 3y2 – 2y + 2 > 0 ,  αφού  Δ = (–2)2 – 4.3.2 = 4 – 24 = –20 < 0. 
Επομένως η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  , οπότε η εξίσωση θα έχει μοναδική λύση. 
Άρα για κάθε  x∈   υπάρχει μοναδικός  y = f(x), οπότε ορίζεται η συνάρτηση  f. 
 
 

8.6. Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό  λ   ώστε η συνάρτηση  f  με    
          f (x) = 3x3 – (2λ–1)x2 + x + 5      να είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

Λύση: 
Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο   με  ( )f x′  = 9x2 – 2(2λ–1)x + 1. 
Δ = 4(2λ–1)2 – 36 = 4[(2λ–1)2 – 9] = 4(2λ–1+3)(2λ–1–3) = 4(2λ+2)(2λ–4) = 16(λ+1)(λ–2) 
Δ = 0  ⇔   16(λ+1)(λ–2) = 0  ⇔   λ = –1  ή  λ = 2. 
Το πρόσημο της διακρίνουσας  Δ  φαίνεται στο διπλανό πί-
νακα. 

• Αν  λ < –1  ή  λ > 2  τότε  Δ > 0  και η  ( )f x′   εναλλάσσει το πρόσημό της εκατέρωθεν 
των ριζών της. 

• Αν  –1 < λ < 2  τότε  Δ < 0  και  ( )f x′ > 0  εφ’ όσον ο συντελεστής του  x2  είναι θετι-
κός. Τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

• Αν  λ = –1  τότε  Δ = 0  και  ( )f x′ = 9x2 + 6x + 1 = 
(3x+1)2 ≥  0  για κάθε  x∈ . 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα   
(–∞ , – 1

3 ]  ,  [– 1
3 , +∞ ), άρα θα είναι γνησίως αύξου-

σα στο  . 
• Αν  λ = 2  τότε  Δ = 0  και  ( )f x′ = 9x2 – 6x + 1  

= (3x–1)2 ≥  0  για κάθε  x∈ . 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  (–∞ , 1

3 ]  ,  [ 1
3 ,+∞ ), άρα θα είναι γνη-

σίως αύξουσα στο  . 
Τελικά για να είναι η  f  γνησίως αύξουσα στο    θα πρέπει  –1 ≤  λ ≤  2. 
 
 
 

λ – ∞      –1          2           + ∞  
Δ      +     0   –    0      + 

x – ∞       –1/3         + ∞  
( )f x′       +       0       +   

f (x)   

x – ∞         1/3         + ∞  
( )f x′       +       0       +   

f (x)   
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Εύρεσης των τιμών παραμέτρων όταν δίνεται μία εξίσωση ή μία 
ανίσωση. 

  

  Αφού έχουμε εξετάσει το είδος μονοτονίας μιας συνάρτησης  f  μας ζητείται να 
υπολογίσουμε παραμέτρους, π.χ. την  λ, ώστε να αληθεύει κάποια ισότητα. Με-
τασχηματίζουμε την ισότητα στη μορφή   
f (Α(λ)) = f (B(λ)), από την οποία καταλήγουμε ισοδυνάμως στην ισότητα   
Α(λ) = B(λ). Αυτό προκύπτει από το ότι η  f  είναι  1-1 στο διάστημα που ανα-
φερόμαστε, αφού η  f  είναι γνησίως μονότονη σ’ αυτό, όπως θα έχουμε συμπε-
ράνει προηγούμενα. Από την τελευταία εξίσωση βρίσκουμε τις τιμές του  λ. 

 Όταν θέλουμε να λύσουμε μία ανίσωση με άγνωστο π.χ. το  λ, την μετασχημα-
τίζουμε στη μορφή   
f (Α(λ)) < f (B(λ)), από την οποία καταλήγουμε ισοδυνάμως στην ανισότητα  
Α(λ) < B(λ), αν η  f  είναι γνησίως αύξουσα  ή  στην Α(λ) > B(λ), αν η  f  είναι 
γνησίως φθίνουσα. Αυτό ισχύει αφού  η  f  και η   
f –1  έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας. Από την τελευταία ανίσωση βρίσκουμε τις 
τιμές του  λ. 

 
8.7. i)  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f  με    f (x) = 2 +1

xe
x

. 

ii)  Να βρείτε τον  θ∈ [0,2π]  αν δίνεται ότι: 
                                                   ημθ + ln(3+συν2θ) = συνθ + ln(3–συν2θ). 

Λύση: 
i)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο   με 

( )f x′  = 2 1

xe
x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 
2 2

2 2
( ) ( 1) ( 1)

( 1)

x xe x e x
x

′ ′⋅ + − ⋅ +
+

 = 
2

2 2
( 1) 2

( 1)

x xe x e x
x

⋅ + − ⋅
+

 = 
2

2 2
( 1 2 )
( 1)

xe x x
x

⋅ + −
+

 = 

2

2 2
( 1)

( 1)

xe x
x
⋅ −
+

 ≥  0. 

( )f x′  = 0  ⇔   (x – 1)2 = 0  ⇔   x – 1 = 0  ⇔   x = 1. 
Η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα  (–∞ ,1]  και  [1,+∞ ), επομένως η  
f  είναι γνησίως αύξουσα στο  . 
 
ii)  Η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  , άρα θα είναι  1-1 σ’ αυτό. Έχουμε: 
              ημθ + ln(3 + συν2θ) = συνθ + ln(3 – συν2θ)  ⇔   
              ημθ – συνθ = ln(3 – συν2θ) – ln(3 + συν2θ)   ⇔  

   ημθ – συνθ = ln ( )3 συν2
3 συν2

θ
θ

−
+

  ⇔   eημθ – συνθ = 3 συν2
3 συν2

θ
θ

−
+

  ⇔   eημθ – συνθ = 
2

2
3 (1 2ημ )
3 (2συν 1)

θ
θ

− −
+ −

  ⇔   

ημ

συν
e
e

θ

θ  = 
2

2
3 1 2ημ
3 2συν 1

θ
θ

− +
+ −

  ⇔   
ημ

συν
e
e

θ

θ  = 
2

2
2 2ημ
2 2συν

θ
θ

+
+

  ⇔   
ημ

συν
e
e

θ

θ  = 
2

2
2(1 ημ )
2(1 συν )

θ
θ

+
+

  ⇔   

ημ

συν
e
e

θ

θ  = 
2

2
1 ημ
1 συν

θ
θ

+
+

  ⇔   
ημ

2ημ 1
e θ

θ +
 = 

συν

2συν 1
e θ

θ +
  ⇔   f (ημθ) = f (συνθ)   

1 1f −

⇔    ημθ = συνθ  ⇔   

ημ
συν

θ
θ  = 1  ⇔   εφθ =1  ⇔   θ = 4

π   ή  θ = π + 4
π  = 5

4
π . 

 
 

8.8. i)  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f  με  f (x) = e–x – ημ +συν
2 x

x x
e

. 

x – ∞          1           + ∞  
( )f x′       +       0       +   

f (x)   

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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ii)  Να βρείτε τον θετικό αριθμό  κ, για τον οποίο ισχύει: 
                 2(κ – 1) + ημ(2.lnκ) – κ.ημ(lnκ) < κ.συν(lnκ) – συν(2.lnκ). 

Λύση: 
i)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο   με 

( )f x′  = ημ συν
2

x
x

x xe
e

−
′+⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = ( )xe− ′  – 2

(ημ συν ) (ημ συν ) ( )1
2 ( )

x x

x
x x e x x e

e
′ ′+ ⋅ − + ⋅⋅   

= e–x.(–x)΄ – 2
(συν ημ ) (ημ συν )

2

x x

x
x x e x x e

e
− ⋅ − + ⋅  = –e–x – 2

(συν ημ ημ συν )
2

x

x
e x x x x

e
− − −  

= – e–x – 2ημ
2 x

x
e

− =  – e–x + ημx
x

e
  =  – e–x + e–x.ημx = e–x.(ημx–1) ≤  0. 

( )f x′  = 0  ⇔   e–x.(ημx–1) = 0  ⇔   ημx–1 = 0  ⇔   ημx = 1  ⇔   x = 2κπ + 2
π  ,  κ∈ . 

Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε 
καθένα από τα διαστήματα   
[2κπ + 2

π  , 2(κ+1)π + 2
π ]  όπου  

κ∈ . Επομένως η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 
 
ii)  Η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  . Έχουμε: 
              2(κ – 1) + ημ(2lnκ) – κ.ημ(lnκ) < κ.συν(lnκ) – συν(2lnκ)       ⇔   
                    2κ – κ.ημ(lnκ) – κ.συν(lnκ) < 2 – ημ(2lnκ) – συν(2lnκ)    ⇔  

                  2
2
2
κ
κ

 – 2
ημ(ln )
2

κ κ
κ

⋅  – 2
συν(ln )

2
κ κ

κ
⋅   <  2

2
2κ

 – 
2

2
ημ(ln )

2
κ

κ
 – 

2

2
συν(ln )

2
κ

κ
  ⇔      

                  1
κ  – ημ(ln )

2
κ

κ  – συν(ln )
2

κ
κ   <  2

1
κ

 – 
2

2
ημ(ln )

2
κ

κ
 – 

2

2
συν(ln )

2
κ

κ
     ⇔  

                 1
κ  – ημ(ln ) συν(ln )

2
κ κ

κ
+   <  2

1
κ

 – 
2 2

2
ημ(ln ) συν(ln )

2
κ κ

κ
+      ⇔  

                ln
1
κe

 – ln
ημ(ln ) συν(ln )

2 κ
κ κ

e
+   <  2ln

1
κe

 – 2

2 2

ln

ημ(ln ) συν(ln )
2 κ

κ κ
e
+      ⇔  

              e–lnκ – ln
ημ(ln ) συν(ln )

2 κ
κ κ

e
+   <  2ln κe−  – 2

2 2

ln

ημ(ln ) συν(ln )
2 κ

κ κ
e
+     ⇔  

 

    f (lnκ) < f (lnκ2)   
f ↓

⇔   lnκ > lnκ2  ⇔   κ > κ2  ⇔    κ – κ2 > 0  
⇔   κ(1 – κ) > 0  ⇔   0 < κ < 1. 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
8.9. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις επόμενες συναρτήσεις: 

i)  f (x) = x3 – 2x2 + x – 5                      ii)  f (x) = 5
3 2
x
x
+
−

                      iii)  f (x) = 
1

x
x+

 + 1x
x
+   

 
8.10. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις επόμενες συναρτήσεις: 

i)  f (x) = 
3

2 3
x

x +
                             ii)  f (x) = x2 + 2

1
x

– 2                     iii)  f (x) = 21x x⋅ −  

x – ∞  – 3π/2            π/2              5π/2             9π/2   + ∞  
( )f x′     …   0      –        0       –       0       –       0    … 

f (x)  …    …  

κ – ∞    0           1   + ∞  
κ–κ2   –     0    +    0    –     
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8.11. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονία των συναρτήσεων: 

i)  f (x) = ln(1+ ex)                  ii) f (x) = 
2 3x xe −                   iii)  f (x) = x – ex                 iv)  f (x) = x3.ex  

 
8.12. Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις επόμενες συναρτήσεις: 

i)  f (x) = x2.lnx                           ii)  f (x) = x – 2ημx ,  x∈ [0, π)                           iii)  f (x) = x + συνx   
 
8.13. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονία των συναρτήσεων: 

i)  f (x) = 2
x

x                               ii)  f (x) = ln 1xx −                                iii)  f (x) = 
2 lnx xx ⋅  

 
8.14. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και έπειτα το σύνολο τιμών, στις ακόλουθες συναρτή-

σεις:   i)  f (x) = 
2

2
1
1

x
x
+
−

                                   ii)  f (x) = 
2

1
1

x
x
−
+

 

[Απ.i)f(A)=(- ∞ ,-1] ∪ (1,+ ∞ ) ii)[- 2 ,1)] 

 
8.15. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ln(x – 5) + 2x – 12. 
α)  Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f ; 
β)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 
γ)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
δ)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 2006  έχει μοναδική λύση στο πεδίο ορισμού της συνάρ-
τησης  f. 

 
8.16. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , για την οποία δίνεται ότι:  

   3x2 ( )f x′⋅  + x3 ( )f x′′⋅  < ( )f x′′  ,  για κάθε  x∈ . Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη 
μονοτονία. 

[Απ.Γνησίως φθίνουσα] 

 
8.17. Να βρείτε τις τιμές του  α, για τις οποίες η συνάρτηση  f (x) = 2x3 + αx2 + 6x + 5  είναι γνησίως 

αύξουσα στο  . 
[Απ.-6 ≤ α ≤ 6] 

 
8.18. Να βρείτε τις τιμές του  λ, για τις οποίες η συνάρτηση  f (x) = (λ – 1)x3 + (λ – 1)x2 + λx + 1   

είναι γνησίως αύξουσα στο  . 
[Απ.λ ≥ 1] 

 

8.19. Να βρεθούν οι τιμές του πραγματικού αριθμού  λ, ώστε η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2 1

λxe
x +

, να 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 
[Απ.λ ≤ -1] 

 
8.20. Να αποδείξετε ότι: 

i)  Η συνάρτηση  f (x) = x3 + 2x – 1 – ημ2x ,  x∈ , είναι γνησίως αύξουσα. 
ii)  Η εξίσωση  x3 + 2x – 1 = ημ2x  έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  (0,1). 

(Εξετάσεις  2001) 
 
8.21. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [1, e]  με  0 < f (x) <1  και  ( )f x′ ≥ 0  

για κάθε  x∈ [1, e] , να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο ένας αριθμός  x0∈ (1, e)  τέτοιος ώστε     
f (x0) + x0.lnx0  =  x0 . 

(Εξετάσεις  1994) 
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8.22. Να λύσετε τις εξισώσεις: 
i)  x + ex = 1                               ii)  e.lnx = x                                  iii) ln(x2 + 1) + x = 0  
iv) 5x + 12x = 13x                        v) 2x + 3x + 4x = 9x                        vi) (x + 1)2004 = x2004 + 1  

 
8.23. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x2 + x.ημx + συνx = 2 , έχει ακριβώς δύο πραγματικές ρίζες. 
 
8.24. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f, g  με  f (x) = x3 + 2x – 1  και  

g(x) = e1–x + 1  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο το,  Α(1,2). 
 
8.25. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f, g  με  f (x) = ex – 1  και   

g(x) = x2 + x.ex  έχουν ένα μόνο κοινό σημείο. Ποιο είναι αυτό; 
 
8.26. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  x4 – 4x + 2 = 0   έχει δύο μόνο πραγματικές και άνισες ρίζες. 
 

8.27. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
11

1

x

x
e
e

++
+

. 

α)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία της στο  . 
β)  Για κάθε  x < 0  να αποδείξετε ότι  f (5x) + f (7x) > f (6x) + f (8x). 

 
8.28. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ex + x. 

α)  Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 
β)  Να λύσετε την εξίσωση:   ex+2 – 

2xe  = x2 – x – 2. 
[Απ.β)-1 , 2] 

 
8.29. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2–x – x. 

α)  Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 
β)  Να λύσετε την εξίσωση:  ημ

1
2 θ  – συν

1
2 θ  = ημθ – συνθ ,  με  θ∈ [0, 2π]. 

[Απ.β)π/4 , 5π/4] 

 
8.30. Αν  α, β∈  και ισχύει η σχέση:  α3 + 2α = β3 + 2β  ,  να αποδείξετε ότι  α = β. 
 
8.31. Έστω  α, β∈  οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση  α + eα + e2a = β + eβ + e2β. Να αποδείξετε ότι  
α = β. 

 
8.32. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = 2ημx – 3x. 

i) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
ii) Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού  α, για τις οποίες ισχύει η σχέση:    

ημα + ημα2 > 3
2
α(1+ α). 

[Απ.ii)-1<α<0] 

 
8.33. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με   f (x) = ln x

x
. Αφού εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη 

μονοτονία, να αποδείξετε ότι: 

i)   ( ) 1n
n

+
 > ( )1

n
n+  ,  n ≥ 8                                                           ii)   eπ > πe   

iii)  α1/α . β1/β ≤  e2/e,  με  α, β > 0 
 
8.34. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = x – π.lnx. 

α) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 
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β) Να αποδείξετε ότι:  ee.ππ  >  e2π. 
 
8.35. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με   f (x) = 

1
x

x+
. 

α)  Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 

β)  Να αποδείξετε ότι:  
1
α β
α β
+

+ +
 ≤  

1
α
α+

 + 
1
β
β+

. 

 
8.36. i)  Αν για κάθε  x∈   ισχύει  ( )f x′  > 0  και  ( )g x′  < 0 να αποδείξετε ότι οι γραφικές παρα-

στάσεις των  f, g  έχουν το πολύ ένα κοινό σημείο. 
ii)  Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των  f (x) = ex + 2x  και  g(x) = e–x – x3  έχουν ένα 

μόνο κοινό σημείο που βρίσκεται στον άξονα  y΄y. 
 
8.37. Θεωρούμε τις παραγωγίσιμες συναρτήσεις  f, g  που έχουν πεδίο ορισμού το διάστημα  

[0,+∞ )  για τις οποίες ισχύει η σχέση:  ( )f x′ = ( )g x′ + ημ2x + ex  για κάθε  x∈ [0,+∞ ). Να α-
ποδείξετε ότι:   f (0) + g(x) < g(0) + f (x) ,   για κάθε  x∈ (0,+∞ ). 

(Εξετάσεις  1996) 
 
8.38. Αν για τις συναρτήσεις  f, g  ισχύει  f (0) = g(0)  και  ( )f x′ > ( )g x′   για κάθε  x∈ , να απο-

δείξετε ότι: 
i)   f (x) < g(x)   για κάθε   x∈ (–∞ ,0)    και 
ii)  f (x) > g(x)   για κάθε   x∈ (0,+∞ )   

 

8.39. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 3
x

e . 
i)  Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση της  f. 
ii)  Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f ,  f –1  τέμνονται σε δύο μόνο 
σημεία. 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 

8.40. Να λύσετε την εξίσωση  xe – e2 = x – 2. 
 

8.41. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  3ex = 1+ x + 
2

2
x   έχει ακριβώς μία πραγματική ρίζα. 

 
8.42. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  με  ( )f x′ > f (x) , για κάθε  x∈  και   

f (0) = 0. Να δείξετε ότι  x.f (x) ≥  0 , για κάθε  x∈ . 
 

8.43. Θεωρούμε συνάρτηση  f  για την οποία δίνεται ότι   f (x) + lnx ( )( )x f x ′⋅ ⋅ > 0 ,  για κάθε  x > 0. 
Να αποδείξετε ότι  f (x) > 0  για κάθε  x∈ (0, +∞ ). 

 
8.44. Α. α) Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  ( )f x′ < 0 , για κάθε  x∈ . 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός πραγματικός  ξ  τέτοιος ώστε  f (ξ) = ξ. 
β) Να αποδείξετε με ένα αντιπαράδειγμα ότι δεν συμβαίνει το ίδιο αν είναι  ( )f x′ > 0 , για κά-

θε  x∈ . 
Β. α) Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  ( )f x′ > 0 , για κάθε  x∈ . Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός πραγματικός  ξ  τέτοιος ώστε  f (ξ) + ξ = 0. 
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β) Να αποδείξετε με ένα αντιπαράδειγμα ότι δεν συμβαίνει το ίδιο αν είναι  ( )f x′ < 0 , για κά-
θε  x∈  

 
8.45. Αν η συνάρτηση  f  είναι αύξουσα και παραγωγίσιμη στο διάστημα  (α, β), να αποδείξετε ότι  

( )f x′  ≥  0  για κάθε  x∈ (α, β). 
 
8.46. Αν για τη συνάρτηση  f  ισχύει  0( )f x′  > 0  και η συνάρτηση  f ′   είναι συνεχής στο  x0, να 

αποδείξετε ότι υπάρχει διάστημα της μορφής  (x0 – δ, x0 + δ)  στο οποίο η  f  είναι γνησίως αύ-
ξουσα. 

 
8.47. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ ). Η  Cf  διέρχεται 

από την αρχή των αξόνων και η συνάρτηση  f ′   είναι γνησίως αύξουσα στο  (0,+∞ ). Να απο-

δείξετε ότι η συνάρτηση  g  με  g(x) = ( )f x
x

  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0,+∞ ). 

 
 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
8.48. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-

τε την απάντησή σας. 
I.  Η συνάρτηση  f  με  ( )f x′ = –2ημx + 2

1
ημ x

+ 3, όπου  x∈ [
2
π , π)  είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα αυτό. 
II. Αν  ( )f x′ = ( )g x′ +3  για κάθε  x∈Δ, τότε η συνάρτηση  h(x) = f (x) – g(x)  είναι γνησίως φθί-
νουσα στο  Δ. 

III. Για μία συνάρτηση  f  δίνεται ότι  ( )f x′ > 0, για κάθε  x∈ (1,4). Αν  f (2) = 3, τότε μπορεί το   
f (3) = 2. 

IV.  Αν για τη συνάρτηση  f  ισχύει  ( )f x′ < 0,  x∈ , τότε και  f (x) < 0, για κάθε  x∈ . 

V. Αν η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,5]  και  ( )f x′ > 0  για κάθε  x∈ (0,3)∪ (3,5)  τότε η  f  
είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  [0,5]. 

VI. Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει  ( )f x′ = ex.ημ5. Τότε η  f  είναι 
γνησίως αύξουσα στο  . 

VII. Αν  ( )f x′ = (1 + 2x + x2).ex , τότε η εξίσωση  f (x) = 0  έχει το πολύ μία ρίζα. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    9. 
 
 

 

ΤΟΠΙΚΑ  ΑΚΡΟΤΑΤΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

Στον κόσμο δεν συμβαίνει τίποτε του οποί-
ου η σημασία να μην συμπίπτει με εκείνη 
κάποιου μεγίστου ή ελαχίστου. 

– LEONARD  EULER 
 
 
 
 
 
9.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: (i)  Μια συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού  Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει 

στο  x0∈A  τοπικό μέγιστο, όταν υπάρχει  δ > 0, τέτοιο ώστε 
                     f (x) ≤  f (x0) ,  για κάθε  x∈ (x0 – δ , x0 + δ)∩Α. 
Το  x0  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού μεγίστου, ενώ το  f (x0)  το-
πικό μέγιστο της  f. 

(ii)  Μια συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού  Α, θα λέμε ότι παρουσιάζει 
στο  x0∈A  τοπικό ελάχιστο, όταν υπάρχει  δ > 0, τέτοιο ώστε 
                     f (x) ≥  f (x0) ,  για κάθε  x∈ (x0 – δ , x0 + δ)∩Α. 
Το  x0  λέγεται θέση ή σημείο τοπικού ελαχίστου, ενώ το  f (x0)  το-
πικό ελάχιστο της  f. 

 
9.2. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (1) Αν η ανισότητα  f (x) ≤  f (x0)  ισχύει για κάθε  x∈A, τότε η  f  παρου-

σιάζει στο  x0  ολικό μέγιστο ή απλά μέγιστο, το  f (x0). 
(2) Αν η ανισότητα  f (x) ≥  f (x0)  ισχύει για κάθε  x∈A, τότε η  f  παρουσιάζει στο  x0  ολικό 
ελάχιστο ή απλά ελάχιστο, το  f (x0). 

(3) Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα της  f  λέγονται τοπικά ακρότατα αυτής, ενώ τα 
σημεία στα οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα λέγονται θέσεις τοπικών ακροτάτων, 
Το μέγιστο και το ελάχιστο της  f  λέγονται ολικά ακρότατα ή απλά ακρότατα αυτής. 

 
9.3. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (i)  Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό ελάχι-

στο. 
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(ii) Αν μια συνάρτηση  f  παρουσιάζει μέγιστο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο από τα το-
πικά μέγιστα, ενώ αν παρουσιάζει ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μικρότερο από τα τοπι-
κά ελάχιστα. 
Το μεγαλύτερο όμως από τα τοπικά μέγιστα μιας συνάρτησης ΔΕΝ είναι πάντοτε μέγιστο 
αυτής. Επίσης το μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συ-
νάρτησης 

 
9.4. ΘΕΩΡΗΜΑ 

(Fermat): 
 

Έστω μια συνάρτηση  f, η οποία είναι ορισμένη σ’ ένα διάστημα  Δ  και  
x0  ένα εσωτερικό σημείο του  Δ. Αν η  f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο 
στο  x0  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε  0( )f x′ = 0. 

Απόδειξη:  Υποθέτουμε ότι η  f  παρουσιάζει στο  x0  τοπικό μέγιστο. Επειδή το  x0  είναι εσωτε-
ρικό σημείο του  Δ  και η  f  παρουσιάζει σ’ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει  δ > 0  τέτοιο, ώστε   
(x0 – δ, x0 + δ)⊆ Δ  και   f (x) ≤  f (x0) ,  για κάθε  x∈ ( x0 – δ, x0 + δ). (1) 

Επειδή η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0, ισχύει  0( )f x′ = 
0

lim
x x−→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

=
0

lim
x x+→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

. 

Επομένως, 

• αν  x∈ (x0 – δ , x0), τότε, λόγω της  (1) , θα είναι  0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≥  0 , οπότε θα έχουμε 

        0( )f x′  = 
0

lim
x x−→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≥  0     (2) 

• αν  x∈ (x0 , x0 + δ), τότε, λόγω της  (1) , θα είναι  0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≤  0 , οπότε θα έχουμε 

        0( )f x′  = 
0

lim
x x+→

0

0

( ) ( )f x f x
x x
−
−

 ≤  0.     (3) 

Από  (2)  και  (3)  έχουμε  0( )f x′  = 0. 
Ανάλογα αποδεικνύεται η περίπτωση να παρουσιάζει η  f  στο  x0  τοπικό ελάχιστο.  
 
9.5. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  Σύμφωνα με το θεώρημα του Fermat, τα εσωτερικά σημεία του  Δ, στα ο-

ποία η  f ′   δεν μηδενίζεται, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων. Επομένως, οι πιθανές 
θέσεις των τοπικών ακροτάτων μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα  Δ είναι: 

(1)  Τα εσωτερικά σημεία του  Δ  στα οποία η παράγωγος της  f  μηδενίζεται. 
(2)  Τα εσωτερικά σημεία του  Δ  στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται. 
(3)  Τα άκρα του  Δ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της). 
Τα εσωτερικά σημεία του  Δ  στα οποία η  f  δεν παραγωγίζεται  ή  η παράγωγός της είναι 
ίση με μηδέν, λέγονται κρίσιμα σημεία της  f  στο διάστημα  Δ. 

 
9.6. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

 
Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  (α, β), με ε-
ξαίρεση ίσως ένα σημείο του  x0 , στο οποίο όμως η  f  είναι συνεχής. 
(i)   Αν  ( )f x′  > 0  στο  (α , x0)  και  ( )f x′  < 0  στο  (x0 , β) , τότε το   

f (x0)  είναι τοπικό μέγιστο της  f . 
(ii)   Αν  ( )f x′  < 0  στο  (α , x0)  και  ( )f x′  > 0  στο  (x0 , β) , τότε το  

f (x0)  είναι τοπικό ελάχιστο της  f . 
(iii)  Αν  η  ( )f x′   διατηρεί πρόσημο στο  (α , x0)∪ (x0 , β) , τότε το   

f (x0)  δεν είναι τοπικό ακρότατο και η  f  είναι γνησίως μονότονη 
στο  (α, β). 
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______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εύρεση ακροτάτων μιας συνάρτησης ή εύρεσης παραμέτρων 
ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει ακρότατα σε κάποια σημεία. 

  

  Όταν δεν δίνεται κάποιο διάστημα ,μελετάμε τη μονοτονία μιας συνάρτησης  f  
στο πεδίο ορισμού της. Εξετάζουμε τη συνέχεια της συνάρτησης σε κάθε διά-
στημα και βρίσκουμε την  ( )f x′   στα εσωτερικά σημεία αυτών. Βρίσκουμε τα 
σημεία μηδενισμού και το πρόσημο της  ( )f x′   απ’ όπου συμπεραίνουμε το εί-
δος της μονοτονίας της  f  για κάθε διάστημα. Μετά βρίσκουμε, αν υπάρχουν, τα 
ακρότατα. 

 Όταν ζητούνται να υπολογιστούν παράμετροι και στα δεδομένα δίνεται η θέση  
x0  στην οποία θέλουμε η  f  να παρουσιάζει ακρότατο, τότε σχηματίζουμε εξι-
σώσεις, μία από τις οποίες είναι η  0( )f x′  = 0, αφού η  f  θα είναι παραγωγίσιμη 
σ’ αυτό. Για τις τιμές των παραμέτρων που θα βρούμε ελέγχουμε αν η  ( )f x′   
εναλλάσσει το πρόσημό της εκατέρωθεν του  x0. 

 
9.7. Να βρεθούν τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης  f  με    f (x) = x x3− . 

Λύση: 
Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν:   
x – x3 ≥  0  ⇔   x(1 – x2) ≥  0  ⇔   
 x(1–x)(1+x) ≥  0  ⇔   x ≤ –1  ή  0 ≤ x ≤ 1. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df  = (–∞ ,–1]∪ [0,1]. 
Η  f  είναι συνεχής στο  Df   ως ρίζα πολυωνυμικής συνάρτησης και 
 για κάθε  x∈ (–∞ ,–1)∪ (0,1)  είναι: 

( )f x′  = ( )3x x ′
−  = ( )3

3

1
2

x x
x x

′⋅ −
−

 = 
2

3

1 3
2

x
x x
−
−

 . 

( )f x′  = 0 ⇔  1 – 3x2 = 0 ⇔  3x2 = 1 ⇔  x2 = 1
3  ⇔  x = 1

3
 δεκτή  ή  x = – 1

3
  απορρίπτεται. 

Στο διπλανό πίνακα βλέπου-
με το πρόσημο της  ( )f x′   
και τα διαστήματα μονοτονί-
ας της  f. 
 
• Για  x = –1  η  f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, με τιμή   

f (–1) = 31 ( 1)− − −  = 1 ( 1)− − −  = 1 1− +  = 0. 

• Για  x = 0  η  f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, με τιμή  f (0) = 30 0−  = 0. 

• Για  x = 1
3

  η  f  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο, με τιμή   

f ( 1
3

) = 
3

1 1
3 3

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 1
3 3 3
−  = 2

3 3
. 

Για  x = 1  η  f  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, με τιμή  f (1) = 31 1−  = 0. 

x – ∞      –1       0        1     + ∞  
x – x3      +     0  –  0  +  0    – 

x – ∞         –1          0                1
3

                1     + ∞  

( )f x′  –        +      0      –  
f(x)      

                                                 τ.ε.        τ.ε.                τ.μ.                τ.ε. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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Εύρεσης παραμέτρων ή κάποιας τιμής ενός ζητούμενου όταν 
δίνεται μία ανισοτική σχέση σε ένα διάστημα. 

  

  Όταν δίνεται ότι μια συνάρτηση  f  παρουσιάζει ακρότατα σε εσωτερικά σημεία  
x1, x2 , …  του πεδίου ορισμού της, στα οποία είναι παραγωγίσιμη, εφαρμόζουμε 
το θεώρημα  Fermat, δηλαδή συμπεραίνουμε ότι  1( )f x′  = 0, 2( )f x′  = 0, … . 
Από την εξίσωση ή το σύστημα που δημιουργείται βρίσκουμε τις τιμές των πα-
ραμέτρων, που υπάρχουν, ή τη σχέση που συνδέει αυτές. 

 Όταν δίνεται μία ανισοτική σχέση σε ένα διάστημα, τότε ορίζουμε μία συνάρτη-
ση, π.χ. την  f  και μετασχηματίζουμε την ανισοτική σχέση σε άλλη της μορφής   
f (x) ≥  f (x0)  ή  f (x) ≤  f (x0). Η  f  παρουσιάζει ακρότατο στη σημείο  x0 , το ο-
ποίο θα είναι εσωτερικό του διαστήματος και η  f  θα παραγωγίζεται σ’ αυτό. 
Εφαρμόζουμε το θεώρημα  Fermat , δηλαδή  0( )f x′  = 0  και καταλήγουμε στο 
ζητούμενο. 

 
9.8. Αν  α > 0  και για κάθε πραγματικό αριθμό  x  ισχύει   2x + αx  ≥  3x + 4x  ,  

να αποδείξετε ότι   α = 6. 
Λύση: 
Για κάθε  x∈   είναι:  2x + αx  ≥   3x + 4x  ⇔   2x + αx – 3x – 4x  ≥   0.  (1) 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f(x) = 2x + αx – 3x – 4x , με  x∈ . 
Η σχέση  (1)  γράφεται:  2x + αx – 3x – 4x  ≥   20 + α0 – 30 – 40  ⇔    
                                                           f (x)  ≥   f (0)   για κάθε  x∈ . 
Άρα η  f  έχει ελάχιστο στο σημείο  x = 0, το οποίο είναι εσωτερικό σημείο του    και η  f  εί-
ναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 
Επομένως από το θεώρημα Fermat έχουμε  (0)f ′ = 0. 

Για κάθε  x∈   είναι:  ( )f x′ = ( )2 3 4x x x xα ′+ − −  = 2x.ln2 + αx.lnα – 3x.ln3 – 4x.ln4   

Άρα  (0)f ′ = 0  ⇔   20.ln2 + α0.lnα – 30.ln3 – 40.ln4  =  0  ⇔   ln2 + lnα – ln3 – ln4  =  0⇔  

         ln(2α) = ln(3.4)  ⇔   2α = 12  ⇔   α = 6. 
 
 

9.9. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από 
το σημείο  Α(0,–1)  και για κάθε  x∈ (0,+ ∞ )  ισχύει:   x.f 2(1–x) + lnx  ≥   1. 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf  στο σημείο  Α. 

Λύση: 
Αφού η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(0,–1)  θα είναι  f (0) = –1. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  g  με  g(x) = x.f 2(1–x) + lnx  με  x∈ (0,+∞ ). 
Στο διάστημα  (0,+∞ ), η συνάρτηση  h(x) = f (1–x)  είναι παραγωγίσιμη σαν σύνθεση των πα-
ραγωγίσιμων συναρτήσεων  h1(x) = 1 – x και  h2(x) = f (x), η  φ(x) = h2(x)  είναι παραγωγίσιμη 
σαν δύναμη παραγωγίσιμης συνάρτησης και η  Κ(x) = x.h2(x)  είναι παραγωγίσιμη σαν γινόμε-
νο παραγωγίσιμων συναρτήσων. Άρα και η  g(x) = Κ(x) + lnx  είναι παραγίσιμη σαν άθροισμα 
παραγωγίσιμων συναρτήσεων με 

( )g x′  = ( )2 (1 ) lnx f x x ′⋅ − +  = (x)΄.f 2(1–x) + ( )2 (1 )x f x ′⋅ −  + 1
x   

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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           = f 2(1– x) + x.2.f (1–x) ( )(1 )f x ′−  + 1
x  = f 2(1– x) + 2x.f (1– x) (1 ) (1 )f x x′ ′− ⋅ −  + 1

x  = 

           = f 2(1–x) – 2x.f (1–x) (1 )f x′⋅ −  + 1
x  

Είναι:  g(1) = 1.f 2(1–1) + ln1 = f 2(0) + 0 = (–1)2 = 1. 
Άρα  g(x) ≥  g(1)  για κάθε  x∈ (0,+∞ ),  δηλαδή η  g  παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο   
x0 = 1, το οποίο είναι εσωτερικό του  (0,+∞ )  και η  g  είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
Συνεπώς από το θεώρημα Fermat έχουμε   

(1)g′  = 0  ⇔   f 2(1–1) – 2.1.f (1–1) (1 1)f ′⋅ −  + 1
1  = 0  ⇔   f 2(0) – 2.f (0) (0)f ′⋅  + 1 = 0  ⇔    

(–1)2 – 2.(–1) (0)f ′⋅  + 1 = 0  ⇔   1 + 2 (0)f ′⋅  + 1 = 0  ⇔   2 (0)f ′⋅  = –2  ⇔   (0)f ′  = –1. 
Επομένως η εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf  στο σημείο  Α  είναι: 
  y – f (0) = (0)f ′ ⋅ (x – 0)  ⇔   y – (–1) = –1.x  ⇔   y + 1 = – x  ⇔   y = – x – 1. 
 
 

9.10. A.  Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β]  και ισχύουν: 
           ′f α( )  < 0  ,  ′f β( )  > 0. Να αποδείξετε ότι  
α) υπάρχει  ξ∈ (α,β)  στο οποίο η  f  παίρνει ελάχιστη τιμή 
β) ′f ξ( )  = 0. 

B. (Θεώρημα  Darboux) Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β]  με  
′ ′⋅f α f β( ) ( ) < 0 , τότε υπάρχει  ξ∈ (α,β)  τέτοιο, ώστε  ′f ξ( )  = 0. 

Γ. (Ιδιότητα  Darboux) Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α,β]  και  
′f α( )  < κ < ′f β( )   τότε υπάρχει  x0∈ (α,β)  τέτοιο, ώστε  ′f x0( ) = κ. 

Δ.  Αν για μια συνάρτηση  f  ισχύει  ′f x( )  ≠ 0  για κάθε  x∈Δ  τότε αποδείξτε ότι η  f  είναι 
γνησίως μονότονη στο  Δ. 

Λύση: 
Α. α)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα  [α, β], άρα θα είναι συνεχής σ’ αυτό. 
Άρα η  f  θα έχει ελάχιστη τιμή, δηλαδή θα υπάρχει  ξ∈ [α, β]  τέτοιος, ώστε  f (x) ≥  f (ξ)  για 
κάθε  x∈ [α, β]. 

Είναι ( )f α′ < 0 ⇒  lim
x a+→

( ) ( )f x f α
x α
−
−

< 0. Τότε θα υπάρχει  δ > 0  ώστε  για κάθε  x∈ (α,α+ δ)  

να είναι  ( ) ( )f x f a
x α
−
−

 < 0 ⇒  f (x) – f (α) < 0 ⇒  f (x) < f (α)  αφού  x > α. 

Άρα  f (ξ) ≤  f (x) < f (α). 

Είναι ( )f β′ > 0 ⇒  lim
x β−→

( ) ( )f x f β
x β
−
−

> 0. Τότε θα υπάρχει  δ > 0  ώστε  για κάθε  x∈ (β–δ,β)  

να είναι  ( ) ( )f x f β
x β
−
−

 > 0 ⇒  f (x) – f (β) < 0 ⇒  f (x) < f (β)  αφού  x < β. 

Άρα  f (ξ) ≤  f (x) < f (β). Επομένως, ξ ≠ α  και  ξ ≠ β , δηλαδή  ξ∈ (α, β). 
β)  Η  f  έχει ελάχιστο στο σημείο  ξ∈ (α, β)  και είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. Από θεώρημα 

Fermat  θα είναι ( )f ξ′ = 0. 
Β.  Είναι ( ) ( )f α f β′ ′⋅ < 0  οπότε ( )f α′ < 0  και  ( )f β′ > 0   ή   ( )f α′ > 0  και  ( )f β′ < 0. 
Αν ( )f α′ < 0  και ( )f β′ > 0  τότε από το προηγούμενο ερώτημα  (Α)  θα υπάρχει  ξ∈ (α,β)  
τέτοιος, ώστε ( )f ξ′ = 0. Το ίδιο μπορούμε να αποδείξουμε και στην περίπτωση όπου 

( )f α′ > 0  και  ( )f β′ < 0. 
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Γ.  Έστω  g(x) = f (x) – κx  με  x∈ [α, β]. Η  g  είναι παραγωγίσιμη στο  [α, β]  με  
( )g x′ = ( )f x′ – κ. Είναι ( )g α′ = ( )f α′ – κ < 0  και ( )g β′ = ( )f β′ – κ > 0  οπότε από το  (Β)  

υπάρχει  x0∈ (α,β)  τέτοιος, ώστε 0( )g x′ = 0 ⇔  0( )f x′ – κ = 0 ⇔  0( )f x′  = κ. 
Δ.  Αν για κάποιο  α∈Δ  είναι ( )f α′ < 0  τότε θα είναι  ( )f x′ < 0  για κάθε  x∈Δ. Πράγματι αν 
υπήρχε  β∈Δ  με  α < β  και  ( )f β′ > 0  τότε από το θεώρημα Darboux θα υπήρχε  ξ∈ (α,β)  
με  ( )f ξ′ = 0, πράγμα που είναι αδύνατο. Επομένως η  f  θα είναι γνησίως φθίνουσα στο  Δ. 
Αν είναι  ( )f α′ > 0  τότε μπορούμε να αποδείξουμε παρόμοια ότι  ( )f x′ > 0  για κάθε  x∈Δ, 
δηλαδή η  f  θα είναι γνησίως αύξουσα στο  Δ. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
9.11. Να προσδιορίσετε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων με τους επόμενους τύπους: 

α) f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 1                       β) f (x) = x2.(x–1)3                       γ) f (x) = (x–3) x   
δ) f (x) = x 21 x⋅ −   

 
9.12. Να προσδιορίσετε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων με τους επόμενους τύπους: 

α)   f (x) = 1 συν
συν

x
x

−  ,   x∈ (–
2
π ,

2
π )                                  β)   f (x) = ημ συν

x
x x

e
−  ,   x∈ [0, 2π) 

γ)   f (x) = 1 – 
2
x  + ημx ,   x∈ [0, π] 

 
9.13. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2x3 + 3x2 – 12x + λ. Αν  x1, x2  είναι θέσεις τοπικών ακροτά-

των της  f, να αποδείξετε ότι η απόσταση των σημείων  Α(x1, f (x1))  και  Β(x2, f (x2))  είναι στα-
θερή, όταν το  λ  διατρέχει το  . 

 
9.14. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = x3 – 3x2 – 9x – λ. Αν  x1, x2  είναι οι θέσεις τοπικών ακροτά-

των της  f, να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία  Α(x1, f (x1))  και  Β(x2, f (x2))  
είναι κάθετη στην ευθεία  (ε)  με εξίσωση  x – 8y + 4 = 0. 

 
9.15. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με  f (x) = x4 – 2x2 + α  και  τα σημεία  Α(x1, f (x1)) ,  Β(x2, f (x2))  και  
Γ(x3, f (x3)) , όπου  x1, x2, x3  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων της  f. Να αποδείξετε ότι: 
i) Το τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. 
ii) Το εμβαδόν του τριγώνου  ΑΒΓ  είναι σταθερό. 

 
9.16. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x4 – 2x2 + α ,  α∈ . 

i) Αν  Α(x1, f (x1)) ,  Β(x2, f (x2)) ,  Γ(x3, f (x3))  είναι τοπικά ακρότατα της γραφικής παράστασης 
της  f  και  x1 < x2 < x3 ,  να αποδείξετε ότι η ευθεία  ΑΒ  είναι κάθετη στην ευθεία  ΒΓ. 

ii) Αν  0 < α < 1, να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα   
(–1,0). 

(Εξετάσεις  1995) 
 
9.17. Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της συνάρτησης    f : [0,

2
π ]→    με   

f (x) = ημ2x – 2 ημx + 2 2 . 
(Εξετάσεις  1991) 

 
9.18. Να προσδιορίσετε τα τοπικά ακρότατα των συναρτήσεων με τους επόμενους τύπους: 



ΕΝΟΤΗΤΑ  9Η:   ΤΟΠΙΚΑ   ΑΚΡΟΤΑΤΑ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ                                                           297 

α)   f (x) = 
4 2 , 1

( 2)( 3) , 1
x x

x x x
− <⎧

⎨ − − ≥⎩
                                       β)   g(x) = 

2

2

4 16 , 3

5 9 , 3

x x x

x x

+ − <⎧⎪
⎨

− − ≥⎪⎩
  

 

9.19. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
xe

xν
  με  x>0  και  ν *∈ . 

i) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

ii) Να αποδείξετε ότι:   ex ≥ ( )νxe
ν

. 

 
9.20. Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή των επόμενων συναρτήσεων: 
α)   f (x) = ημ2x + συνx  ,   x∈ [0,2π] . 

[Απ.α)-1, 5/4] 

 
9.21. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα και το σύνολο τιμών των συναρτήσεων με τύπους: 
α)  f (x) = 24 3x x− −                                                         β)  f (x) = 2συν2x + 2 3 ⋅ ημx  ,   x∈ [0,π]  

γ)  f (x) = ημ2x – 2 ημx + 2 2 ,   x∈ [0,
2
π ]  

 
9.22. Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα και το σύνολο τιμών των συναρτήσεων με τύπους: 

α) f (x) = x + 4
x

                             β) f (x) = x + 1 + 1
1x+

                                γ) f (x) = 2
3

1
x

x +
 

 
9.23. Έστω συνάρτηση  f  με  f (x) = 3x3 – αx2 + βx – 3 ,  όπου  α, β∈ . Αν η  f  έχει τοπικά ακρό-
τατα στο  x1 = 1  και στο x2 = – 5

9 , τότε να βρεθούν οι αριθμοί  α, β. 
[Απ.α=2, β=-5] 

 

9.24. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = 
2

2
x  + αx – 36

x . 

i)  Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  α, ώστε η  f  να έχει ακρότατο στο σημείο  x0 = 3. 
ii) Να βρείτε τα ακρότατα της  f. 

[Απ.i)α=-7] 

 
9.25. Έστω συνάρτηση  f  με    f (x) = (λ+1).ln(x + 1) – x2 + λx. 

i) Να βρείτε τον  λ∈ , ώστε η  f  να έχει ακρότατο στο σημείο  x0 = 1. 
ii) Να βρείτε το είδος και την τιμή του ακροτάτου. 

[Απ.i)λ=1] 

 
9.26. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = αx3 + βx2 – 12x. 

i)  Να βρείτε τις τιμές των  α, β  για τις οποίες η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σημεία   
x1 = –1  και  x2 = 2. 

ii) Να βρείτε το είδος και την τιμή των ακροτάτων. 
[Απ.i)α=2, β=-3 ii)τ.μέγ. f(-1)=7 και τ.ελάχ. f(2)=-20] 

 
9.27. α) Να βρεθούν οι πραγματικοί αριθμοί  α  και  β  ώστε η συνάρτηση  f  με   

f (x) = αx3 + βx2 – 6x + 1  να δέχεται τοπικά ακρότατα στα σημεία  x1 = 1  και  x2 = –2. 
β) Για τις τιμές των  α, β  που θα βρείτε να μελετήσετε τη συνάρτηση ως προς τη μονοτονία και 
να βρείτε το είδος και τις τιμές των ακροτάτων. 

[Απ.α)α=1, β=3/2] 
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9.28. Να προσδιορίσετε τις σταθερές  α, β  στη συνάρτηση  f (x) = α.x.eβx, έτσι ώστε η  f  να έχει μέ-
γιστο στο  x = 1

3 , με τιμή  1. 
[Απ.α)α=3e, β=-3] 

 
9.29. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x2 + 2α

x  + β , (α, β∈ )  η οποία μηδενίζεται στο  x1 = 1  

και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο  x0 = 2. 
α) Να βρεθούν τα  α, β. 
β) Να βρεθεί το είδος του ακροτάτου και η τιμή του. 

[Απ.α)α=8, β=-17 β)τ.ελάχιστο f(2)=-5] 
(Εξετάσεις  1989) 

 
9.30. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = ex – αx ,  α>0. 

i) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της  f . 
ii) Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων των τοπικών ακροτάτων για τις διάφορες τιμές 
του  α. 

[Απ.ii)y=(1-x)ex] 

 
9.31. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2 2

2x
x α+

 ,  α ≠ 0. 

i) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της  f . 
ii) Να βρείτε την εξίσωση της καμπύλης που διαγράφουν τα σημεία των τοπικών ακροτάτων για 
τις διάφορες τιμές του  α. 

[Απ.ii)y=1/x] 

 
9.32. Να αποδείξετε ότι:  

α) ex – x + 1 > 0   για κάθε  x∈  
β) Η εξίσωση   2ex + 2x = x2 + 2   έχει ακριβώς μια λύση την  x = 0. 

(Εξετάσεις  1994) 
 
9.33. Να αποδείξετε τις ανισότητες: 

α)  ημx < 2x  ,  x > 0                                                             β)  ημx > –
3

3
x  + x  ,  x > 0. 

(Εξετάσεις  1996) 
 
9.34. i) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈   ισχύει:   ex ≥  1 + x. 

ii) Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x.ex – 
3(1 )

3
x+   ως προς τη μονοτονία και να βρείτε 

τα ακρότατα. 
[Απ.ii)f(-1)=-1/e] 

 

9.35. α)  Να αποδείξετε ότι:   ln(x + 1)  >  x – 
2

2
x  – 1

5 , για κάθε  x∈ [0,+∞ ). 

β) Έστω συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ ), για την οποία ισχύει 

  [f (x)]5 + 2[f (x)]3 + 3f (x) = (x+1).ln(x+1) – 4
5 x – 

2

2
x  + 

3

6
x  + 182 ,  για κάθε  x∈ [0,+∞ ).  

Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  [0,+∞ ). 
(Εξετάσεις  1999) 

 
9.36. i) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x > 0  ισχύει:  lnx ≤  x – 1. 

ii)  Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x.lnx – 
2

2
x   ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα 

ακρότατα. 
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iii)  Αν για τους θετικούς αριθμούς  α, β  ισχύει  
2

ln
α

β
α
β

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = α2 – β2  τότε  αποδείξτε ότι  α = β. 

 
9.37. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = ln(lnx) – lnx. 

α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
β) Να αποδείξετε ότι:   ln(lnx) ≤  lnx – 1. 

 
9.38. Έστω συνάρτηση    f (x) = α.ln( 2

1
x

x+ ) – ln( 1
2

x+ ) ,   α > 0. 

α) Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να αποδείξετε ότι:   αα ≥  ( ) 11
2

αα ++ . 

 

9.39. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
1
xx  ,  με  x∈ (0,+∞ ). 

α)  Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της  f . 
β)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  ν *∈ , ισχύει:   ν ν  ≤  3 3 . 

 
9.40. α) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈   ισχύει   ex > x. 

β) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = ex – 
2

2
x   ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Αν   eκ – eλ = 
2 2

2
κ λ−   τότε  κ = λ. 

 
9.41. i)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x > 0  ισχύει:   x.lnx + 1  ≥   x. 

ii)  Να εξετάσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f  με  f (x) = ln
1
x

x−  

iii)  Να προσδιορίσετε τον  μ∈ , ο οποίος ικανοποιεί τη σχέση 
     (μ + 1)2.ln(μ2 + 5) = (μ2+4).ln(μ2 + 2μ + 2) 

[Απ. iii)μ=3/2] 

 
9.42. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό  x0∈ (0,1)  τέτοιο ώστε η συνάρτηση   

f (x) = ex + x2 – 2x + 3  να παρουσιάζει ελάχιστο. 
 

9.43. Δίνεται συνάρτηση με τύπο f (x) = 
4

4
x  + 

3( 1)
3

α+ x  + 
2 2( 2)

2
α x+  – α2x + 5. 

Να αποδείξετε ότι η  f  έχει το πολύ ένα ακρότατο. 
 
9.44. Αν  α > 0  και για κάθε πραγματικό αριθμό  x  ισχύει  αx + 5x ≤  2x + 10x ,  να αποδείξετε ότι  

 α = 4. 
 
9.45. Αν  α > 0  και για κάθε  x∈   ισχύει   2x + 3x + αx  ≥   4x + 5x + 6x ,  να αποδείξετε ότι   
α = 20. 

 
9.46. Για κάθε  x∈   ισχύει η σχέση   αx ≥  x.ln2 + 1 ,  με α > 0. Να αποδείξετε ότι  α = 2. 
 
9.47. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  κ  για τον οποίο ισχύει η σχέση  5x+1 ≥  κ.x + 5 ,  για κάθε  

x∈ . 
[Απ.κ=5ln5] 

 
9.48. Έστω  α > 0  και για κάθε  x∈   ισχύει  αx ≥  αx. Nα αποδείξετε ότι  α = e. 
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9.49. Αν  α > 0  και για κάθε  x > 0  ισχύει  xα ≥  αx , να αποδείξετε ότι  α = e. 
 
9.50. Για κάθε  x > –1  ισχύει η σχέση    logα(x+1) ≤  x ,  όπου   0 < α ≠ 1. Να βρείτε τη βάση του 
λογαρίθμου. 

[Απ.α=e] 

 
9.51. Για κάθε θετικό αριθμό  x  ισχύει η σχέση     x2 – x  ≥   logαx  ,    όπου   0 < α ≠ 1. Να βρείτε 
τη βάση του λογαρίθμου. 

[Απ.α=e] 

 
9.52. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  , με  f (1) = 1  και ισχύει 

   (x2 + 1).f (x) + e1–x  ≥   3 ,  για κάθε  x∈ . 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της  f  στο σημείο με τετμημένη  1. 

[Απ.x+2y=3] 

 
9.53. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με    f (x) = 1

x
x
e
+
λ ,  λ > 0. 

α) Να βρείτε την μέγιστη τιμή  Μ(λ)  της  f . 
β) Για ποια τιμή του  λ, η μέγιστη τιμή  Μ(λ)  γίνεται η ελάχιστη δυνατή; 

[Απ.β)λ=1] 

 
9.54. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = xα.e2α–x ,  x > 0  και  α > 0. 

α) Να βρείτε την μέγιστη τιμή  Μ(α)  της  f . 
β) Για ποια τιμή του  α, η μέγιστη τιμή  Μ(α)  γίνεται η ελάχιστη δυνατή; 

[Απ.β)α=1/e2] 

 
9.55. Αν  θ  είναι η θερμοκρασία σε βαθμούς Κελσίου και ο πληθυσμός των ανθρώπων που πέρα-
σαν από την παραλία είναι  p(θ) = – 1

6 θ
3 + 7θ2 + 30θ + 300  όπου  25 ≤ θ ≤ 35. Να βρεθεί η θερ-

μοκρασία ώστε το πλήθος των ανθρώπων να γίνει μέγιστο, καθώς και το μέγιστο πλήθος ανθρώ-
πων. 

[Απ.30 , 3000] 

 
9.56. Να χωρίσετε τον αριθμό  30  σε δύο θετικά μέρη, έτσι ώστε το γινόμενο ενός απ’ αυτά και του 
τετραγώνου του άλλου να είναι το μέγιστο δυνατό. 

[Απ.20 , 10] 

 
9.57. Από τα ορθογώνια τρίγωνα που έχουν σταθερή περίμετρο  2τ, να βρείτε εκείνο που έχει την 
μικρότερη υποτείνουσα. Να βρείτε έπειτα το μήκος της μικρότερης υποτείνουσας. 

[Απ. π4 , 2τ( 2 -1)] 

 
9.58. Το συνολικό κόστος παραγωγής  x  τηλεοπτικών συσκευών σε μία ημέρα είναι   

1
4 x2 + 35x + 25  (δεκάδες  €)  και η τιμή πώλησης κάθε συσκευής είναι  50 – 1

2 x. 

α) Ποια πρέπει να είναι η ημερήσια παραγωγή ώστε να έχουμε μέγιστο συνολικό κέρδος; 
β) Να αποδείξετε ότι όταν η ημερήσια παραγωγή ανέρχεται στο ύψος του προηγούμενου ερωτή-
ματος, το κόστος κάθε συσκευής είναι το μικρότερο δυνατό. 

[Απ.α)10] 

 
9.59. Ο αριθμός των βακτηριδίων μιας καλλιέργειας δίνεται από τον τύπο   

N(t) = 5000.(25 + t / 20te−⋅ ). Να βρείτε τον μέγιστο και τον ελάχιστο αριθμό βακτηριδίων κατά την 
διάρκεια του χρονικού διαστήματος  0 ≤  t ≤  100. 
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9.60. Ένα τραίνο καταναλώνει για καύσιμα  
2

1280
υ  €  την ώρα, όπου  υ  η ταχύτητά του σε  Km/h. 

Αν τα υπόλοιπα έξοδά του είναι  5 €  την ώρα, να βρείτε ποια πρέπει να είναι η ταχύτητά του για 
να καλύψει απόσταση  540 Km  με το ελάχιστο δυνατό κόστος. 

[Απ.80 Km/h] 

 
9.61. Ένα ορθογώνιο κιβώτιο, ανοικτό από πάνω, με τετράγωνη βάση και χωρητικότητα  6,4 λίτρα, 
πρόκειται να κατασκευαστεί με κόστος  32 λεπτά ανά cm2 για τη βάση και  20 λεπτά ανά cm2 για 
τις πλευρές. Να βρείτε τις πλέον οικονομικότερες διαστάσεις. 

[Απ.20 × 20 × 16] 

 
9.62. Κάθε μέρα  720  επιβάτες χρησιμοποιούν το τραίνο για τη διαδρομή μεταξύ δύο πόλεων, αν το 
εισιτήριο είναι  1,5€. Κάθε μείωση του εισιτήριου κατά  10 λεπτά έχει σαν αποτέλεσμα την αύ-
ξηση των επιβατών κατά  80. Να βρεθεί το εισιτήριο με το οποίο μεγιστοποιούνται τα έσοδα. 
Ποια είναι τότε τα ημερήσια έσοδα; 

[Απ.1,2 € , 1152 €] 

 
9.63. Ένας κτηνοτρόφος έχει ένα κοπαδι ζώων που ζυγίζουν  20 τόννους, τα οποία μπορεί να που-
λήσει με κέρδος  240 €  τον τόννο. Είναι υποχρεωμένος να πουλήσει τα ζώα μέσα σε  12  εβδο-
μάδες. Κάθε εβδομάδα που αναβάλλει την πώλησή τους το συνολικό βάρος τους αυξάνει κατά  2 
τόννους, αλλά το κέρδος του ελαττώνεται κατά  10 €  ανά τόννο. Πότε πρέπει να γίνει η πώληση 
ώστε το κέρδος να είναι το μέγιστο δυνατό; Πόσο θα είναι τότε το κέρδος του; 

[Απ.Μετά από 7 εβδομάδες , Μέγιστο κέρδος 5780 €] 

 
9.64. Στις  9 π.μ. ένα πλοίο  Β  ήταν  130 Km  ανατολικά ενός άλλου πλοίου  Α. Το πλοίο Β  πλέει 
δυτικά με  20 Km/h  και το  Α  νότια με  30 Km/h. Αν τα πλοία συνεχίσουν να πλέουν με τις ίδιες 
ταχύτητες και στις ίδιες πορίες, πότε θα βρεθούν στη μικρότερη απόσταση μεταξύ τους και πόσο 
κοντά; 

[Απ.Στις 11π.μ., D=30 13 Km] 

 
9.65. Δύο ηλεκτρικά φορτία  q1 = q > 0  και  q2 = 4q  βρίσκονται σε σημεία  Α, Β  αντίστοιχα με  

(ΑΒ) = d. Σε ποιο σημείο  Μ  ανάμεσα στα σημεία  Α, Β  το δυναμικό είναι ελάχιστο; 
Πόσο είναι τότε το δυναμικό;   (Το δυναμικό V σε απόσταση  r  από φορτίο είναι V=k q

r⋅  με k > 0) 
[Απ.(ΑΜ)=d/3 , V(d/3)=9kq/d] 

 
9.66. Μια βιομηχανία παράγει  x  ποσότητα από ένα προϊόν με κόστος που δίνεται από τη συνάρτη-

ση  Κ(x) = 4
α x3  , όπου το  x  διατρέχει το ανοικτό διάστημα  (0,+∞ )  και η παράμετρος  α  παίρ-

νει τιμές στο κλειστό διάστημα  [ 2
9 , 9

2 ]. Τα έσοδα από την πώληση  x  ποσότητας του προϊόντος 

δίνονται από τη συνάρτηση  Ε(x) = x2 ,  x∈ (0,+∞ )  και το κέρδος δίνεται από τη συνάρτηση   
f (x) = E(x) – K(x),  x∈ (0, +∞ ). 
α) Να βρείτε την ποσότητα  x  για την οποία έχουμε το  μέγιστο κέρδος, το οποίο συμβολίζουμε 
με  Μ(α). 

β) Να βρείτε την τιμή του  α∈ [ 2
9 , 9

2 ]  για την οποία το  Μ(α)  γίνεται μέγιστο, καθώς και το μέ-

γιστο αυτό κέρδος. 
(Εξετάσεις  1993) 
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9.67. Η τιμή  Ρ (σε δεκάδες €) ενός προΐόντος, t  μήνες μετά την εισαγωγή του στην αγορά, δίνεται 
από τον τύπο  P(t) = 4 + 

2

6
25
4

t
t
−

+
. 

α) Να βρείτε την τιμή του προΐόντος τη στιγμη της εισαγωγής του στην αγορά. 
β) Να βρείτε το χρονικό διάστημα, στο οποίο η τιμή του προΐόντος συνεχώς αυξάνεται. 
γ) Να βρείτε τη χρονική στιγμή κατά την οποία η τιμή του προΐόντος γίνεται μέγιστη. 
δ) Να δείξετε ότι η τιμή του προΐόντος μετά από κάποια χρονική στιγμή συνεχώς μειώνεται, χω-
ρίς όμως να μπορεί να γίνει μικρότερη από την τιμή του προΐόντος τη στιγμή της εισαγωγής 
του στην αγορά. 

 
9.68. Δίνονται οι συναρτήσεις  f, g  με  f (x) = 2 1

1
x

x
−
−

  και  g(x) = λx + 1 ,  λ ≠ 0. 

α) Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων. 
β) Αν  Α , Β  είναι τα κοινά σημεία, να βρεθεί η τιμή του  λ > 0  ώστε η απόσταση  (ΑΒ)  να είναι 
η ελάχιστη δυνατή. 

[Απ.α)Α(0,1), Β( λ+1
λ

,λ+2) β)λ=1] 

 
9.69. α) Βρείτε τα σημεία  Μ  της υπερβολής  x.y = 8  τα οποία βρίσκονται στο  1ο  τεταρτημόριο και 
είναι πλησιέστερα στο σημείο  Α(3,0). 
β) Να αποδείξετε ότι το τμήμα  ΑΜ  είναι κάθετο στην εφαπτόμενη της υπερβολής στο σημείο  Μ. 

[Απ.α)(4,2)] 

 
9.70. Μια μεταβλητή ευθεία γραμμή που περνά από το σημείο  Μ(1,2)  τέμνει τον άξονα  x΄x  στο 

σημείο  Α(α,0)  και  τον άξονα  y΄y  στο σημείο  Β(0,β)  με  α  και  β  θετικά. Να προσδιορίσετε 
το τρίγωνο  ΑΟΒ  με το ελάχιστο δυνατό εμβαδόν. 

 
9.71. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο  Α(1,3)  και σχηματίζει με 

τους θετικούς ημιάξονες τρίγωνο ελάχιστου εμβαδού. 
[Απ.y=-3x+6] 

 
9.72. Σε ποιο σημείο του πρώτου τεταρτημόριου της παραβολής  y = 4 – x2  η εφαπτόμενη ορίζει με 

τους άξονες τρίγωνο με ελάχιστη επιφάνεια; 
[Απ.( 2 3

3
, 8
3
)] 

 
9.73. Η αξία μιας μηχανής που εκτυπώνει βιβλία μειώνεται με το χρόνο  t, σύμφωνα με τη συνάρ-

τηση  f (t) = 
23

147
2

tA e
+−

⋅  ,  t ≥ 0  όπου  Α  ένας θετικός αριθμός. Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους  

K(t), από την πώληση των βιβλίων που εκτυπώνει η συγκεκριμμένη μηχανή, δίνεται από τη συ-

νάρτηση  )(tK ′ = 7

4
tA e−

⋅  ,  t ≥ 0  και υποθέτουμε ότι  Κ(0) = 0. 

Να βρεθεί η χρονική στιγμή κατά την οποία θα πρέπει να πουληθεί η μηχανή, έτσι ώστε το συ-
νολικό κέρδος  P(t)  από τα βιβλία που πουλήθηκαν συν την αξία της μηχανής να γίνεται μέγι-
στο. 

(Εξετάσεις  1995) 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
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Β΄  Ομάδα 
9.74. Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού  p, για τις οποίες η εξίσωση  2x3 – 3x2 + p = 0, 
έχει τρεις διαφορετικές πραγματικές ρίζες. 

[Απ. 0<p<1] 

 
9.75. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α, β]  και  γ, δ∈ (α, β)  τέ-
τοια ώστε  f (γ) < f (α) < f (β) < f (δ). Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )f x′′ = 0  έχει μία τουλάχι-
στον ρίζα στο  (α, β). 

 

9.76. Έστω  f  με  f (x) = 
1
xx e⋅ . 

i) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας και τα ακρότατα της  f. 
ii)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (0, +∞ )  ισχύει   xx ≥  ex–1. 

 
9.77. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  που ικανοποιεί τη σχέση 

                      2f (x2) – f 2(x) ≥  1 ,   για κάθε  x∈ . 
Να αποδείξετε ότι: 
α) Υπάρχει  x0∈ (0,1)  τέτοιο ώστε  0( ) 0f x′ = . 
β) (0)f ′ = (1)f ′  
γ) Η εξίσωση ( )f x′′ = 0  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  (0,1). 

 
9.78. Έστω  α > 0. Να αποδείξετε ότι η μέγιστη τιμή της συνάρτησης  f (x) = 1

1 x+
 + 1

1 x α+ −
  εί-

ναι ίση με  2
1
α
α

+
+

.  Ποιο είναι το σύνολο τιμών της; 

[Απ.f(Α)=(0, 2+α
1+α

)] 

 
9.79. Έστω  f (x) = 1α βx x⋅ −  όπου  α, β *

+∈ . Να αποδείξετε ότι η  f  έχει τοπικό μέγιστο με τιμή  

( )

α β

α β
α β
α β +

⋅
+

. 

 
9.80. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 3x α−  + 3x β−   με  α < β  και  x∈ . Να βρείτε τα ακρό-
τατα της  f. 

 
9.81. Έστω  f  με  f (x) = x1–x.(1 – x)x. 

i) Να βρείτε τα ακρότατα  της  f . 

ii) Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )
2 2συν ημ2 2ημ συν
θ θ

θ θ⋅  ≥  1
2   με  θ∈ (0, 2

π ). 

[Απ.i)f( 1
2
)= 1

2
] 

 
9.82. Σε ορθογώνιο σύστημα αξόνων  Οxy  δίνεται η καμπύλη  4x2 + y2 = 4  και το σημείο της   
Μ(x0 , y0)  το οποίο ανήκει στο  1ο  τεταρτημόριο. Αν η εφαπτόμενη της καμπύλης στο σημείο  Μ  
τέμνει τον άξονα  x΄x  στο σημείο  Ν  και τον άξονα  y΄y  στο σημείο  Ρ, να βρεθεί η θέση του  Μ  
έτσι, ώστε το εμβαδόν του τριγώνου  ΟΝΡ  να είναι ελάχιστο. Ποιο είναι τότε το ελάχιστο εμβα-
δόν του; 

[Απ.Μ( 1
2 , 2 ), Εmin=2] 
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______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
9.83. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 
I.  Μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  [α, β]  και έχει τοπικό ακρότατο στο σημείο  

x0∈ [α, β]. Τότε πάντα ισχύει 0( )f x′ = 0 

II.  Αν μία συνάρτηση  f  παρουσιάζει ακρότατο στη θέση  x0 , τότε  0( )f x′ = 0. 

III. Αν για την παραγωγίσιμη στο    συνάρτηση  f  ισχύει  (3)f ′ = 0, τότε η  f  έχει ακρότατο 
στη θέση  x0 = 3. 

IV.  Ένα τοπικό ελάχιστο μιας συνάρτησης  f , μπορεί να είναι μεγαλύτερο από ένα τοπικό μέγιστο 
της  f. 

V.  Μία συνάρτηση  f  μπορεί να έχει ακρότατο σε σημείο στο οποίο δεν είναι παραγωγίσιμη. 
VI.  Μία συνάρτηση  f  μπορεί να έχει ακρότατο σε σημείο στο οποίο δεν είναι συνεχής. 
VII. Αν  ( )f x′  = (x – 1)4, τότε το σημείο  x0 = 1 είναι θέση τοπικού ακροτάτου της  f. 

 
9.84. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 
I.  Η παράγωγος  f ′   μιας συνάρτησης  f  είναι ένα πολυώνυμο  3ου  βαθμού. Η  f  έχει: 
Α.  τρια ακριβώς τοπικά ακρότατα 
Β.  ένα ολικό μέγιστο και ένα ολικό ελάχιστο 
Γ.  τουλάχιστον τρια τοπικά ακρότατα 
Δ.  ένα μόνο τοπικό μέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο 
Ε.  τρια το πολύ τοπικά ακρότατα 
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ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ   –   ΣΗΜΕΙΑ  ΚΑΜΠΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

 
 
 
 
 
10.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής σ’ ένα διάστημα  Δ  και παραγωγί-

σιμη στο εσωτερικό του  Δ. Θα λέμε ότι: 
(i)  Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο  

Δ, αν η  f ′   είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό του  Δ. 
(ii)  Η συνάρτηση  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο  

Δ, αν η  f ′   είναι γνησίως φθίνουσα στο εσωτερικό του  Δ. 
 
10.2. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (1)  Αν μια συνάρτηση  f  είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) σ’ ένα διάστημα  

Δ, τότε η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  σε κάθε σημείο του  Δ  βρίσκεται 
“κάτω” (αντίστοιχα “πάνω”) από τη γραφική της παράσταση με εξαίρεση το σημείο επα-
φής της. 

 
10.3. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

 
Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής σ’ ένα διάστημα  Δ  και δύο φορές 
παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του  Δ. 
• Αν  ( )f x′′  > 0  για κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  

είναι κυρτή στο  Δ. 
• Αν  ( )f x′′  < 0  για κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  

είναι κοίλη στο  Δ. 
 

10.4. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  (α, β), με 
εξαίρεση ίσως ένα σημείο του  x0. Αν 
     η  f  είναι κυρτή στο  (α, x0)  και κοίλη στο  (x0, β) , ή  αντι-

στρόφως και  
     η  Cf  έχει εφαπτόμενη στο σημείο  Α(x0 , f (x0)) 

τότε το σημείο Α(x0 , f (x0))  ονομάζεται σημείο καμπής της 
γραφικής παράστασης της  f. 

 
10.5. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

 
Αν το σημείο  Α(x0, f (x0))  είναι σημείο καμπής της γραφικής παρά-
στασης της  f  και η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη, τότε   

( )f x′′ = 0. 
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______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Εξέτασης των κοίλων-κυρτών μιας συνάρτησης και προσδιορι-
σμού σημείων καμπής ή εύρεσης παραμέτρων ώστε η συνάρ-
τηση να είναι κυρτή ή κοίλη σ’ ένα διάστημα ή να έχει κάποιο 
σημείο καμπής. 

  

  Όταν δεν δίνεται κάποιο διάστημα, μελετάμε τη μονοτονία μιας συνάρτησης  f  
στο πεδίο ορισμού της. Εξετάζουμε τη συνέχεια της συνάρτησης σε κάθε διά-
στημα και βρίσκουμε την  ( )f x′′   στα εσωτερικά σημεία αυτών. Βρίσκουμε τα 
σημεία μηδενισμού και το πρόσημο της  ( )f x′′   απ’ όπου συμπεραίνουμε το εί-
δος των κοίλων της  f  για κάθε διάστημα. Μετά βρίσκουμε, αν υπάρχουν, τα ση-
μεία καμπής. 

 Όταν ζητούνται να υπολογιστούν παράμετροι ώστε η  f  να έχει συγκεκριμμένο 
είδος κοίλων, μελετάμε το πρόσημο της  ( )f x′′   για όλες τις τιμές των παραμέ-
τρων. 

 Όταν ζητούνται να υπολογιστούν παράμετροι και στα δεδομένα δίνεται η θέση  
x0  ή  το σημείο καμπής  (x0, f (x0)), τότε σχηματίζουμε εξισώσεις, μία από τις 
οποίες είναι η 0( )f x′′  = 0, αφού η  f  θα είναι δύο φορές παραγωγίσιμη σ’ αυτό. 
Για τις τιμές των παραμέτρων που θα βρούμε ελέγχουμε αν η ( )f x′′  εναλλάσσει 
το πρόσημό της εκατέρωθεν του  x0. 

 
10.6. Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  με    f (x) = x

x

3

2 1−
  ως προς τα κοίλα και να προσδιορί-

σετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής. 
Λύση: 
Η συνάρτηση  f  ορίζεται, όταν και μόνο όταν   
x2 – 1 ≠  0  ⇔   x2 ≠  1  ⇔   x ≠ –1  και  x ≠ 1. 
Άρα το πεδίο ορισμού της  f  είναι   
Df  = (–∞ ,–1)∪ (–1,1)∪ (1,+∞ ). 
Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  Df  ως ρητή 
συνάρτηση με 

( )f x′  = 
3

2 1
x

x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 = 
3 2 3 2

2 2

( ) ( 1) ( 1)
( 1)

x x x x
x

′ ′⋅ − − ⋅ −
−

 = 

2 2 3

2 2

3 ( 1) 2
( 1)

x x x x
x

⋅ − − ⋅
−

 = 
4 2 4

2 2

3 3 2
( 1)

x x x
x
− −

−
 = 

4 2

2 2

3
( 1)
x x
x
−
−

  και 

( )f x′′  = 
4 2

2 2

3
( 1)
x x
x

′⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

           = 
4 2 2 2 4 2 2 2

2 4

( 3 ) ( 1) ( 3 ) ( 1)
( 1)

x x x x x x
x

′′ ⎡ ⎤− ⋅ − − − ⋅ −⎣ ⎦
−

 

            = 
3 2 2 4 2 2 2

2 4
(4 6 ) ( 1) ( 3 ) 2( 1)( 1)

( 1)
x x x x x x x

x
′− ⋅ − − − ⋅ − −

−
 = 

3 2 2 4 2 2

2 4
(4 6 )( 1) 4 ( 3 )( 1)

( 1)
x x x x x x x

x
− − − − −

−
   

            = 
2 3 2 4 2

2 4

( 1) (4 6 )( 1) 4 ( 3 )
( 1)

x x x x x x x
x

⎡ ⎤− ⋅ − − − −⎣ ⎦
−

 = 
5 3 3 5 3

2 3
4 4 6 6 4 12

( 1)
x x x x x x

x
− − + − +

−
 = 

3

2 3
2 6
( 1)

x x
x

+
−

  

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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            = 
2

2 3
2 ( 3)
( 1)
x x
x

+
−

.  

( )f x′′  = 0  ⇔   
2

2 3
2 ( 3)
( 1)
x x
x

+
−

 = 0  ⇔   x = 0. 

Είναι ( )f x′′ > 0  ⇔   
2

2 3
2 ( 3)
( 1)
x x
x

+
−

 > 0  ⇔   x(x2 – 1)3 > 0  ⇔   –1 < x < 0  ή  x > 1  και 

( )f x′′  < 0  ⇔   x(x2–1)3 < 0  ⇔   x < –1  ή  0 < x < 1. 
 

x – ∞           –1                   0                    1            + ∞  
x –        –       0       +   + 

(x2–1)3        +       0        –           –        0        +     
( )f x′′  –        +       0       –   + 

f (x)     0   
                                                                  σ.κ.            

 
Άρα η  f  είναι κοίλη στα διαστήματα  (–∞ ,–1) , [0,1)  και κυρτή στα διαστήματα  (–1,0] ,  
(1, +∞ ). f (0) = 0.  Το σημείο  (0, f (0)) = (0,0)  είναι σημείο καμπής της  Cf. 
 
 

10.7. Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό  λ  ώστε η συνάρτηση  f  με   
      f (x) = (λ–1)x4 + 2(λ–1)x3 + x2 + x + 1  να είναι κυρτή στο  . 

Λύση: 
Η συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    ως πολυωνιμική συνάρτηση με  

( )f x′  = 4(λ – 1)x3 + 6(λ – 1)x2 + 2x + 1   και    
( )f x′′  = 12(λ – 1)x2 + 12(λ – 1)x + 2 = 2[6(λ – 1)x2 + 6(λ – 1)x + 1]. 

Δ = [6(λ–1)]2 – 4.6(λ–1).1 = 36(λ–1)2 – 24(λ–1) = 6(λ–1)[6(λ–1) – 4) = 6(λ–1)(6λ–6–4)  
   = 6(λ–1)(6λ–10) = 12(λ–1)(3λ–5) 
Δ = 0  ⇔   12(λ–1)(3λ–5) = 0  ⇔   λ = 1  ή  λ = 5

3 . 

Το πρόσημο της διακρίνουσας  Δ  φαίνεται στο διπλανό πί-
νακα. 

• Αν  λ < 1  ή  λ > 5
3   τότε  Δ > 0  και η  ( )f x′′   εναλλάσσει το πρόσημό της εκατέρωθεν 

των ριζών της. Τότε η  f  δεν είναι κυρτή στο  . 
• Αν  1 < λ < 5

3   τότε  Δ < 0  και  ( )f x′′  > 0  για κάθε  x∈   εφ’ όσον ο συντελεστής 

του  x2  είναι θετικός. Τότε η  f  είναι κυρτή στο  . 
• Αν  λ = 1  τότε  Δ = 0  και  f (x) = x2 + x + 1 ,  ( )f x′′  = 2 > 0  για κάθε  x∈ . 

Η  f  είναι κυρτή στο  . 
• Αν  λ = 5

3   τότε  Δ = 0  και   

( )f x′′ = 2[6( 5
3  – 1)x2 + 6( 5

3 – 1)x + 1]  

           = 2(4x2 + 4x + 1) = 2(2x + 1)2 ≥  0  για κάθε  x∈ . 
Η  f ΄  είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  (–∞ , – 1

2 ]  ,  [– 1
2 , +∞ )  και είναι συ-

λ – ∞      1           5/3         + ∞  
Δ     +    0     –    0       + 

x – ∞        –1/2        + ∞  
( )f x′′       +        0       +   
( )f x′    
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νεχής στο σημείο  x = – 1
2 . Επομένως η  f ΄  είναι γνησίως αύξουσα στο  , οπότε η  f  

είναι κυρτή στο  . 
Τελικά για να είναι η  f  κυρτή στο    θα πρέπει  1 ≤  λ ≤  5

3 . 

 
 

10.8. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  
(α,β). Αν η  f  είναι κυρτή στο  (α,β)  (αντίστοιχα  κοίλη)  και παρουσιάζει ακρότατο σ’ 
αυτό τότε το ακρότατο είναι ελάχιστο (αντίστοιχα μέγιστο). 

Λύση: 
Έστω ότι η  f είναι κυρτή στο διάστημα  (α, β)  και παρουσιάζει στο  x0∈ (α, β)  ακρότατο. Ε-
πειδή το  x0  είναι εσωτερικό σημείο του διαστήματος, η  f  είναι παραγωγίσιμη και έχει ακρό-
τατο στο  x0, από το θεώρημα Fermat θα έχουμε ότι 0( )f x′ = 0. Η  f  είναι κυρτή στο  (α, β)  
άρα η συνάρτηση f ′  θα είναι γνησίως αύξουσα στο  (α, β). Άρα για  α < x < x0  ⇒  ( )f x′  < 

0( )f x′  ⇒  ( )f x′  < 0  δηλαδή η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  (α, x0]. Ακόμα αν  
x0 < x < β  ⇒  0( )f x′  < ( )f x′  ⇒  0 < ( )f x′   δηλαδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διά-
στημα  [x0, β). Άρα η  f  παρουσιάζει ελάχιστο στο σημείο  x0. 
Όμοια αν η  f  είναι κοίλη στο διάστημα  (α, β)  τότε το ακρότατο είναι μέγιστο. 
 
 

 
 

Απόδειξης μιας ανισοτικής σχέσης χρησιμοποιώντας την κυρ-
τότητα μιας συνάρτησης. 

  

 Αν ζητείται να αποδείξουμε κάποια ανισότητα, αφού προηγούμενα έχουμε μελετήσει 
μία συνάρτηση  f  ως προς τα κοίλα σε ένα διάστημα  Δ, τότε 

 Βρίσκουμε, αν δεν έχει υπολογιστεί σε προηγούμενο ερώτημα, την εξίσωση της 
εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης της  f  σε κάποιο σημείο  x0∈Δ, η οποία 
θα είναι  y = 0( )f x′ ⋅ x + f (x0) – x0. 0( )f x′ ⋅ . 

• Αν η  f  είναι κυρτή στο  Δ  τότε η καμπύλη της θα βρίσκεται  ‘πάνω’  από 
την εφαπτόμενη, δηλαδή για κάθε  x∈Δ  θα είναι   f (x) ≥  y  ⇔   … 

• Αν η  f  είναι κοίλη στο  Δ  τότε η καμπύλη της θα βρίσκεται  ‘κάτω’  από 
την εφαπτόμενη, δηλαδή για κάθε  x∈Δ  θα είναι   f (x) ≤  y  ⇔   … 

Η ισότητα ισχύει μόνο όταν  x = x0. 

 Χρησιμοποιούμε την ανισότητα  Jensen, όταν υπάρχουν  δύο (ή περισσότερες) 
μεταβλητές. 
Η ανισότητα αυτή αναφέρει ότι για κάθε  x1, x2∈Δ  ισχύει 

• 1 2( ) ( )
2

f x f x+
  ≥   f ( 1 2

2
x x+ )  ,   αν η  f  είναι κυρτή στο  Δ   και 

• 1 2( ) ( )
2

f x f x+
  ≤   f ( 1 2

2
x x+ )  ,   αν η  f  είναι κοίλη στο  Δ. 

 
10.9. i) Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = ln(συνx) ,  x∈ (– 2

π , 2
π )  ως προς τα κοίλα. 

ii)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της  f  στο σημείο  x0 = 4
π . 

iii)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (– 2
π , 2

π )  ισχύει    x + ln( 2 .συνx) ≤  4
π . 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Λύση: 

i)  Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  (– 2
π , 2

π )  ως σύνθεση των δύο φορές πα-

ραγωγίσιμων συναρτήσεων  g(x) = lnx  και  h(x) = συνx,  με 

( )f x′  = ( )ln(συν )x ′  = 1
συνx

.(συνx)΄ = – ημ
συν

x
x  = –εφx  και  ( )f x′′  = ( )εφx ′−  = – 2

1
συν x

< 0. 

Άρα η  f  είναι κοίλη στο διάστημα  (– 2
π , 2

π ). 

 

ii) Είναι  f ( 4
π ) = ln(συν 4

π ) = ln( 2
2 ) = ln(

1 1
22
− ) = ln(

1
22

− ) = – 1
2

.ln2  και ( )4
πf ′  = – εφ 4

π  = –1. 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της  f  στο σημείο  x0 = 4
π   είναι: 

             y – f ( 4
π ) = ( )4

πf ′ (x– 4
π )  ⇔   y + 1

2
.ln2 = –1(x– 4

π )  ⇔   y = – x + 4
π  – 1

2
.ln2. 

 
iii)  Επειδή η  f  είναι κοίλη στο διάστημα  (– 2

π , 2
π )  η γραφική της παράσταση θα βρίσκεται 

κάτω από την εφαπτόμενή της στο σημείο  x0 = 4
π . 

Επομένως για κάθε  x∈ (– 2
π , 2

π )  θα είναι:  f (x) ≤  y  ⇔   ln(συνx) ≤  –x + 4
π  – 1

2
.ln2  ⇔  

x + ln(συνx) + ln 2  ≤  4
π   ⇔   x + ln( 2 .συνx) ≤  4

π . 

 
 

10.10. i) Για μια συνάρτηση  f  που είναι κυρτή σ’ ένα διάστημα  Δ , να αποδείξετε ότι για κάθε  
 x1, x2∈Δ  είναι: 

                                1 2( )+ ( )
2

f x f x  ≥  1 2+( )
2

x xf  

ii)  Αφού εξετάσσετε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = –ln(lnx)  ως προς τα κοίλα, να αποδείξετε 

ότι για κάθε  α, β >1  ισχύει:     ⋅ln lnα β  ≤  ln( +
2

α β ). 

Λύση: 
i)  Αν  x1 = x2  τότε προφανώς ισχύει η ισότητα. 

Έστω ότι  x1 < x2 . Τότε η  f  είναι συνεχής στα διαστήματα  [x1 , 1 2

2
x x+ ] , [ 1 2

2
x x+  , x2]  και 

παραγωγίσιμη στα διαστήματα  (x1 , 1 2

2
x x+ ) , ( 1 2

2
x x+  , x2)  εφ’ όσον η  f  είναι παραγωγίσιμη 

στο  Δ. Από το θεώρημα Μέσης Τιμής θα υπάρχει ένας τουλάχιστον  ξ1∈ (x1 , 1 2

2
x x+ )  και  

ένας τουλάχιστον  ξ2∈ ( 1 2

2
x x+  , x2)  τέτοιοι, ώστε   

1( )f ξ′  = 
1 2

1

1 2
1

( ) ( )2

2

x xf f x

x x x

+
−

+
−

 = 
1 2

1

1 2 1

( ) ( )2
2

2

x xf f x

x x x

+
−

+ −
 = 

1 2
1

2 1

( ) ( )2

2

x xf f x

x x

+
−

−
    και 

2( )f ξ′  = 
1 2

2

1 2
2

( ) ( )2

2

x xf x f

x xx

+
−

+
−

 = 
1 2

2

2 1 2

( ) ( )2
2

2

x xf x f

x x x

+
−

− −
 = 

1 2
2

2 1

( ) ( )2

2

x xf x f

x x

+
−

−
. 
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Επειδή η  f  είναι κυρτή στο  Δ, η  f ′   θα είναι γνησίως αύξουσα σ’ αυτό. 

Εφ’ όσον  ξ1 < ξ2  θα είναι 1( )f ξ′ < 2( )f ξ′  ⇒  
1 2

1

2 1

( ) ( )2

2

x xf f x

x x

+
−

−
 < 

1 2
2

2 1

( ) ( )2

2

x xf x f

x x

+
−

−
 

2 1 0x x− >

⇒   

f ( 1 2

2
x x+ ) – f (x1)  <  f (x2) – f ( 1 2

2
x x+ ) ⇒  2f ( 1 2

2
x x+ )  <  f (x1) + f (x2) ⇒   

f ( 1 2

2
x x+ )  <  1 2( ) ( )

2
f x f x+ . 

Επομένως για κάθε  x1, x2∈Δ  ισχύει   1 2( ) ( )
2

f x f x+  ≥  f ( 1 2

2
x x+ ). 

 
ii)  Πρέπει  x > 0  και  lnx > 0 ⇔  lnx > ln1 ⇔  x > 1. Το πεδίο ορισμού της  f  είναι   
Df  = (1,+∞ ). 
Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  (1, +∞ ), ως αντίθετη της σύνθεση της δύο 
φορές παραγωγίσιμης συνάρτησης  g(x) = lnx  με τον εαυτό της και είναι: 

( )f x′  = ( )ln(ln )x ′−  = – 1 (ln )ln xx
′⋅  = – 1 1

ln x x⋅  = – 1
lnx x⋅

 

( )f x′′  = ( )1
lnx x

′
−

⋅
 = – 2

(1) ln 1 ( ln )
( ln )

x x x x
x x

′ ′⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
⋅

 = 2
( ) ln (ln )

( ln )
x x x x

x x
′ ′⋅ + ⋅

⋅
 = 2

11 ln

( ln )

x x x
x x

⋅ + ⋅

⋅
 = 2

ln 1
( ln )

x
x x

+
⋅

> 

0.  Άρα η  f  είναι κυρτή στο διάστημα  (1,+∞ ). 
Επομένως, σύμφωνα με το  (i)  για κάθε  α, β∈ (1,+∞ )  είναι: 

( ) ( )
2

f α f β+  ≥  f ( 2
α β+ ) ⇔  ln(ln ) ln(ln )

2
α β− −  ≥  – ln ln( )2

α β+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇔   

– ln(ln ) ln(ln )
2

α β+  ≥  – ln ln( )2
α β+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇔  ln(ln ) ln(ln )
2

α β+  ≤  ln ln( )2
α β+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇔   

1
2

.ln(lnα.lnβ) ≤  ln ln( )2
α β+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇔  ln ln lnα β⋅  ≤  ln ln( )2
α β+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇔  ln lnα β⋅  ≤  ln( 2
α β+ ). 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
10.11. Να μελετήσετε τις συναρτήσεις με τους επόμενους τύπους ως προς τα κοίλα και να προσδιο-

ρίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής. 
α)  f (x) = αx2 + βx + γ , α ≠ 0                      β)  f (x) = x3 – 6x2                    γ)  f (x) = 2x3 + 3x2 – 1  
δ)  f (x) = x4 + x3 + 6x2 + x + 1                     ε)  f (x) = (x + 1)4   

 
10.12. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της καμπύλης της  f  με  f (x) = x4–2x3+x–1, στα σημεία 

καμπής είναι κάθετες. 
 
10.13. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = x2(x–3) + 4 ,  για  x∈ . Έστω  x1, x2  είναι τα σημεία στα 

οποία η  f  παρουσιάζει τοπικά ακρότατα και  x3  το σημείο στο οποίο παρουσιάζει καμπή. Να 
αποδειχθεί ότι τα σημεία του επιπέδου  (x1, f (x1)) , (x2, f (x2)) , (x3, f (x3))  είναι συνευθειακά. 

(Εξετάσεις  1985) 
 
10.14. Δίνεται ο θετικός αριθμός  α  και η συνάρτηση  f (x) = αx2 – 2lnx  με  x∈ (0,+∞ ). 

α) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η  f  είναι κυρτή  ή  κοίλη. 
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β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f  στο 
σημείο  Α(1,f (1))  και να προσδιορίσετε το  α, ώστε η εφαπτόμενη αυτή να διέρχεται από την 
αρχή των αξόνων. 

(Εξετάσεις  1994) 
 
10.15. Να μελετήσετε τις συναρτήσεις με τους επόμενους τύπους ως προς τα κοίλα και να προσδιο-

ρίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής. 
α) f (x) = xex                                     β) f (x) = ln(x2+1)                            γ) f (x) = 2lnx + x2  

δ) f (x) = 1
2

.ln ( )1
1

x
x

+
−

                       ε) f (x) = ln(lnx)                              στ) f (x) = x.
1
xe  

 
10.16. Να μελετήσετε τις συναρτήσεις με τους επόμενους τύπους ως προς τα κοίλα και να προσδιο-

ρίσετε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής. 

α) f (x) = 2 1x −                    β) f (x) = 
3

2
9
1

x x
x
−
−

  

γ) f (x) = 2
2

x
x
+
−

                     δ) f (x) = ln
1 ln

x
x+

  

 
10.17. Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί  κ, λ  με  κ < λ  και η συνάρτηση   f (x) = (x – κ)5.(x – λ)3  με  

x∈ . 

α) Να δείξετε ότι  ( )
( )

f x
f x
′  = 5

x κ−  + 3
x λ−   για κάθε  x ≠ κ  και  x ≠ λ. 

β) Η συνάρτηση  g(x) = ln ( )f x   στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο διάστημα  (κ , λ). 
(Εξετάσεις  1995) 

 
10.18. Να αποδείξετε ότι κάθε μια από τις επόμενες συναρτήσεις έχει τρία σημεία καμπής, τα οποία 

είναι συνευθειακά. 

α)  f (x) = x.
2

2
x

e
−

                                                       β)  f (x) = 2
1
1

x
x
+
+

 

 
10.19. α) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία και τα κοίλα η συνάρτηση  f  με  f (x) = αx – x ,  x∈   

και  0 < α < 1. 
β) Να βρεθούν οι πραγματικές τιμές του  λ, για τις οποίες ισχύει η ισότητα: 

2 4λα − – αλ–2  =  (λ2 – 4) – (λ – 2)  όπου  0 < α < 1. 
(Εξετάσεις  1992) 

 
10.20. Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  με  f (x) = x4 + αx3 + βx2 + γx + δ ,  παρουσιάζει 

δύο σημεία καμπής, τότε   α2 > 8
3

.β. 

 
10.21. Έστω  f  με    f (x) = x4 – (κ+1)x3 + (κ2+1)x2 – κx + 1. Να αποδείξετε ότι για κάθε τιμή του 

πραγματικού αριθμού  κ, η συνάρτηση  f  είναι κυρτή στο  . 
 
10.22. Δίνεται συνάρτηση  f  με  f (x) = α.ln(x + α) – αx2 ,  α ≠ 0. Να αποδείξετε ότι η f  είναι κυρτή ή 

κοίλη στο πεδίο ορισμού της. 
Για ποιες τιμές του  α  είναι κυρτή και για ποιες κοίλη; 

[Απ. f κυρτή για α<0 και κοίλη για α>0] 

 
10.23. Έστω  f  με  f (x) = αx3 + βx2 + γx + δ ,  α ≠ 0. 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει ένα σημείο καμπής, το οποίο ονομάζουμε  Α(x0 , f (x0)). 
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ii)  Αν η  f  έχει δύο τοπικά ακρότατα στις θέσεις  x1, x2  με  x1 ≠ x2 , τότε  x0 = 1 2

2
x x+ . 

 
10.24. Να προσδιοριστούν οι πραγματικές τιμές του  α  ώστε η συνάρτηση  f  με   

f (x) = x4 + αx3 + x2 + x + 1  να στρέφει τα κοίλα άνω στο  . 
[Απ.- 2 6

3 ≤ α ≤ 2 6
3 ] 

 
10.25. Να προσδιοριστούν οι πραγματικές τιμές του  α  ώστε η συνάρτηση  f  με   

f (x) = x4 + αx3 + 3
2 x2 + 1  να είναι κυρτή στο . 

[Απ.-2 ≤ α ≤ 2] 

 
10.26. Να βρείτε την τιμή του  α  για την οποία το σημείο  x0 = 1  είναι θέση σημείου καμπής της 

συνάρτησης  f  με  f (x) = αx2 + 2
1
x

. 
[Απ.α=-3] 

 
10.27. Να προσδιοριστούν οι πραγματικοί αριθμοί  κ, λ  ώστε η συνάρτηση  f  με   

f (x) = x3 + (κ + 1)x2 + (1– λ)x + 1  να έχει σημείο καμπής το  (–1, 4). 
[Απ.κ=λ=2] 

 
10.28. Να βρείτε τις τιμές των  α, β  για τις οποίες η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  με   

f (x) = α x  + 
x
β   έχει σημείο καμπής το  Α(1,4). 

[Απ.α=3, β=1] 

 
10.29. Να βρείτε τις τιμές των  α, β  για τις οποίες η συνάρτηση  f (x) = x3 + αx2 + βx + 2  έχει τοπι-

κό ακρότατο στο  x1 = –2  και σημείο καμπής  x2 = 1. 
[Απ.α=-3, β=-24] 

 

10.30. Να βρείτε τις τιμές των  α, β  για τις οποίες η συνάρτηση  f (x) = αx + ln 2 1
β

x +
  έχει σημείο 

καμπής το  Α(1,1), στο οποίο η εφαπτόμενη της  Cf  είναι οριζόντια. 
[Απ.α=1, β=2] 

 
10.31. Μία συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα  (α, β). 

Αν  το σημείο  Α(x0, f (x0))  με  x0∈ (α, β)  είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f, 
τότε το  x0  δεν μπορεί να είναι θέση ακρότατου. 

 
10.32. Έστω  α  πραγματικός αριθμός και  f  συνάρτηση με  

                                f (x) = 
4

3
x + 

32
3
αx  + (α2 – 2α + 5

2 ).x2 + (α+7)x – 5α2. 

Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  δεν έχει σημεία καμπής. 
(Εξετάσεις  1990) 

 
10.33. α) Δίνεται η συνάρτηση  f  ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  Δ  με τιμές 

στο  (0,+∞ ). Να δειχθεί ότι η συνάρτηση  g  με  g(x) = ln[f (x)] ,  x∈Δ  στρέφει τα κοίλα άνω αν 
και μόνο αν, ισχύει η σχέση: ( ) ( )f x f x′′⋅  ≥  [ ]2( )f x′ ,  για κάθε  x∈Δ. 
β)  Να βρεθεί το μέγιστο διάστημα, στο οποίο η συνάρτηση  g  με  g(x) = ln(x2 + 2), στρέφει τα 
κοίλα άνω. 

(Εξετάσεις  1992) 
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10.34. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = (x – λ)e–x , λ∈ . Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των ση-
μείων καμπής της καμπύλης της  f. 

[Απ.y=2e-x] 

 
10.35. Έστω η συνάρτηση     f (x) = x3 – 3x2.συν2α + 2x.συν22α + ημ22α   x∈   και  α∈ . 

Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε τιμή του  α  η γραφική παράσταση της  f , έχει μόνο ένα ση-
μείο καμπής, το οποίο για τις διάφορες τιμές του  α  ανήκει σε παραβολή. 

(Εξετάσεις  2001) 
 
10.36. Δίνεται η συνάρτηση  f,  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    για την οποία ισχύει  ( )f x′ ≠ 0  

για κάθε  x∈   και η συνάρτηση  g  τέτοια ώστε  ( ) ( )g x f x′⋅  = 2f (x)  για κάθε  x∈ . Να απο-
δείξετε ότι, αν η γραφική παράσταση της  f  έχει σημείο καμπής το  Α(x0, f (x0)), τότε η εφαπτό-
μενη της γραφικής παράστασης της  g  στο σημείο  Β(x0, g(x0)),  είναι παράλληλη στην ευθεία    
y – 2x + 5 = 0. 

(Εξετάσεις  1995) 
 
10.37. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    τέτοια ώστε για κάθε  x∈   να ισχύ-

ει:    [f (x)]2 – x.f (x) + 3x2 = f (x).  Να αποδείξετε ότι η καμπύλη της  f  δεν παρουσιάζει σημεία 
καμπής. 

 
10.38. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση  f (x) = ex  και την ανισότητα του  Jensen, να αποδείξετε ότι: 

    2
α β

e
+

 ≤  1
2 (eα + eβ)  ,  για κάθε  α, β∈ . 

 
10.39. Έστω η συνάρτηση  f (x) = ημx  με  x∈ [0, 2

π ]. Εφαρμόστε την ανισότητα του  Jensen, για να 

αποδείξετε ότι:    ημ ημ
2

α β+  ≤  ημ 2
α β+  ,  για κάθε  α, β∈ [0, 2

π ]. 

 
10.40. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = xρ ,  x ≥ 0  και  ρ ≥ 1. Εφαρμόστε την ανισότητα του  Jensen, για 

να αποδείξετε ότι:    2ρ–1.(αρ + βρ) ≥  (α + β)ρ ,  για κάθε  α, β ≥ 0. 
 

10.41. Έστω η συνάρτηση  f (x) = ( )1 a

x x+ ,  0 < x < 1  και  α > 1. 

i)  Αποδείξτε ότι η συνάρτηςη  f (x)  είναι κυρτή στο διάστημα  (0,1). 

ii)  Αποδείξτε ότι για όλα τα  x, y∈ (0,1)  και  α > 1  ισχύει    f ( 2
x y+ ) ≤ ( ) ( )

2
f x f y+ . 

iii) Αποδείξτε ότι, αν  x > 0,  y > 0,  α > 1  και  x + y = 1, τότε ισχύει:  

                       ( )1 a

x x+ + 1
a

y y
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ 1
5

2

a

a− . 

 
10.42. Θεωρούμε μία συνάρτηση  f  η οποία στρέφει τα κοίλα κάτω στο διάστημα  [α, β]  και   

f (α) = f (β) = 0. Να αποδείξετε ότι  f (x) > 0, για κάθε  x∈ (α,β). 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
10.43. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στο . Αν υπάρχουν πραγ-

ματικοί αριθμοί  α, β  με  α < β  τέτοιοι, ώστε  f (α) = f (β), να αποδείξετε ότι: 
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i)   Η  f  έχει ένα μόνο ακρότατο το οποίο είναι ολικό ελάχιστο. 
ii)  lim

x→+∞
f (x) = +∞  

 
10.44. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  με  ( )f x′′ > 0  και   

f (x) = f (2 – x) , για κάθε  x∈ . Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
[Απ.Γν. φθίνουσα στο (- ∞ ,1] και γν. αύξουσα στο [1,+ ∞ )] 

 

10.45. Για τους θετικούς αριθμούς  α, β  να αποδείξετε ότι:     αα . ββ  ≥   2

α βα β ++⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
10.46. Να αποδείξετε ότι για κάθε  α∈   και  ν *∈   ισχύει      (eα + 2)ν + (e–α + 2)ν > 2.3ν. 
 
10.47. Αν  α, β∈  , με  α, β > 4,5  και  α + β = 12, να αποδείξετε ότι:   α1/α . β1/β  ≥   3 6 . 
 
10.48. Αν για τις συναρτήσεις  f, g  ισχύουν  ( )f x′′ > 0  για κάθε  x∈Δ, ( )g x′ > 0  και   ( )g x′′ > 0  

για κάθε  x∈ f (Δ), να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g f  είναι κυρτή στο  Δ. 
 
10.49. Αν μια συνάρτηση  f  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  Δ  και για το εσωτε-

ρικό σημείο  x0  του  Δ  ισχύει  0( )f x′′  = 0  και   f  (3)(x0) ≠  0, να αποδείξετε ότι το  x0  είναι θέση 
σημείου καμπής της  f. 

 
10.50. Να αποδείξετε ότι τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f  με   

f (x) = x.ημx , βρίσκονται στην καμπύλη με εξίσωση  y2.(4 + x2) = 4x2. 
 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
10.51. Χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε 

την απάντησή σας. 
I.  Μια πολυωνυμική συνάρτηση  3ου  βαθμού έχει οπωσδήποτε σημείο καμπής. 
II.  Μια πολυωνυμική συνάρτηση  4ου  βαθμού έχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής. 
III. Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  (α, β). Αν η  f  είναι κυρτή στο  (α, γ)  
και κοίλη στο  (γ, β)  τότε το σημείο  (γ, f (γ))  είναι σημείο καμπής της  Cf. 

 
10.52. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I.  Αν μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και στρέφει τα κοίλα άνω σ’ ένα διάστημα  
Δ, τότε 
Α.   ( )f x′′  > 0  ,  για κάθε  x∈Δ 
Β.   ( )f x′′  < 0  ,  για κάθε  x∈Δ 
Γ.   ( )f x′′  ≥  0  ,  για κάθε  x∈Δ 
Δ.   ( )f x′′  ≤  0  ,  για κάθε  x∈Δ 
Ε.   Δεν μπορούμε να αποφανθούμε για το πρόσημο της  ( )f x′′   στο  Δ 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    11. 
 
 

 

ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ  -  ΚΑΝΟΝΕΣ  DE  L’ HOSPITAL1 
 

 
 
 
 
 

11.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Η ευθεία  x = x0  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής πα-
ράστασης της  f, αν ένα τουλάχιστον από τα όρια  

0

lim
x x+→

f (x) ,   

0

lim
x x−→

f (x)  είναι  +∞   ή  –∞ . 

 
11.2. ΟΡΙΣΜΟΣ: Η ευθεία  y = l  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παρά-

στασης της  f  στο  +∞   (αντίστοιχα στο  –∞ ), αν  lim
x→+∞

f (x) = l  

(αντίστοιχα  lim
x→−∞

f (x) = l). 

 
11.3. ΟΡΙΣΜΟΣ: Η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  f  στο  +∞  , αντιστοίχως στο  –∞ , αν   
                                   lim

x→+∞
[f (x) – (λx + β)] = 0 , 

αντιστοίχως                lim
x→−∞

[f (x) – (λx + β)] = 0. 

 
11.4. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Η ασύμπτωτη  y = λx + β  είναι οριζόντια αν  λ = 0, ενώ αν  λ ≠ 0  λέγεται 

πλάγια ασύμπτωτη. 
 

11.5. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
 

Η ευθεία  y = λx + β  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 
της  f  στο  +∞ , αντιστοίχως στο  –∞ , αν και μόνο αν   

       lim
x→+∞

( )f x
x  = λ∈      και     lim

x→+∞
[f (x) – λx] = β∈  , 

αντιστοίχως  lim
x→−∞

( )f x
x  = λ∈    και   lim

x→−∞
[f (x) – λx] = β∈ . 

                                                 
1 DE L’ HOSPITAL (1661–1704). 

 

Γάλλος μαθηματικός, αξιωματικός του πυροβολικού, που είχε τον τίτλο του μαρκήσιου, 
μυήθηκε στον απειροστικό λογισμό από τον Jean Bernoulli. Η πραγματεία του “Analyse 
des infiniment petits” (1696) αποτέλεσε το πρώτο εγχειρίδιο διαφορικού λογισμού. Σ’ αυτό 
το έργο παρουσιάζεται και η μέθοδος υπολογισμού ορίων της μορφής  0

0   που είναι γνωστή  

ως κανόνας του l’Hospital. Συνέγραψε και ένα δεύτερο έργο το “Traite analytique des sections coniques”, 
το οποίο ήταν μια μεταγλώττιση των κωνικών του Απολλωνίου (260–170 π.χ.)  σε αλγεβρική γλώσσα. 
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11.6. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (1) Οι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του  2  δεν 

έχουν ασύμπτωτες. 

(2) Οι ρητές συναρτήσεις  ( )
( )

P x
Q x , με βαθμό του αριθμητή μεγαλύτερο τουλάχιστον κατά 

δύο μονάδες του παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύμπτωτες. 
(3) Σύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης μιας 

συνάρτησης  f  αναζητούμε: 
o Στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της στα οποία η  f  δεν ορίζεται. 
o Στα σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία η  f  δεν είναι συνεχής. 
o Στο  +∞ , –∞ , εφόσον η συνάρτηση είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής  

(α, +∞ ) , αντιστοίχως  (–∞ , α). 
 
Κανόνες  de l’ Hospital 
11.7. ΘΕΩΡΗΜΑ  1O: 

(Μορφή  0
0 ) 

Αν  
0

lim
x x→

f (x) = 0 ,  
0

lim
x x→

g(x) = 0 ,  x0∈ ∪ {–∞ ,+∞ }  και υ-

πάρχει το  
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x
′
′  

(πεπερασμένο ή άπειρο), τότε:    
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x  = 

0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x
′
′ . 

 
11.8. ΘΕΩΡΗΜΑ  2O: 

(Μορφή  +
+
∞
∞

) 
Αν  

0

lim
x x→

f (x) = +∞ , 
0

lim
x x→

g(x) = +∞ ,  x0∈ ∪ {–∞ ,+∞ }  και 

υπάρχει το  
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x
′
′  

(πεπερασμένο ή άπειρο), τότε:    
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x  = 

0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x
′
′ . 

 
11.9. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (1) Το θεώρημα 2  ισχύει και για τις μορφές  +∞

−∞
 , −∞

+∞
 , −∞

−∞
. 

(2) Τα παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, αν χρειάζεται, 
να τα εφαρμόσουμε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι προϋποθέσεις τους. 

(3) Στην εφαρμογή των παραπάνω θεωρημάτων πρέπει να εξασφαλίζουμε την ύπαρξη του 

ορίου  
0

lim
x x→

( )
( )

f x
g x
′
′ . Έτσι αν θέλουμε για παράδειγμα να βρούμε το όριο  

0
lim
x→

ln(1 )x
x
+   

τότε πρώτα ελέγχουμε αν έχουμε απροσδιόριστη μορφή, εδώ  
0

lim
x→

ln(1+x) = ln1 = 0  

και  
0

lim
x→

x = 0. Ύστερα βρίσκουμε, αν υπάρχει, το όριο του πηλικου των παραγώγων 

τους, δηλαδή  
0

lim
x→

( )
( )

ln(1 )x

x

′+

′
 = 

0
lim
x→

1
1

(1 )

1
x

x
+

′⋅ +
 = 

0
lim
x→

1
1 x+  = 1

1 0+  = 1.  

Άρα και  
0

lim
x→

ln(1 )x
x
+  = 1. 

(4) Το αντίστροφο των θεωρημάτων ΔΕΝ ισχύει. Πράγματι, αν θεωρήσουμε τις συναρτή-
σεις  f (x) = x2.ημ( 1

x )  και  g(x) = ln(1+x)  τότε  
0

lim
x→

f (x) = 0, 
0

lim
x→

g(x) = 0. Ακόμα  

( )f x′ = ( )2 1ημ( )
x

x
′

⋅ = 2x.ημ( 1
x ) + x2.συν( 1

x ) ( )1
x
′

⋅ = 2x.ημ( 1
x ) + x2.συν( 1

x ) ( )2
1
x

⋅ −  
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= 2x.ημ( 1
x )– συν( 1

x )  και  ( )g x′ = ( )ln(1 )x ′+ = 1
1 x ⋅+

(1+x)΄ = 1
1 x+ . 

Το όριο  
0

lim
x→

( )
( )

f x
g x
′
′  = 

0
lim
x→

1 12 ημ( ) συν( )

1
1

x x
x

x

⋅ −

+

 = 
0

lim
x→

(1+x)[2x.ημ( 1
x ) – συν( 1

x )]  δεν 

υπάρχει αφού δεν υπάρχει το όριο 
0

lim
x→

συν( 1
x ). 

Όμως το όριο  
0

lim
x→

( )
( )

f x
g x  = 

0
lim
x→

2 1ημ( )

ln(1 )
x

x

x

⋅

+
 = 

0
lim
x→

1

ln(1 )

ημ( )
x
x

x

x

+

⋅
 = 0

1  = 0. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

11.10. Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης    f (x) =  ⋅x x
x 1− . 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = –{1}. 

1
lim
x +→

f (x) = 
1

lim
x +→ 1

x x
x
⋅
−

 = 
1

lim
x +→

(x. x . 1
1x− ) = 

1
lim
x +→

(x. x ).
1

lim
x +→

1
1x−  = 1.(+∞ ) = +∞ . 

Άρα η ευθεία με εξίσωση  x = 1  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της  Cf. 

lim
x→+∞

( )f x
x  = lim

x→+∞

1
x x
x

x

⋅
−  = lim

x→+∞ ( 1)
x x

x x
⋅
−

 = lim
x→+∞ 1

x
x−  

0x>
=  lim

x→+∞ 1
x

x−  = lim
x→+∞

x
x  = 1.   

Άρα  λ = 1. 

lim
x→+∞

[f (x) – λx] = lim
x→+∞

( 1
x x
x
⋅
−

 – x) = lim
x→+∞

(
2

1
x

x−  – x) = lim
x→+∞

2 ( 1)
1

x x x
x
− −
−

 = lim
x→+∞

2 2

1
x x x

x
− +
−

 = 

lim
x→+∞ 1

x
x−  = lim

x→+∞

x
x  = 1.  Άρα  β = 1. 

Επομένως η ευθεία με εξίσωση  y = x+1  είναι πλάγια ασύμπτωτη της  Cf  καθώς το  x→ +∞ . 

lim
x→−∞

( )f x
x  = lim

x→−∞

1
x x
x

x

⋅
−  = lim

x→−∞ ( 1)
x x

x x
⋅
−

 = lim
x→−∞ 1

x
x−  

0x<
=  lim

x→−∞ 1
x

x
−
−

 = lim
x→−∞

x
x
−  = –1. 

Άρα  λ = –1. 

lim
x→−∞

[f (x) – λx] = lim
x→−∞

( 1
x x
x
⋅
−

 + x) = lim
x→−∞

(
2

1
x

x
−
−

 + x) = lim
x→−∞

2 ( 1)
1

x x x
x

− + −
−

 = lim
x→−∞

2 2

1
x x x

x
− + −

−
 

= lim
x→−∞ 1

x
x
−
−

 = lim
x→−∞

x
x
−  = –1.  Άρα  β = –1. 

Επομένως η ευθεία με εξίσωση  y = – x – 1  είναι πλάγια ασύμπτωτη της  Cf  καθώς το   
x→ –∞ . 
 
 

11.11. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f (x) = x
x
ημ  δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες και 

ότι έχει τον άξονας  x΄x  οριζόντια ασύμπτωτη. 
Λύση: 
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Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = * . Είναι 
0

lim
x→

f (x) = 
0

lim
x→

ημx
x  = 1  και η  f  είναι συνεχής 

στο * , οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
 

 

Για  x ≠ 0  είναι  ημx
x  = ημx

x
 ≤  1

x
.  Οπότε  – 1

x
 ≤  ημx

x  ≤  1
x

  

Είναι  lim
x→+∞

(– 1
x

) = lim
x→+∞

1
x

 = 0  άρα και lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

ημx
x  = 0.  Όμοια lim

x→−∞
f (x) = 0. 

Επομένως η  f  έχει οριζόντια ασύμπτωτη τον άξονα  x΄x  στο  +∞   και στο  –∞ . 
 
11.11.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Από το παραπάνω σχέδιο παρατηρούμε ότι η γραφική παράσταση 

της  f  να τέμνει την ασύμπτωτή της (σε άπειρα σημεία) καθώς το  x  τείνει στο  +∞   και 
στο  –∞ . Όμως η απόστασή τους τείνει στο  0. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
11.12. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

α)  f (x) = 3 2
3

x
x
−
+

                                   β)  f (x) = 
35

2
x

x
−
−

                                   γ)  f (x) = 
3 8

2
x
x
+
+

  

 
11.13. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

α)  f (x) = 
22 3

1
x x
x
−
−

                               β)  f (x) = 
2

2
(2 )

1
x x x

x x
+ −
− +

                         γ)  f (x) = 
3

2
2

1
x x

x
+ −
−

  

 
11.14. Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση  2x + y – 5 = 0  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 

της  f  στο  +∞ . Να βρείτε τα όρια: 

α)  lim
x→+∞

( )f x
x

                          lim
x→+∞

[f (x) + 2x]                          β)  lim
x→+∞ 2

( ) 3 ημ
( ) 2 3

f x x x
x f x x

− −
⋅ + +

  

[Απ.i)-2, 5 ii)-1] 

 
11.15. Έστω ότι η ευθεία  y = 2x + 5  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης  

f  στο  +∞ . Να βρείτε τα όρια: 

α) lim
x→+∞

( )f x
x   και  lim

x→+∞
[f (x) – 2x]. 

β) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό  μ  αν     lim
x→+∞ 2

( ) 4
( ) 2 3
μ f x x

x f x x x
⋅ +

⋅ − +
 = 1. 

(Εξετάσεις  1994) 
 
11.16. Δίνεται ότι η ευθεία με εξίσωση  y = 4 – 6x  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  

f  στο  –∞ . 
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α) Να βρείτε τα όρια:  lim
x→−∞

( )f x
x

     ,       lim
x→−∞

[f (x) + 6x] 

β) Να υπολογίσετε τον  κ∈ , αν γνωρίζουμε ότι     lim
x→−∞

2

2

1( ) ημ( )

( ) 6 ( 4) 1

f x κ x x x
x f x x κ x

+ ⋅ + ⋅

⋅ + + − −
 = –2. 

[Απ.i)-6, 4 ii)5] 

 
11.17. Να βρείτε την τιμή του  α, ώστε η γραφική παράσταση της συνάρτησης   

f (x) = 
22 ( 1) 2

1
x α x

x
+ + −

−
  να έχει ασύμπτωτη την ευθεία με εξίσωση  y = 2x–5 , καθώς το  x  τείνει 

στο  +∞ . 
[Απ.α=-8] 

 
11.18. Έστω  f, g : →   είναι συνεχείς συναρτήσεις στο    τέτοιες, ώστε να ισχύει 

               f (x) – g(x) = x – 4 ,  για  x∈ . 
Έστω ότι η ευθεία με εξίσωση  y = 3x–7  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f, κα-
θώς  x→+∞ . 

Α.  Να βρείτε τα όρια:   α) lim
x→+∞

( )g x
x        β) lim

x→+∞ 2
( ) 3 ημ2

( ) 3 1
g x x x
x f x x

− +
⋅ − +

. 

Β.  Να αποδείξετε ότι η ευθεία  y = 2x – 3  είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  g, κα-
θώς  x→+∞ . 

(Εξετάσεις  2000) 
 
11.19. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

α) f (x) = 2 2 3x x− +                                       β) f (x) = 
2 1
1

x x
x
⋅ +

−
  

 
11.20. Να βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 

α) f (x) = συνx
x                                                   β) f (x) = x + ημx

x   
[Απ.α)x=0, y=0 β)y=x] 

 
11.21. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: (Μορφή: 0

0
) 

α) 
0

lim
x→

1 συν
ημ

x
x

−                             β) 
0

lim
x→

ημ 1
ln(1 )

xe x
x

+ −
+

                            γ) 
0

lim
x→ 3

συν ημx x x
x

⋅ −   

δ) 
0

lim
x→

2

1
1 συν

xe
x

−
−

                             ε) 
0

lim
x→ 2

1 συν ln(συν )x x
x

− −                 στ) 
1

lim
x→ 3

1 ln
3 2

x x
x x
− +
− +

 

[Απ.α)0 β)2 γ)- 1
3
 δ)2 ε)1 στ)- 1

6
] 

 
11.22. Να βρεθούν τα επόμενα όρια (Μορφή: 0

0
) 

α) 
1

lim
x→

1 ln
( 1) ln
x x
x x
− −
− ⋅

                                                   β) 
1

lim
x→ 2

1 ( 1)
( 1)

νx ν x
x

− − −
−

  

γ) 
0

lim
x→ 2

συν( ) συν( )αx βx
x
−                                        δ) 

0
lim
x→

2
ημ

x xe e x
x x

−− −
−

 

[Απ.α) 1
2
 β) ν(ν-1)

2  γ)
2 2β -α
2

 δ)2] 
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11.23. Να βρεθούν τα όρια:            (Μορφή: ±∞±∞ ) 

α) 
0

lim
x +→

ln(ημ )
ln

x
x                 β) lim

x→+∞ 2 1

xe
x +

                γ) lim
x→+∞

e–x.(x – x2)                δ) 
1

lim
x +→ 1

1

ln( 1)
x

x

e −

−   

ε) lim
x→+∞ 2

ln(1 2 )
1

xe
x

+

+
                               στ) 

0
lim
x +→

ln(ημ2 )
ln(ημ )

x
x

                                 ζ) lim
x→+∞

ln( )x xe e
x

−+  

[Απ.α)1 β)+ ∞  γ)0 δ)0 ε)1 στ)1 ζ)1] 

 
11.24. Να βρεθούν τα όρια:      (Μορφή:  0 (⋅ ±∞) ) 

α) 
0

lim
x +→

(x.lnx)                                     β) 
0

lim
x +→

( x .lnx)                              γ) 
0

lim
x +→

(x.
1
xe )  

δ) 
0

lim
x +→

(x2.e2x)                                     ε) 
2

lim
πx
−

→

(εφx.ln(ημx) 

[Απ.α)0 β)0 γ)+ ∞  δ)0 ε)0] 

 
11.25. Να βρεθούν τα επόμενα όρια: (Μορφή:  00) 

α) 
0

lim
x +→

xx                                        β) 
0

lim
x +→

xημx                                      γ) 
0

lim
x +→

( )x
x   
[Απ.α)1 β)1 γ)1] 

 
11.26. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο στο   και  f (α) = 3 ,  

( )f α′  = –4, να υπολογιστεί το όριο:  lim
x α→

2 ( ) 6f x
x α

−
−

. 

[Απ.-8] 

 

11.27. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = 
1 συν , 3

+ημ ,
2 3

α x x

xβ x

⎧ + ⋅ ≤⎪
⎨
⎪ >⎩

π

π
. 

Να προσδιορίσετε τις τιμές των  α, β, ώστε η  f  να είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 3
π  

[Απ.α=- 1
2
 , β= 1

4
] 

 

11.28. Έστω  f  με  f (x) = , 0
συν( ) συν( ) , 0

x xα β x
αx β x x

+ ≤⎧
⎨

+ >⎩
, με  α, β > 0. 

Να βρείτετε τις τιμές των  α, β, για τις οποίες η γραφική παράσταση της  f  διέρχεται από το ση-
μείο  Α(–1, 5

2 )  και η  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 

[Απ.α=2, β=
1
2
 ή α=

1
2
, β=2] 

 
11.29. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = x + 1 + ln(x2 + 1). 
α)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
β)  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  x΄x  σε ένα μόνο σημείο. 

[Απ.α) ] 

 

11.30. Δίνεται συνάρτηση  f, συνεχής στο  , για την οποία ισχύει:  
0

lim
x→

2( ) 1
ημ2

xf x e
x

− +  = 5. 

α) Να βρείτε το  f (0). 
β) Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο  x0 = 0. 
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γ) Αν  h(x) = e–x.f (x), να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτή-
σεων  f  και  h  στα σημεία  Α(0, f (0))  και  Β(0, h(0))  αντίστοιχα είναι παράλληλες. 

[Απ.α)0 β)12] 

 

11.31. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1

, 1
(1 ) ln( 1) , (1,2]x

x α x
e x x− +

+ ≤⎧
⎨ − ⋅ − ∈⎩

,  α∈ . 

α) Να υπολογίσετε το όριο  
1

lim
x→

11
1
xe

x
− +−
−

. 

β) Να βρείτε το  α  ώστε η συνάρτηση  f  να είναι συνεχής στο  x0 = 1. 
γ) Για  α = –1  να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ (1,2)  τέτοιο, ώστε η εφαπτόμενη της 
γραφικής παράστασης της  f  στο  Α(ξ , f (ξ))  να είναι παράλληλη προς τον άξονα  x΄x. 

[Απ.α)1 β)-1] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 

11.32. Δίνεται η συνάρτηση     f (x) = 1

1
αν 0

1 2
0 αν 0

x

x x

x

⎧ ημ⎪⎪ ≠
⎨ +⎪

=⎪⎩

. 

i)  Να υπολογίσετε, αν υπάρχει, το όριο  
0

lim
x→

f (x). 

ii) Να υπολογίσετε, αν υπάρχουν, τα όρια  lim
x→+∞

f (x)  και  lim
x→−∞

f (x). 
[Απ. i)Δεν υπάρχει ii)0, 0] 

 

11.33. Να βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης  f  με  f (x) =
ln , 0

, 0
x x x

e x
⋅ ≠⎧

⎨ =⎩
 

 
11.34. Α.  Έστω η συνάρτηση  g  με  g(x) = e–x. 

i)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cg  στο  0. 
ii)  Να μελετήσετε την  g  ως προς τα  κοίλα - κυρτά. 
iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈   ισχύει: 1 + x.ex ≥  ex. 

Β.  Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
1 αν 0

1 αν 0

xe xx
x

⎧ − ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της  f. 
ii) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
iii) Να αποδείξετε ότι η  f ′   είναι συνεχής. 

 

11.35. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
21/ αν 0

0 αν 0

xe x
x

−⎧ ≠⎪
⎨

=⎪⎩
.  Να βρείτε την πρώτη και την δεύτερη πα-

ράγωγο της συνάρτησης. 
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______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
11.36. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-

σετε την απάντησή σας. 
I. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    τότε δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. 
II. Η συνάρτηση  f (x) = lnx, έχει κατακόρυφη ασύμτωτη την ευθεία με εξίσωση  y = 0. 
III. Η συνάρτηση  f (x) = ex, έχει οριζόντια ασύμτωτη την ευθεία με εξίσωση  x = 0. 

IV. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f (x) = 2
ημ

90 2026
x x

x x
+

− +
 , έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

V. Αν μία συνάρτηση έχει ασύμπτωτη, τότε αυτή δεν τέμνει τη γραφική της παράσταση. 
 
11.37. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-

ντησή σας. 
I. Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού το    το πλήθος των πλάγιων ασυμπτώτων που μπορεί 
να έχει είναι: 

Α. το πολύ τρεις                                     Β. το πολύ μία                                     Γ. το πολύ δύο 
Δ.  εξαρτάται από το πλήθος των οριζόντιων ασυμπτώτων 
Ε.  δεν υπάρχει περιορισμός για το πλήθος 

 
II. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  , τότε η γραφική της παράσταση μπορεί να έχει: 
Α.  δύο πλάγιες ασύμπτωτες στο  +∞   
Β.  οριζόντια και πλάγια ασύμπτωτη στο  +∞   
Γ.  κατακόρυφες ασύμπτωτες  
Δ.  πλάγια ασύμπτωτη στο  +∞   και οριζόντια ασυμπτώτη στο  –∞   
Ε.  οριζόντια και πλάγια ασύμπτωτη στο  –∞   
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ΜΕΛΕΤΗ  ΚΑΙ  ΧΑΡΑΞΗ  ΤΗΣ  ΓΡΑΦΙΚΗΣ 
ΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ  ΜΙΑΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
 
 
 
 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

12.1. Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση    f (x) =  x
x

3

2

2
( 1)

−
−

. 

Λύση: 
Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = –{1}. 
 
Η  f  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της ως ρητή συνάρτηση. 
 
Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  Df   ως ρητή συνάρτηση, με 

( )f x′  = 
3

2
2

( 1)
x
x

′⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 = 
3 2 3 2

22

( 2) ( 1) ( 2) ( 1)

( 1)

x x x x

x

′′ ⎡ ⎤− ⋅ − − − ⋅ −⎣ ⎦
⎡ ⎤−⎣ ⎦

 = 
2 2 3

4
3 ( 1) ( 2) 2( 1)( 1)

( 1)
x x x x x

x
′⋅ − − − ⋅ − −

−
  

           = 
2 3

4
( 1)[3 ( 1) 2( 2)]

( 1)
x x x x

x
− − − −

−
 = 

3 2 3

3
3 3 2 4

( 1)
x x x

x
− − +

−
 = 

3 2

3
3 4

( 1)
x x

x
− +
−

 = 
2

3
( 1)( 2)

( 1)
x x

x
+ −

−
 

( )f x′  = 0  ⇔   
2

3
( 1)( 2)

( 1)
x x

x
+ −

−
 = 0  ⇔   x = –1  ή  x = 2. 

Στο διπλανό πίνακα φαίνονται τα δι-
αστήματα μονοτονίας. Για  x = –1  η  
f  έχει τοπικό μέγιστο με τιμή 

f (–1) = 
3

2
( 1) 2
( 1 1)
− −
− −

 = 2
1 2

( 2)
− −
−

 = – 3
4 . 

( )f x′′  = 
3 2

3
3 4

( 1)
x x

x

′⎛ ⎞− +
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 = 
3 2 3 3 2 3

23

( 3 4) ( 1) ( 3 4) ( 1)

( 1)

x x x x x x

x

′′ ⎡ ⎤− + ⋅ − − − + ⋅ −⎣ ⎦
⎡ ⎤−⎣ ⎦

  

         = 
2 3 3 2 2

6
(3 6 ) ( 1) ( 3 4) 3( 1) ( 1)

( 1)
x x x x x x x

x
′− ⋅ − − − + ⋅ − ⋅ −

−
 = 

3 3 2 2

6
3 ( 2) ( 1) ( 3 4) 3( 1)

( 1)
x x x x x x

x
− ⋅ − − − + ⋅ −

−
 

         = 
3 2 2

6
3 ( 2) ( 1) ( 1)( 2) 3( 1)

( 1)
x x x x x x

x
− ⋅ − − + − ⋅ −

−
 = 

2

6
3( 2) ( 1) [ ( 1) ( 1)( 2)]

( 1)
x x x x x x

x
− ⋅ − − − + −

−
 

         = 
2 2

4
3( 2)[ ( 2 2)]

( 1)
x x x x x x

x
− − − − + −

−
 = 

2 2

4
3( 2)[ 2 2)]

( 1)
x x x x x x

x
− − − + − +

−
 = 4

6( 2)
( 1)

x
x
−
−

. 

x – ∞       –1                 1                  2          + ∞  
( )f x′         +     0      –       +      0      + 

f(x)     
                           τ.μ.   
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( )f x′′  = 0  ⇔   4
6( 2)
( 1)

x
x
−
−

 = 0  ⇔   x = 2  ⇔   x = 2. 

Στο διπλανό πίνακα φαίνονται τα διαστήματα 
στα οποία η  f  είναι κυρτή ή κοίλη. 

f (2) = 
3

2
2 2

(2 1)
−
−

 = 8 2
1
−  = 6. Το  (2,6)  είναι 

σημείο καμπής της  Cf. 
 

1
lim
x→

f (x) = 
1

lim
x→

3

2
2

( 1)
x
x
−
−

 = 
1

lim
x→

[(x3–2). 2
1

( 1)x−
] = 

1
lim
x→

(x3–2). 
1

lim
x→ 2

1
( 1)x−

 = (–1)(+∞ ) = –∞ . 

Άρα η ευθεία με εξίσωση  x = 1  είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της  Cf. 

lim
x→+∞

( )f x
x  = lim

x→+∞

3

2
2

( 1)
x
x

x

−
−  = lim

x→+∞

3

2

2
( 1)
x

x x
−
−

 = lim
x→+∞

3

2

2
( 2 1)

x
x x x

−
− +

 = lim
x→+∞

3

3 2

2
2

x
x x x

−
− +

 = 

lim
x→+∞

3

3

x
x

 = 1.  Άρα  λ = 1. 

lim
x→+∞

[f (x) – λx] = lim
x→+∞

[
3

2
2

( 1)
x
x
−
−

 – x] = lim
x→+∞

3 2

2
2 ( 1)
( 1)

x x x
x

− − −
−

 = lim
x→+∞

3 2

2
2 ( 2 1)

( 1)
x x x x

x
− − − +

−
 = 

lim
x→+∞

3 3 2

2
2 2 )

( 1)
x x x x

x
− − + −

−
 = lim

x→+∞

2

2
2 2

2 1
x x

x x
− −
− +

 = lim
x→+∞

2

2
2x
x

 = 2.  Άρα  β = 2. 

Όμοια  lim
x→−∞

( )f x
x  = 1  και  lim

x→−∞
[f (x) – λx] = 2 

Άρα η ευθεία με εξίσωση  y = x + 2  είναι πλάγια ασύμπτωτη της  Cf  στο  +∞   και στο  –∞ . 
 

Για  x = 0  είναι  y = f (0) = 
3

2
0 2

(0 1)
−
−

 = 2
1
−  = –2. 

Για  y = 0  είναι  f (x) = 0  ⇔   
3

2
2

( 1)
x
x
−
−

 = 0  ⇔   x3 – 2 = 0  ⇔   x3 = 2  ⇔   x = 3 2 . 

Επομένως, η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  y΄y  στο σημείο  (0,–2)  και τον ά-
ξονα  x΄x  στο σημείο  ( 3 2 , 0). 
 

lim
x→+∞

f (x) = lim
x→+∞

3

2

2
2 1

x
x x

−
− +

 = lim
x→+∞

3

2

x
x

 = lim
x→+∞

x = +∞    και    lim
x→−∞

f (x) = lim
x→−∞

x = –∞ . 

Ο πίνακας μεταβολών της  f  είναι ο επόμενος: 
x – ∞         –1                  1                  2           + ∞  
( )f x′         +      0      –       +      0        + 
( )f x′′  –        –      0        + 

f (x) 
   

 
                 τ.μ. – ¾                        σ.κ. 6 
 

   
 

 

x – ∞            1                  2          + ∞  
( )f x′′  –       –       0       + 

f(x)    
                                              σ.κ.  
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_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
12.2. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

α) f (x) = x2 – 2x – 3                                                  β) f (x) = 24x x−   

γ) f (x) = x3 – 6x2 + 9x – 4                                         δ) f (x) = x2.ex  
 
12.3. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

α) f (x) = 
3

2 1
x

x +
                        β) f (x) = x + 2

1
x

                         γ)  f (x) = 
3

2 1
x

x −
 

 
12.4. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων: 

α) f (x) = 1
2 ⋅ ln ( )1

1
x
x

−
+

                          β) f (x) = ln
1 ln

x
x+

                                       γ)  f (x) = 
1
xx  

 

12.5. Να μελετήσετε και να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f (x) = ημ
1 ημ

x
x−

. 
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________________________________________ΓΕΝΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ________________ 
 
Α΄  Ομάδα 

13.1. Δίνεται η συνάρτηση  f : →  με  f (y) = 
1/ αν 0
0 αν 0

ye y
y

−⎧ >
⎨

≤⎩
. Να εξετάσετε αν η  f  είναι πα-

ραγωγίσιμη στο  . Αν ναι, εξετάστε αν η  f ′  είναι συνεχής. 
 

13.2. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : → , για την οποία ισχύει:  
0

lim
x→ 2

( )f x x
x
−  = 2005. 

α) Να δείξετε ότι:  i)  f (0) = 0        ii)  (0)f ′  = 1 

β) Να βρείτε το  λ∈  έτσι, ώστε  
0

lim
x→

( )
( )

22

22

( )
2 ( )
x λ f x

x f x
+
+

 = 3. 

 
13.3. Δίνεται η συνάρτηση  φ(t) = 2t + μ , t∈   όπου  μ  παράμετρος με  μ∈ . Μία επιχείρηση έ-

χει έσοδα  E(t)  που δίνονται σε εκατομμύρια δραχμές, με τον τύπο  E(t) = (t – 1).φ(t) ,  t ≥ 0  
όπου  t  συμβολίζει το χρόνο σε έτη. Το κόστος λειτουργίας  K(t)  της επιχείρησης δίνεται σύμ-
φωνα με τον τύπο  K(t) = φ(t + 4) , t ≥ 0  σε εκατομμύρια δραχμές. 
α) Να βρείτε τη συνάρτηση κέρδους  P(t), για  t ≥ 0 , όταν γνωρίζουμε ότι κατά το πρώτο έτος 
λειτουργίας η επιχείρηση παρουσίασε ζημιά  12  εκατομμύρια δρχ. 

β) Ποια χρονική στιγμή θα αρχίσει η επιχείρηση να παρουσιάζει κέρδη; 
γ) Ποιος θα είναι ο ρυθμός μεταβολής της συνάρτησης κέρδους στο τέλος του  2ου  έτους; 

δ) Να υπολογιστεί το  I = 111
2

6

0
( )P t dt⋅∫ . 

(Εξετάσεις  1998) 
 
13.4. Δίνεται μία συνάρτηση  f  ορισμένη στο   με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύ-

ουν οι σχέσεις  f (x) = – f (2 – x)  και  ( )f x′ ≠ 0  για κάθε  x∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη. 
β) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα. 

γ) Έστω η συνάρτηση  g(x) = ( )
( )

f x
f x′

. Να αποδείξετε ότι η εφαπτόμενη της γραφικής παράστα-

σης της  g  στο σημείο στο οποίο αυτή τέμνει τον άξονα  x΄x, σχηματίζει με αυτόν γωνία  450. 
 
13.5. Θεωρούμε παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : →   με  f (0) = 1  και τέτοια, ώστε 

                2x.f (x) + (x2 + 1) ( )f x′  = ex,  για κάθε  x∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι  f (x) = 2 1

xe
x +

 ,  x∈ . 

β) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f. 
(Εξετάσεις  2000) 

 
13.6. Δίνεται η συνάρτηση  h(x) = 212.(e– 4x – e– αx) ,  x ≥ 0 ,  α∈ ,  α > 4. 

α) Να δείξετε ότι  lim
x→+∞

h(x) = h(0) = 0. 

β) Να μελετήσετε ως προς τα ακρότατα τη συνάρτηση  h(x). 
γ) Αν  x1  είναι η ρίζα της  )(xh′  και  x2  ρίζα της  )(xh ′′ , να βρείτε τη σχέση που συνδέει τα  x1 

, x2 . 

δ) Να υπολογίσετε το Μ = 334
75

ln 2

0
( )h x dx⋅∫   όταν  α = 8. 



ΓΕΝΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ                                                                                                                               327 

(Εξετάσεις  1998) 
 
13.7. Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f :(0,+∞ )→   για την οποία ισχύουν  f (1) = 0  και   

                  x ( )f x′⋅  – 2f (x) = x ,  για κάθε  x∈ (0,+∞ ). 

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h(x) = 2
( )f x
x

  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0,+∞ ). 

β) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης  f. 

γ) Να βρείτε το όριο  
1

lim
x→

1
2

( )

(ln )

x
f t dt

x
∫ . 

[Απ.β)f(x)=x2-x γ) 1
2
] 

 
13.8. Δίνεται η συνάρτηση  f, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο  με  ( )f x′ ≠ 0  για κάθε  x∈ . 

α) Να δείξετε ότι η  f  είναι  “1-1”. 
β) Αν η γραφική παράσταση  Cf  της  f  διέρχεται από τα σημεία  Α(1, 2005)  και  Β(–2,1), να 
λύσετε την εξίσωση  f –1(–2004 + f (x2–8)) = –2. 

γ) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο  Μ  της  Cf, στο οποίο η εφαπτόμενη της  Cf  

είναι κάθετη στην ευθεία  (ε): y = – 1
668 x + 2005. 

 
13.9. Δίνεται η συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , για την οποία υποθέτουμε ότι ισχύ-

ει  f (0) = 0  και ότι η  f ′   είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  (0,+∞ ). 
α) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x > 0  υπάρχει  ξ∈ (0, x)  τέτοιος ώστε  f (x) = x ( )f ξ′⋅ . 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  h(x) = ( )f x
x  + ex ,  x>0  είναι συνάρτηση  1-1  στο διάστημα  

(0,+∞ ). 
γ) Αν  h(x) = ex + x5 + x , να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  I = 

0

1
( 1)f x dx

−
+∫ . 

[Απ.γ) 10
21

] 

 
13.10. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : → , η οποία έχει την ιδιότητα:  

                    f 3(x) + f (x) = 2x4 ,  για κάθε  x∈ . 
α) Να αποδείξετε ότι  f (0) = 0  και ότι η  f  έχει ολικό ελάχιστο το  f (0). 
β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf  στο σημείο  Α(1, f (1)). 
γ) Να εξετάσετε τη μονοτονία της  f. 

[Απ.β)y=2x-1] 

 
13.11. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    για την οποία ισχύει: 

           f 3(x) + 2f (x) = x   για κάθε  x∈ . 
i)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει μοναδική ρίζα τον  x = 0. 
ii) Να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα - κυρτά και να βρείτε τα σημεία καμπής. 

 

13.12. Έστω η συνάρτηση  f  με   f (x) = (α – 2
3 )x3 – (α + 1

2 )x2 – 10x + 7 ,   x∈ . Να βρείτε το  

α∈   ώστε η  f  να παρουσιάζει καμπή στο  x = 3
2 . Μετά για την τιμή αυτή του  α  να σχημα-

τίσετε τον πίνακα μεταβολών της  f. 
(Εξετάσεις  1986) 
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13.13. Δίνεται η συνάρτηση  f  ορισμένη στο   με τύπο  f (x) = 
2 2

22

x z x z
x z

− − +
+

  όπου  z  συγκεκρι-

μένος μιγαδικός αριθμός  z = α + βi, α, β∈   με  α ≠ 0. 
α) Να βρείτε τα όρια  lim

x→+∞
f (x) , lim

x→−∞
f (x). 

β) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης  f, αν  1z+  > 1z− . 
γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της  f. 

 

13.14. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ( )x
e

α

⋅ lnx ,  x > 0  και  α∈ , για την οποία γνωρίζουμε ότι 

για κάθε  x > 0  ισχύει  f (x) ≤  1. 
i)  Να αποδείξετε ότι  α = –1. 
ii) Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
iii) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτηση  f . 
iv) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  f. 

[Απ.iv)x=0, y=0] 

 
13.15. Α. Να αποδείξετε ότι για κάθε  x > –1  ισχύει   (1 + x).ln(1+ x) ≥  x. 

Β. Δίνεται η  f  με    f (x) = 
ln(1 ) αν 1 0

1 αν 0

x xx
x

+⎧ − < ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να βρείτε, αν ορίζεται, την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης της  f  στο σημείο με τε-
τμημένη  0. 

ii)  Να εξετάσετε τη μονοτονία της  f. 
iii) Να βρείτε τις τιμές του  κ∈ , για τις οποίες ισχύει: 

        (2κ2 + 2κ + 1).ln(κ2 + 2κ + 3) – (κ2 + 2κ + 2).ln(2κ2 + 2κ + 2) < 0 
[Απ. Α.i)x+2y=2, iii)-1<κ<1] 

 
13.16. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x.ln(x+1) – (x+1).lnx ,  x > 0. 

α) i)  Να αποδείξετε ότι:  ln(x+1) – lnx < 1
x . 

ii)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  (0,+∞ ). 
β)  Να υπολογίσετε το όριο:  lim

x→+∞
x.ln(1+ 1

x ). 

γ)  Να αποδείξετε ότι  υπάρχει μοναδικός αριθμός  α∈ (0,+∞ )  τέτοιος ώστε  (α+1)α = αα+1. 
 
13.17. Μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [1,5]  και παρουσιάζει α-
κρότατο στο  (1,5). Αν για κάθε  x∈ [1,5]  ισχύει  ( )f x′′ ≤  2, να αποδείξετε ότι 

                    (1) (5)f f′ ′+  ≤  8. 
 
13.18. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (1– x)ex. 

α)  Να εξετάσετε τη μονοτονία της  f. 
β)  Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (0,1)  ισχύει  ex < 1

1 x− . 

γ)  Να αποδείξετε ότι  
1
2

1
4

xe dxx∫  < ln3. 

 
13.19. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x2.lnx – x ,  x > 0. 

α) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατα αυτής. 
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β) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  τέμνει τον άξονα  x΄x  σε ένα μόνο σημείο. 

γ) Να αποδείξετε ότι  
3

2 ln
dx

x∫   <  8 + ln3. 

 
13.20. Θεωρούμε τη συνάρτηση   f (x) = 

2 1 lnκx x+ ⋅ , με  κ∈ . 
α) Να βρείτε την ακρότατη τιμή  Α(κ)  της  f. 
β) Για ποια τιμή του  κ, η ακρότατη τιμή  Α(κ)  γίνεται η ελάχιστη δυνατή; 

[Απ.β)κ=0] 

 
13.21. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 2 1x +  – x. 

α) Να αποδείξετε ότι  lim
x→+∞

f (x) = 0. 

β) Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f, όταν το  x  τείνει στο   
–∞ . 

γ) Να αποδείξετε ότι: ( )f x′ ⋅ 2 1x +  + f (x) = 0 

δ) Να αποδείξετε ότι:   
1

20

1
1

dx
x +∫ = ln( 2 + 1) 

[Απ.β)y=-2x] 

 
13.22. Α.  Έστω η συνάρτηση  g  με  g(x) = x.lnx. 

i)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cg  στο  1. 
ii)  Να μελετήσετε την  g  ως προς τα  κοίλα - κυρτά. 
iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε  x∈ (0,+∞ )  ισχύει:  1 + x.lnx ≥  x. 

Β.  Έστω η συνάρτηση  f  με   f (x) = 
ln αν 0 11
1 αν 1

x xx
x

⎧ < ≠⎪ −⎨
⎪ =⎩

. 

i)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της  f. 
ii)  Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία. 
iii) Να αποδείξετε ότι η  f ′   είναι συνεχής. 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 

13.23. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  . Τότε  ( )f x′ ≤Μ ,  Μ > 0  για κάθε  x∈  
(φραγμένη)  αν και μόνο αν   ( ) ( )f a f b− ≤  Μ a b⋅ − , για κάθε  α, b∈ . 

 
13.24. Αν  Ρ(x)  είναι πολυώνυμο  ν  βαθμού, να δείξετε ότι η εξίσωση  ex = Ρ(x)  έχει το πολύ  ν+1  

πραγματικές ρίζες. 
 
13.25. Δίνονται οι  2ν  πραγματικοί αριθμοί  α1 , α2 , … , αν , β1 , β2 , …, βν. Να αποδείξετε ότι η ε-

ξίσωση  
1

[ συν( ) ημ( )]
ν

κ κ
κ

α κx β κx
=

⋅ + ⋅∑  = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (0, 2π). 

 
13.26. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι κοίλη σε ένα διάστημα  [α, β]  και  f (α) = α ,  

f (β) = β. Να αποδείξετε ότι  f (x) > x , για κάθε  x∈ (α, β). 
 
13.27. Δίνεται πραγματική συνάρτηση  g, δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , τέτοια ώστε  g(x) > 0  

και ( )g x′′ ⋅ g(x) – [ ]2( )g x′  > 0 ,  για κάθε  x∈ .  Να αποδειχθεί ότι: 
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α)  Η συνάρτηση  g
g
′   είναι γνησίως αύξουσα. 

β)  g( 1

2
x  + 2

2
x ) ≤  1 2( ) ( )g x g x⋅   για κάθε  x1 , x2∈ . 

(Εξετάσεις  1997) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ   3. 
 
 
 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤ ΙΚΟΣ  
                 ΛΟΓΙΣΜΟΣ  
 
 

 Αόριστο  ολοκλήρωμα 
 

 Μέθοδοι  ολοκλήρωσης 
 

 Ορισμένο  ολοκλήρωμα 
 

 Η  συνάρτηση   

            F(x) = ( )
x

α
f t dt∫  

 
 Το  θεμελιώδες  θεώρημα 
     του  Ολοκληρωτικού 
                          Λογισμού 

 
 Εμβαδόν  επίπεδου   
                              χωρίου 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ρχικά η έννοια του ολοκληρώματος παρουσιάστηκε 
σαν μια μέθοδος υπολογισμού του εμβαδού καμπυ-

λόγραμμων σχημάτων καθώς και όγκων στερεών, από 
άλλα απλούστερα σχήματα. Η βασική ιδέα οφείλεται 
στους Εύδοξο και Αρχιμήδη (287–212 π.χ.) και εφαρμό-
στηκε για τον υπολογισμό των εμβαδών κύκλου, παραβο-
λικού χωρίου κ.τ.λ. και είναι γνωστή ως “μέθοδος της 
εξάντλησης”.  
Το 17ο αιώνα με την ανάπτυξη του Διαφορικού λογι-

σμού αποδεικνύεται το θεμελιώδες θεώρημα που συνδέει 
το Διαφορικό με τον Ολοκληρωτικό λογισμό. Έτσι ση-
μειώνεται η μεγαλύτερη πρόοδος μετά από σχεδόν δύο 
χιλιετίες από την εμφάνιση της επίπονης μεθόδου της ε-
ξάντλησης. Ιστορικά δηλαδή εμφανίστηκε πρώτα ο Ολο-
κληρωτικός και πολύ αργότερα ο Διαφορικός λογισμός. 
Η σύνδεσή τους έδωσε νέα ώθηση στην ανάπτυξή τους 
και βοήθησε στη γενίκευση των εννοιών τους τους επό-
μενους αιώνες. 
Στο κεφάλαιο αυτό το θεμελιώδες θεώρημα του Ολο-

κληρωτικού λογισμού έχει την κεντρική θέση. Το βασικό 
θέμα που τίθεται είναι η εύρεση παράγουσας μιας συνε-
χούς συνάρτησης. Στην αρχή ο υπολογισμός του συνόλου 
των παραγουσών μιας απλής κλάσης συνεχών συναρτή-
σεων γίνεται με τη χρήση βασικών ιδιοτήτων και τη βοή-
θεια ενός πίνακα που παραθέτει τις παράγουσες βασικών 
συναρτήσεων. Στη συνέχεια με τις δύο μεθόδους ολοκλή-
ρωσης, της παραγοντικής και αυτής με αλλαγή μεταβλη-
τής, επιτυγχάνουμε την εύρεση του συνόλου των παρα-
γουσών μιας αρκετά διευρυμένης κλάσης συνεχών συ-
ναρτήσεων. Όλες τις τεχνικές τις χρησιμοποιούμε κατό-
πιν για τον υπολογισμό του ορισμένου ολοκληρώματος. 
Στο τέλος αντιμετωπίζουμε τον υπολογισμό χωρίων κάτω 
από συνεχείς συναρτήσεις καθώς και χωρία που δημι-
ουργούνται από τις γραφικές παραστάσεις αυτών. 
Ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα θέματα “θεωρητικού 

τύπου”, τα οποία συνδέονται με πολλά προβλήματα που 
αντιμετωπίσαμε στο Διαφορικό λογισμό. Η συνάρτηση 
που ορίζεται από το ολοκλήρωμα μπορεί να χρησιμοποι-
ηθεί για να παράγουμε κάθε είδους θέμα, σαν αυτά που 
έχουμε συναντήσει μέχρι τώρα. 

 

A
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ΕΝΟΤΗΤΑ    1 
 
 

 

ΑΟΡΙΣΤΟ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

 
 
 
 
 

το προηγούμενο κεφάλαιο μελετήσαμε την παράγωγο μιας συνάρτησης. 
Σε πολλά προβλήματα όμως είναι εύκολο να βρούμε το ρυθμό μεταβο-

λής μιας ποσότητας σε σχέση με μία άλλη, δηλαδή την πρώτη παράγωγο μιας 
συνάρτησης. Το θέμα που τίθεται είναι αν μπορούμε να αντιστρέψουμε τη 
διαδικασία και να βρούμε τη συνάρτηση, δηλαδή το νόμο που διέπει τις δύο 
μεταβλητές. 
Στην ενότητα αυτή θα δώσουμε τον ορισμό της παράγουσας μιας συνάρτη-
σης και θα απαντήσουμε στα ερωτήματα: 
♦ Μια οποιαδήποτε συνάρτηση έχει παράγουσα; Αν όχι, τότε μήπως υπάρ-

χουν κλάσεις συναρτήσεων που έχουν παράγουσα; 
♦ Αν μία συνάρτηση έχει παράγουσα τότε αυτή είναι μοναδική; 
♦ Πως μπορούμε να βρούμε την παράγουσα μιας συνάρτησης; 

 
1.1. ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ. Αρχική συνάρ-

τηση  ή  Παράγουσα της  f  στο  Δ  ονομάζεται κάθε συνάρτηση  F  που 
είναι παραγωγίσιμη στο  Δ  και ισχύει 
                                  )(xF ′  = f (x) ,  για κάθε  x∈Δ. 

 
1.1.1. ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ:  (1) Δεν έχουν όλες οι συναρτήσεις παράγουσα σε ένα διάστημα  Δ. Για 

παράδειγμα.  

• Η συνάρτηση  f (x) = 
1 αν 0

1 αν 0
x
x

− <⎧
⎨ ≥⎩

  δεν έχει παράγουσα στο . Πράγματι, αν είχε 

παράγουσα π.χ. την  F(x), δηλαδή  ( )F x′  = f (x)  για κάθε  x∈ , τότε για  α < 0  και  
β > 0  θα ήταν ( )F α′  = f (α) = –1 < 0  και  ( )F β′  = f (β) = 1 > 0  άρα , από το θεώ-
ρημα Darboux1 θα υπήρχε  ξ∈ (α, β)  ώστε ( )F ξ′  = f (ξ) = 0, πράγμα αδύνατο. 

• Θεωρούμε τη συνάρτηση  F(x) = 
2 1ημ( ) αν 0

0 αν 0
x

x x

x

⎧ ⋅ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. Η παράγωγός της είναι η συ-

                                                           
1 (Θεώρημα Darboux) Αν μία συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  [α, β]  και  

( ) ( )f α f β′ ′⋅ <0, τότε υπάρχει  ξ∈ (α, β)  τέτοιος ώστε  ( )f ξ′ = 0. 

Σ
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νάρτηση  ( )F x′  = f (x) = 
1 12 ημ( ) συν( ) αν 0

0 αν 0
x x

x x

x

⎧ ⋅ − ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

. Επομένως η συνάρτηση  f(x)  

έχει παράγουσα στο , την  ( )F x′  
Από τα δύο προηγούμενα παραδείγματα παρατηρούμε ότι οι συναρτήσεις  f (x)  δεν 
είναι συνεχείς στο . Όμως η μία δεν έχει παράγουσα, ενώ η δεύτερη έχει. 

(2) Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ, τότε έχει παράγουσα σ’ αυτό. 
 
1.2. ΘΕΩΡΗΜΑ: Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ. Αν  F  είναι μια 

παράγουσα της  f  στο  Δ, τότε 
• όλες οι συναρτήσεις της μορφής  G(x) = F(x) + c  είναι παράγουσες 

της  f  στο  Δ  και 
• κάθε άλλη παράγουσα  G  της  f  στο  Δ  παίρνει τη μορφή 

  G(x) = F(x) + c ,  c∈  
Απόδειξη:    Κάθε συνάρτηση της μορφής  G(x) = F(x) + c ,  όπου  c∈ , είναι μια παράγου-
σα της  f  στο  Δ, αφού   
                             )(xG ′  = (F(x)+c)΄ = )(xF ′  = f (x) ,  για κάθε  x∈Δ. 

  Έστω  G  είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο  Δ. Τότε για κάθε  x∈Δ  ισχύουν   
)(xF ′  = f (x)   και   )(xG ′  = f (x) ,  οπότε  )(xG ′  = )(xF ′  ,  για κάθε  x∈Δ. 

Άρα θα υπάρχει σταθερά  c  τέτοια, ώστε 
                              G(x) = F(x) + c ,  για κάθε  x∈Δ.  

 
Αόριστο  ολοκλήρωμα 
1.3. ΟΡΙΣΜΟΣ: Το σύνολο όλων των παραγουσών μιας συνάρτησης  f  σε ένα διάστη-

μα  Δ  λέγεται  αόριστο ολοκλήρωμα της  f  στο  Δ, και συμβολίζεται  
∫ dxxf )( . 

Από τον τρόπο που ορίστηκε το αόριστο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι: 
Για κάθε συνάρτηση  f, παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  Δ, ισχύει 

∫ ′ dxxf )(   =  f (x) + c ,  c∈  
 
Η διαδικασία εύρεσης του αόριστου ολοκληρώματος είναι αντίστροφη πορεία της παραγώ-

γισης και λέγεται ολοκλήρωση. Η σταθερά  c  λέγεται σταθερά ολοκλήρωσης. 
Από τον πίνακα των παραγώγων βασικών συναρτήσεων βρίσκουμε τον παρακάτω πίνακα 

αόριστων ολοκληρωμάτων. 
Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διάστημα στο οποίο οι παραστάσεις του  x  που 

εμφανίζονται έχουν νόημα. 
ΠΙΝΑΚΑΣ  ΑΟΡΙΣΤΩΝ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ 

1. 0 dx∫   =  c 8. 2
1

συν
dx

x∫  = εφx + c, x ≠ κπ + 
2
π , κ∈  

2. 1 dx∫   =  x + c 9. 2
1

ημ
dx

x∫  = –σφx + c,  x ≠ κπ, κ∈  

3. 1 dx
x∫   =  ln x  + c  ,     x ≠ 0 10. xe dx∫   =  ex + c  ,     x∈  

4. αx dx∫  = 
1

1
αx
α

+

+
 + c  ,  α ≠ –1,  x∈  11. xα dx∫   =  

ln
xa
a

 + c ,  0 < α ≠ 1, x∈  
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5. 
1 dx
x∫   =  2 x  + c  ,    x > 0   

6. συνx dx∫   =  ημx + c  ,     x∈    

7. ημx dx∫   =  – συνx + c  ,   x∈    

 
1.4. ΣΧΟΛΙΟ: Όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, οι τύποι του πίνακα ισχύουν σε κάθε διάστημα 

στο οποίο οι παραστάσεις του  x  που εμφανίζονται έχουν νόημα. Για παράδειγμα η συνάρ-

τηση  f (x) = 
22 1x x

x
− −   ορίζεται στο  *  και το αόριστο ολοκλήρωμά της  

22 1x x dxx
− −∫  = 

22 1x x dxx x x
⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = ( )12 1x dxx− −∫  = 2x dx∫ – 1 dx∫ – 1 dxx∫  = x2– x– ln x + c  ορίζεται σε 

κάθε διάστημα  Δ *⊆ , δηλαδή σε κάθε διάστημα  Δ⊆ (–∞ ,0)  ή  Δ⊆ (0,+∞ ). 
 
1.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

(Ιδιότητα   
γραμμικότητας) 

Αν οι συναρτήσεις  f  και  g  έχουν παράγουσα σε ένα διάστημα  Δ, τότε 
• ∫ dxxfλ )(   =  λ ∫ dxxf )(  ,  λ *∈  

• ∫ + dxxgxf ))()((   =  ∫ dxxf )(   +  ∫ dxxg )(  
 
1.6. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Αν  F(x) είναι μια παράγουσα μιας συνάρτησης  f(x) σε ένα διάστημα  Δ , 

τότε  η  F(x+κ) είναι μια παράγουσα μιας συνάρτησης  f (x+κ)  αφού   
(F(x+κ))΄ = F΄(x+κ).(x+κ)΄ = f (x+κ). 
Ακόμα  η  1

α ⋅ F(αx)  είναι μια παράγουσα μιας συνάρτησης  f (αx) , α ≠ 0  αφού   

( 1
α ⋅ F(αx))΄ = 1

α
⋅ F΄(αx).(αx)΄ = 1

α ⋅ f (αx).α = f (αx). 

Έτσι έχουμε π.χ.  1
3x

dx
+∫  = ln 3x+  + c  ,   5xe dx∫  = 

5

5
xe  + c  ,    

συν(2 1)x dx−∫  = ημ(2 1)
2
x−  + c. 

 
1.7. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Μια παράγουσα μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σε ένα διάστημα  Δ  δεν είναι 

δυνατόν πάντοτε να εκφραστεί μέσω στοιχειωδών συναρτήσεων.(Δηλαδή συναρτήσεων 
που προκύπτουν από πολυωνυμικές, τριγωνομετρικές, εκθετικές με τις πράξεις: πρόσθεση, 
αφαίρεση, πολλαπλασιασμό, διαίρεση, σύνθεση και αντιστροφή). 
Μερικά παραδείγματα τέτοιων συναρτήσεων είναι: 

               f (x) = 
αxe
x    ,    g(x) = 2xe−    ,    h(x) = ημx

x    ,    φ(x) = 1
ln x . 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με χρήση της ιδιότητας της 
γραμμικότητας του αόριστου ολοκληρώματος. 

  

 Όταν ζητείται να υπολογίσουμε ένα αόριστο ολοκλήρωμα τότε αν είναι στην απλούστε-
ρη μορφή εφαρμόζουμε τις ιδιότητες των αόριστων ολοκληρωμάτων και παίρνουμε επί 
μέρους ολοκληρώματα, τα οποία μπορούν να υπολογιστούν ανατρέχοντας στην αντί-
στοιχη περίπτωση του πίνακα των αορίστων ολοκληρωμάτων. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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1.8. Να υπολογιστούν τα αόριστα ολοκληρώματα:   

α) 
1

− −
− −∫ x x dx

x x

3 3

2 2
( +2) ( 2)
( +1) ( )

                               β) ∫ x x dx2(1+ημ +συν ) . 

Λύση: 

α) 
3 3

2 2
( 2) ( 2)
( 1) ( 1)
x x dx
x x
+ − −
+ − −∫   =  

3 2 2 3 3 2 2 3

2 2
3 2 3 2 2 ( 3 2 3 2 2 )

2 1 ( 2 1)
x x x x x x dx

x x x x
+ + + − − + −

+ + − − +∫  

=  
3 2 3 2

2 2
6 12 8 6 12 8

2 1 2 1
x x x x x x dx

x x x x
+ + + − + − +

+ + − + −∫   =  
212 16
4

x dxx
+∫   =  

212 16
4 4

x dxx x
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

=  43x dxx
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   =  3 x dx∫  + 4 1 dxx∫   =  3

2 x2 + 4ln x  + c. 

β)   2(1 ημ συν )x x dx+ +∫   =  2 2(1 ημ συν 2ημ 2συν 2ημ συν )x x x x x x dx+ + + + + ⋅∫  

= (2 2ημ 2συν ημ2 )x x x dx+ + +∫   =  2 1 dx∫  + 2 ημx dx∫  + 2 συνx dx∫  + ημ2x dx∫  

=  2x – 2συνx + 2ημx – 1
2 συν2x + c. 

 
1.9. Θεωρούμε μία συνάρτηση  f  ορισμένη στο διάστημα  [–4,2]. Η δεύτερη παράγωγός της 

είναι πολυωνυμική συνάρτηση πρώτου βαθμού. Η γραφική της παράσταση έχει σημείο 
καμπής το (–1,21), διέρχεται από το σημείο (–4,39)  και τέμνει τον κατακόρυφο άξονα 
στο  –1. 
α)  Να αποδείξετε ότι  f (x) = 2x3 + 6x2 – 18x – 1. 
β)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
γ)  Να αποδείξετε ότι η  συνάρτηση μηδενίζεται σε δύο σημεία ετερόσημα. 
δ)  Να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση 

Λύση: 

α)  Έστω ότι  ( )f x′′  = αx+β  με  α ≠ 0  και  x∈ [–4,2]. Επειδή η  f  έχει σημείο καμπής με τε-
τμημένη  x0 = –1  και είναι δύο φορές παραγωγίσιμη σ’ αυτό, θα είναι   

( 1)f ′′ − = 0  ⇔   α(–1)+β = 0  ⇔   –α+β = 0  ⇔   β = α. Επομένως,  ( )f x′′  = αx+α. 

Είναι  ( )f x dx′′∫  = ( )αx α dx+∫  = α
2

2
x  + αx + c1  οπότε  ( )f x′  = 2

α x2 + αx + c1, c1∈ . 

Ακόμα  ( )f x dx′∫  = 2
12

( )α x αx c dx+ +∫  = 2
α 3

3
x⋅  + α

2

2
x  + c1x + c2  οπότε  

 f (x) = 6
α x3 + 2

α x2 + c1x + c2,  για κάθε  x∈ [–4,2]  και  c1, c2∈ . 

Η  Cf  τέμνει τον κατακόρυφο άξονα στο  –1, άρα  f (0) = –1  ⇔   c2 = –1. 
Τα σημεία (–1,21), (–4,39) ανήκουν στην  Cf  άρα: 

( 1) 21
( 4) 39

f
f
− =⎧

⎨ − =⎩
  ⇔   

3 2
1

3 2
1

6 2

6 2

( 1) ( 1) ( 1) 1 21

( 4) ( 4) ( 4) 1 39

α α

α α

c

c

⎧ − + − + − − =⎪
⎨
⎪ − + − + − − =⎩

  ⇔   
1

1

6 2

6 2

22

64 16 4 40

α α

α α

c

c

⎧ − + − =⎪
⎨
⎪− ⋅ + ⋅ − =⎩

  ⇔  

1

16 3

3 6 132

64 16 4 40α α

α α c

c

− + − =⎧⎪
⎨− + − =⎪⎩

  ⇔   1

1

2 6 132
32 24 12 120

α c
α α c

− =⎧
⎨− + − =⎩

  ⇔   1

1

2 6 132
8 12 120
α c
α c
− =⎧

⎨− − =⎩
  ⇔   

1

1 ( )

2 6 132
2 3 30
α c
α c +

− =⎧
⎨− − =⎩

  

      –9c1 = 162  ⇔   c1 = 162
9−   ⇔   c1 = –18. 
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2α – 6c1 = 132  ⇔   α – 3c1 = 66  ⇔   α – 3(–18) = 66  ⇔   α + 54 = 66  ⇔   α = 12. 

Άρα  f (x) = 12
6 x3 + 12

2 x2 – 18x – 1 = 2x3 + 6x2 – 18x – 1. 

β)  Η  f  είναι συνεχής στο  [–4,2]  και  παραγωγίσιμη στο  (–4,2)  με  ( )f x′  = 6x2 + 12x – 18. 
Είναι  ( )f x′  = 0  ⇔   6x2 + 12x – 18 = 0  ⇔   x2 + 2x – 3 = 0  ⇔   x = 1  ή  x = –3. 
Στον διπλανό πίνακα φαίνεται το 
πρόσημο της  ( )f x′ , το είδος μονο-
τονίας και τα τοπικά ακρότατα. 

 
Για  x = –4  η  f  έχει τοπικό ελάχιστο με τιμή  f (–4) = 2.(–4)3 + 6.(–4)2 – 18.(–4) – 1 
                                                                                    = –128 + 96 + 72 – 1 = 39. 
Για  x = –3  η  f  έχει τοπικό μέγιστο με τιμή  f (–3) = 2.(–3)3 + 6.(–3)2 – 18.(–3) – 1 
                                                                                  = –54 + 54 + 54 – 1 = 53. 
Για  x = 1  η  f  έχει τοπικό ελάχιστο με τιμή  f (1) = 2.13 + 6.12 – 18.1 – 1 
                                                                                = 2 + 6 – 18 – 1 = –11. 
Για  x = 2  η  f  έχει τοπικό μέγιστο με τιμή  f (1) = 2.23 + 6.22 – 18.2 – 1 
                                                                              = 16 + 24 – 36 – 1 = 3. 
Η ελάχιστη τιμή της  f  είναι  –11  και η μέγιστη τιμή της είναι  53. 
Το σύνολο τιμών της  f  είναι  [–11,53]. 
 

γ)  Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο διάστημα  Δ1 = [–4,–3]. Επομένως   
f (Δ1) = [f (–4), f (–3)] = [39,53] , οπότε  0∉ f (Δ1). Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα  Δ2 = [–3,1]. Επομένως  f (Δ2) = [f (1), f (–3)] = [–11,53] , οπότε  0∈ f (Δ2). Η  f  
μηδενίζεται σε ένα μόνο σημείο του διαστήματος  (–3,1)  και επειδή  f (–3) >0 , f (0) = –1 < 
0  το σημείο μηδενισμού θα είναι αρνητικό. Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο 
διάστημα  Δ3 = [1,2]. Επομένως  f (Δ3) = [f (1), f (2)] = [–11,3] , οπότε  0∈ f (Δ3). Η  f  μηδε-
νίζεται σε ένα μόνο σημείο του διαστήματος  (1,2) , το οποίο είναι θετικό. Τελικά η  f  μηδε-
νίζεται σε δύο μόνο σημεία στο διάστημα ορισμού της , το  [–4,2], τα οποία είναι ετερόση-
μα. 

 
δ)  Η γραφική παράσταση της  f  φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα.  
Είναι  ( )f x′′  = 12x + 12 = 12(x+1). 
 

x  –4           –1              2 
( )f x′′      –     0     +  

f (x)     
                             σ.κ. 
 
Η  f  είναι κοίλη στο διάστημα  [–4,–1]  και 
κυρτή στο  [–1,2].  
Ακόμα  f (–1) = 2(–1)3 + 6(–1)2 – 18(–1) – 1 = –2 + 6 + 18 – 1 = 21. Η  Cf  έχει σημείο καμπής 
το  (–1,21). 
 

1.10. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο    και δεν μηδενίζεται σ’ αυτό. Η συνάρτηση  F  εί-
ναι αρχική της  f  με  2F(x) = f (x) ,  για κάθε  x∈   και  f (2) = 1. Να βρεθεί η  f. 

Λύση: 

x    –4                –3                1                 2 
( )f x′         +      0      –       0      +   

f (x)      
                       τ.ε                 τ.μ.               τ.ε.                τ.μ. 
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Η  F  είναι παράγουσα της  f, οπότε  ( )F x′  = f (x) , για κάθε  x∈ . Τότε 

f (x) = 2F(x) ⇔  ( )F x′ = 2F(x) 
1( ) ( ) 02F x f x= ≠

⇔  ( )
( )

F x
F x
′  = 2 ⇔  ( )

( )
F x dxF x
′∫ = 2 dx∫  

⇔  ( )ln ( )F x dx′∫ = 2 dx∫  ⇔  ln ( )F x  = 2x + c ⇔  ( )F x  = e2x+c ⇔   

F(x) = e2x+c   ή   F(x) = –e2x+c. Επειδή η  F(x) = 1
2 ⋅ f (x)  είναι συνεχής στο    και δεν μηδενί-

ζεται σ’ αυτό θα διατηρεί το πρόσημό της, δηλαδή  F(x) > 0 , για κάθε  x∈   ή  F(x) < 0 , για 
κάθε  x∈ . Επειδή  F(2) = 1

2 ⋅ f (2) = 1
2 ⋅1 = 1

2  > 0, τότε  F(x) = e2x+c , για κάθε  x∈ . 

Είναι  F(2) = 1
2   ⇔   e4+c = 1

2   ⇔   4+c = ln 1
2   ⇔   c = ln 1

2  – 4. 

Επομένως,  F(x) = 
12 ln 42x

e
+ −

 = e2x–4
1ln 2e⋅  = 1

2 ⋅  e
2x–4   και   f (x) = e2x–4 ,  για κάθε  x∈ . 

 
1.11. Να βρείτε τα αόριστα ολοκληρώματα:  

i) ∫ x dx                                                 ii) ∫ f x dx( )   όπου  f (x) = 
⎧
⎪
⎨
⎪⎩

x x

xx

23 αν 1
3 αν 1

≤

>
. 

Λύση: 

i) Η  συνάρτηση  f (x) = x   είναι συνεχής στο  , άρα θα έχει αρχικές συναρτήσεις σ’ αυτό. 

Αν  x∈ (–∞ ,0]  τότε  f (x) = –x  και μία αρχική της θα είναι η  F1(x) = –
2

2
x . 

Αν  x∈ [0,+∞ )  τότε  f (x) = x  και μία αρχική της θα είναι η  F2(x) = 
2

2
x . 

Άρα οι αρχικές της  f  θα είναι F(x) =

2

1

2

2

αν 02

αν 02

x c x

x c x

⎧− + ≤⎪
⎨
⎪ + ≥
⎩

 όπου  c1, c2  πραγματικές σταθερές. 

Επειδή η  F  είναι συνάρτηση θα έχουμε  –
20

2 + c1 = 
20

2 + c2 ⇔  c1 = c2 = c. 

Άρα  x dx∫ = 

2

2

αν 02

αν 02

x c x

x c x

⎧− + ≤⎪
⎨
⎪ + ≥
⎩

 = 1
2 x x⋅ ⋅ + c. 

 
ii) Αν  x < 1  η  f (x) = 3x2  είναι συνεχής ως πολυωνυμική συνάρτηση. 
Αν  x > 1  η  f (x) = 3

x   είναι συνεχής ως ρητή συνάρτηση. 

Είναι  f (1) = 
1

lim
x −→

f (x) = 
1

lim
x +→

f (x) = 3. Επομένως η  f  είναι συνεχής στο , άρα θα έχει αρχι-

κές συναρτήσεις σ’ αυτό. 
Μία αρχική της  f  στο  (–∞ ,1]  είναι η  F1(x) = x3, ενώ στο  (1,+∞ )  είναι η  F2(x) = 3lnx. 

Άρα οι αρχικές της  f  θα είναι  F(x) =
3

1

αν 1
3ln αν 1
x c x

x c x
⎧ + ≤
⎨

+ >⎩
. 

H  F  είναι συνεχής στο  , ως παραγωγίσιμη, άρα θα είναι συνεχής και στο  x0 = 1, οπότε 
F(1) = 

1
lim
x −→

F(x) = 
1

lim
x +→

F(x) ⇔  1 + c = 3.ln1 + c1 ⇔  c1 = 1+ c. 
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Άρα  ( )f x dx∫ =
3 αν 1

3ln 1 αν 1
x c x

x c x
⎧ + ≤
⎨

+ + >⎩
. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
1.12. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) ( )12 3x dxx− −∫                     β) ( )5συν 2ημ 3x x dx− −∫                    γ) 2
2

16x dx
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   

δ) 3
1 1 dxx x

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ α  

[Απ.α)x2-3x-ln x +c β)5ημx+2συνx- 3 x+c γ)2x3+ 1
x +c δ)αx-ln x - 2

1
2x

+c] 

 
1.13. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2( 2)x dx+∫                 β) 2(2 1)x dx−∫                 γ) 2(3 4)x dx+∫                δ) 3( 1)x dx−∫  

[Απ.α) 13 x
3+2x2+4x+c β) 43 x

3-2x2+x+c γ)3x3+12x2+16x+c δ) 14 x
4-x3+ 32 x

2-x+c] 

 
1.14. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2 2( 3)x dx+∫                β) 3 2( 1)x dx+∫                γ) 3(2 1)x dx−∫                δ) 2 3( 2)x dx+∫  

[Απ.α)
5
1 x5+2x3+9x+c β)

7
1 x7+

2

1 x4+x+c γ)2x4-4x3+3x2-x+c δ) 17 x
7+ 65 x

5+4x3+8x+c] 

 
1.15. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
26 5 2x dx

x
x− +∫                                                 β) 

4 3 24 3 2 5x x x x dx
x

− + − +∫  

γ) 
4 3

2
6 2 1x x x dx

x
− + +∫                                            δ) 

5 4 3 2

3
12 6 5 7 1x x x x x dx

x
− + − + −∫  

[Απ.α)3x2-5x+2ln x +c β)x4-x3+x2-x+5ln x +c γ)2x3-x2+ln x - 1
x +c δ)4x3-3x2+5x-7ln x - 1

x + 2
1
2x

+c] 

 
1.16. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) ( )21x dx
x

−∫                  β) 
2

1x dx
x

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   

[Απ.α) 13 x
3-2x- 1

x +c β) 12 x
2-2x+ln x +c] 

 
1.17. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 

3 2

dx
x∫                    β) dx

x x∫                    γ) 
3

dx
x x⋅∫  

[Απ.α)3 3x +c β)- 2
x
+c γ)- 3

3
x
+c] 

 
1.18. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 3x x dx⋅∫                β) 
3

1x dx
x
−∫                γ) 

2 2x x dx
x
−∫                δ) (1 )x x dx− ⋅∫  

[Απ.α) 37 x
2 3 x +c β)

7

6 x
6
x -

2

3 3 2
x +c γ)

5

2 x2 x -
3
4 x x +c δ)

3
2 x x -

5
2 x2 x +c] 
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1.19. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) ∫ − dxex 2)12(                 β) 3(3 1)xe dx−∫   

[Απ.α)2e2x-4ex+x+c β)9e3x- 27
2 e2x+9ex-x+c] 

 

1.20. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 1x

x
e dx

e

−

−
+∫                 β) 2 3

2

x x

x dx−∫   

[Απ.α)x+ex+c β)x-
x1,5

ln1,5
+c] 

 
1.21. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) ημ2
ημ

x dx
x∫               β) ημ2

συν
x dxx∫               γ) συν2

συν ημ
x dx

x x−∫               δ) συν2
ημ συν

x dx
x x+∫  

[Απ.α)2ημx+c β)-2συνx+c γ)ημx-συνx+c δ)ημx+συνx+c] 

 
1.22. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 2συν2 ημ
dx
x x+∫              β) 2συν συν2

dx
x x−∫              γ) 

21 συν
1 συν2

x dx
x

+
+∫              δ) 

21 ημ
1 συν2

x dx
x

+
−∫  

[Απ.α)εφx+c β)-σφx+c γ) 12 εφx+
1
2 x+c δ)-

1
2 σφx+

1
2 x+c] 

 
1.23. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:     α) 

εφ σφ
dx

x x+∫              β) 2 2
συν2

συν ημ
x dx

x x⋅∫   

[Απ.α)- 14 συν2x+c β)-σφx-εφx+c] 

 

1.24. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) ∫ + dxxx 2)( συνημ            β) ∫ − dxxx 2)( συνημ   

[Απ.α)x- 12 συν2x+c β) x+
1
2 συν2x+c] 

 
1.25. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
2

1ημ ημx dxx
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠∫   + ( )21συν συνx dxx−∫                                    β) ημ3

ημ
x dx

x∫  – συν3
συν

x dxx∫  

[Απ.α)εφx-σφx-3x+c β)2x+c] 

 

1.26. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 
2 12

4

x x

x
e e dx

e
+ −
+∫                   β) 

3 3 2
2

x x

x
e e dx

e
− −
−∫  

[Απ.α)ex-3x+c β) 12 e
2x+2ex+x+c] 

 
1.27. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
2 2 8

2
x x dx

x
+ −
−∫           β) 

3 1
1 dxx

x
+
+∫            γ)

3 3 2
2

x x dx
x
− +
+∫            δ)

4 3 22 5 11 20 12
2 1

x x x x dxx
+ − − +

−∫  

[Απ.α) 12 x
2+4x+c β) 13 x

3- 12 x
2+x+c γ) 13 x

3-x2+x+c δ) 14 x
4+x3-2x2-12x+c] 

 

1.28. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:    α) 1x dx
x x
−
+∫                β) 

2 3 2
2 2

x x dx
x x x x

− +
− + −∫  

[Απ.α)x-2 x +c β) 23 x x -x+c] 

 

1.29. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν  ( )f x′ = 1
x

 + 1
x  + 1  και  f (1) = 3. 
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[Απ.f(x)=2 x +lnx+x] 

 

1.30. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν ( )f x′ = 1x
x
+   και η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα  x΄x  

στο σημείο με τετμημένη  1. 
[Απ.f(x)=x+lnx-1] 

 
1.31. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν  ( )f x′′ = 6x – 6 , η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο  
Α(–2,–16)  και η εφαπτόμενη στο σημείο  x0 = 2  είναι παράλληλη στην ευθεία με εξίσωση   
x + y = 5. 

[Απ.f(x)=x3-3x2-x+2] 

 
1.32. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν  ( )f x′′ = 12x2 – 2 , η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο  
Α(1,2)  και στο σημείο αυτό εφάπτεται της ευθείας με εξίσωση  5x – y = 3. 

[Απ.f(x)=x4-x2+3x-1] 

 
1.33. Για μια συνάρτηση  f  ισχύει  ( )f x′′  = 6x + ex. H εφαπτόμενη της γραφικής παράστασής της 
στο σημείο της  Α(0,3)  είναι κάθετη στην ευθεία με εξίσωση  x + 2y + 2 = 0. Να βρείτε τη συ-
νάρτηση  f. 

[Απ.f(x)=x3+ex+x+2] 

 
1.34. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν  για κάθε  x∈   ισχύει  ( )f x′′  = 6x – 2  και  η γραφική παράστα-
ση διέρχεται από τα σημεία  Α(2,5)  και  Β(–1,–10). 

[Απ.f(x)=x3-x2+3x-5] 

 
1.35. Να βρείτε συνάρτηση  f  αν  για κάθε  x∈  ισχύει  ( )f x′′  = –12x2 + 6x –2  και  η γραφική 
παράσταση διέρχεται από τα σημεία  Α(1,3)  και  Β(2,–7). 

[Απ.f(x)=-x4+x3-x2+x+3] 

 
1.36. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με  ( )f x′  = 3x2 + 2x + α. Η  Cf  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 
σημείο  Α(–1,3). Να βρεθούν τα σημεία καμπής της  Cf. 

[Απ.(-1/3,65/27)] 

 
1.37. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία έχει αρχική στο    μια συνάρτηση  F  που δεν είναι  1-1  
στο  . Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈  με  f (ξ) = 0. 

 
1.38. Να βρείτε τα ολοκληρώματα:   i) xe dx∫  

[Απ.i)
−− + +

+

⎧ <⎪
⎨

≥⎪⎩

x
e 2 c

x
e c

, x 0

, x 0
] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
1.39. Να βρείτε τη συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο  Α(1,1)  
και η κλίση της εφαπτομένης σε οποιοδήποτε σημείο της ισούται με το αντίθετο του διπλασίου 
της τετμημένης του σημείου. 

[Απ.f(x)=-x2+2] 

 
1.40. Να βρεθεί πολυωνυμική συνάρτηση, του μικρότερου βαθμού, που να έχει τοπικό μέγιστο το  1  
για  x = –1  και τοπικό ελάχιστο το  –31  για  x = 3. 

[Απ.f(x)=x3-3x2-9x-4] 
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1.41. Μία μπάλα κινείται σε ένα οριζόντιο επίπεδο με αρχική ταχύτητα  25m/s. Αν ο ρυθμός μείω-
σης της ταχύτητάς της λόγω τριβής είναι  6m/s2, τι απόσταση θα διανύσει η μπάλα μέχρι να στα-
ματήσει; 

[Απ.625/12 m] 

 
1.42. Μια συνάρτηση  f  έχει παράγουσα  F  στο  , τέτοια ώστε να είναι  F(x).F(1–x) = F(x2) ,  για 
κάθε  x∈ . Να δείξετε ότι  f (1) = 0. 

 
1.43. Έστω  F  μία αρχική στο    της συνάρτησης  f (x) = 

2xe , x∈ . 
α)  Να δείξετε ότι lim

x→+∞
F(x) = +∞ . 

β)  Να βρείτε το όριο lim
x→+∞

2

( )
x

x F x
e
⋅ . 

[Απ.β)1/2] 

 
 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
1.44. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Η συνάρτηση  F(x) = x.ημx + συνx  είναι μια παράγουσα της συνάρτησης  f (x) = x.συνx. 

II. Η συνάρτηση  F(x) = – 1
x   είναι μια παράγουσα της συνάρτησης  f (x) = 2

1
x

  στο  * . 

III. Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  Δ, έχει μόνο μια παράγουσα στο  Δ. 
IV. Οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των αρχικών μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα σημείο  

x0∈Δ, είναι παράλληλες. 
V. Η αρχική μιας συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα  Δ  είναι συνεχής στο  Δ. 
VI. Μια συνάρτηση  f  η οποία δεν είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  μπορεί να έχει παράγουσα 

στο  Δ. 

VII. Η συνάρτηση  f(x) = 2
ln( 2)

3 4
x

x x
+

− +
  δεν έχει παράγουσα στο διάστημα  [–1,+∞ ) 

VIII. Αν  x ( ,1)∈ −∞   τότε  1
dx
x−∫  = ln(1–x) + c. 

IX. Μια συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα μπορεί να έχει αρχική σ’ αυτό. 
X. Αν  f, g  παραγωγίσιμες συναρτήσεις σε ένα διάστημα  Δ, τότε 

       ( ) ( )f x g x dx′ ⋅∫  + ( ) ( )f x g x dx′⋅∫  = f (x).g(x) + c 

XI. Για κάθε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο    ισχύει  
                 ( )( )f x dx dx′′∫ ∫  = f (x) + c , όπου  c  σταθερά 

 
1.45. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

I. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 3x2 – 1. Η γραφική παράσταση μιας αρχικής συνάρτησης  F  
της  f  διέρχεται από το σημείο  Α(–2, –4). Η γραφική παράσταση της  F  διέρχεται επίσης από 
το σημείο 
Α.  (2,6)            Β.  (–2,4)            Γ.  (3,8)            Δ.  (–1,2)            Ε.  (–3,–4) 
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II. Το αόριστο ολοκλήρωμα μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σ’ ένα διάστημα  Δ  είναι 
Α.   αριθμός 
Β.   μια παράγουσα της  f  
Γ.   το σύνολο των παραγουσών της  f  
Δ.   ίσο με  ( )f x′  
Ε.   ίσο με  f (x) + c ,  c∈  
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ΕΝΟΤΗΤΑ    2 
 
 

 

ΜΕΘΟΔΟΙ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 
 

Αν κολλήσετε σε ένα πρόβλημα Απειροστικού Λογισμού 
και δεν ξέρετε τι άλλο να κάνετε, δοκιμάστε να ολοκλη-
ρώσετε κατά μέρη ή να κάνετε αλλαγή μεταβλητών. 

– JERRY  KAZDAN 
 
 
 
 
 

την προηγούμενη ενότητα υπολογίσαμε ολοκληρώματα τα οποία ανάγο-
νταν σε αυτά του πίνακα των βασικών συναρτήσεων. Σε πολλές περι-

πτώσεις χρειάστηκε πρώτα να εκτελέσουμε πράξεις, να κάνουμε μετασχημα-
τισμούς για να επιτύχουμε την αναγωγή. 
Γενικά η ολοκλήρωση μιας συνάρτησης είναι μία διαδικασία πολύ πιο δύ-
σκολη από την παραγώγιση. Εδώ θα δούμε βασικές μεθόδους και ομάδες συ-
ναρτήσεων που αντιμετωπίζονται με τον ίδιο τρόπο. Υπάρχουν ακόμα αρκε-
τές περιπτώσεις, αλλά παρ’ όλα αυτά, όπως αναφέρθηκε προηγούμενα, δεν 
υπολογίζονται όλα τα ολοκληρώματα με στοιχειώδεις συναρτήσεις. 

 
2.1. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

(Παραγοντική 
ολοκλήρωση) 

Αν οι συναρτήσεις  f  και  g είναι δύο συναρτήσεις με συνεχείς παρα-
γώγους τότε η μέθοδος ολοκλήρωσης κατά παράγοντες εκφράζεται με 
τον τύπο: 
               ( ) ( )f x g x dx′⋅∫  = f (x).g(x) – ( ) ( )f x g x dx′ ⋅∫ . 

 
2.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

(Αλλαγή 
μεταβλητής) 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής  και  g  έχει συνεχή παράγωγο τότε η 
μέθοδοςμε αντικατάσταση εκφράζεται με τον τύπο: 
      ( ( )) ( )f g x g x dx′⋅∫  = ( )f u du∫    όπου  u = g(x)  και  du = ( )g x′ dx. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ__________________________________________________ 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με χρήση της παραγοντικής ο-
λοκλήρωσης ή ολοκληρώματος κατά παράγοντες. 

  

 Όταν ζητείται να υπολογίσουμε ένα αόριστο ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης, η οποία 
αποτελείται από γινόμενο δύο τουλάχιστον συναρτήσεων και μια τουλάχιστον από τις 
επιμέρους συναρτήσεις μπορεί να αντικατασταθεί από την παράγωγο της παράγουσάς 
της τότε μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο της παραγοντικής ολοκλήρωσης που εκ-
φράζεται από τον τύπο: 

Σ

ΜΜέέθθοοδδοοςς   



ΕΝΟΤΗΤΑ  2Η:   ΜΕΘΟΔΟΙ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ                                                             345 

                                        ( ) ( )f x g x dx′⋅∫  = f (x).g(x) – ( ) ( )f x g x dx′ ⋅∫  
Με τη μέθοδο της παραγοντικής ολοκλήρωσης μπορούν να υπολογιστούν τα ολοκλη-

ρώματα που έχουν τις παρακάτω μορφές: 
 
Ολοκληρώματα της μορφής  ∫ ( ) αx βP x e dx+⋅  ,  όπου  Ρ(x)  πολυώνυμο του  x  και  α *∈  

2.3. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ⋅∫ xx e dx2 +1(4 +10)            β) ∫ x
x dx

e

2

3
2− . 

Λύση: 

α) 2 1(4 10) xx e dx++ ⋅∫  = 2 11(4 10) 2
xx e dx+

′⎛ ⎞+ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = (4x+10) 1

2 e2x+1 – 2 11(4 10) 2
xx e dx+′+ ⋅∫  

= (2x+5) e2x+1 – 2 114 2
xe dx+⋅∫  = (2x+5) e2x+1 – 2 2 1xe dx+∫  = (2x+5) e2x+1 – 2 1

2 e2x+1 + c   

= (2x+5) e2x+1 – e2x+1 + c = (2x+5–1) e2x+1 + c = (2x+4) e2x+1 + c = 2(x+2) e2x+1 + c . 

β) 
2

3
2

x
x dx

e
−∫  = 2 3(2 ) xx e dx−− ⋅∫  =

3
2(2 ) 3

xex dx
− ′⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  = (2 – x2)(–
3

3
xe−

) – 
3

2(2 ) 3
xex dx

−⎛ ⎞′− ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

= 
2 3( 2)

3

xx e−−  – 
3

( 2 ) 3
xex dx

−⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = 

2

3
2

3 x
x

e
−  – 32

3
xx e dx−⋅∫  = 

2

3
2

3 x
x

e
−  – 

32
3 3

xx e dx
− ′⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫   

= 
2

3
2

3 x
x

e
−  – 

32
3 3

xx e−⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
32

3 3
xx e dx

−′ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  = 
2

3
2

3 x
x

e
−  + 

32
9

xxe−

 – 32
9

xe dx−⋅∫   

= 
2

3
2

3 x
x

e
−  + 3

2
9 x

x
e

 – 
32

9 3
xe−⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 + c = 

2

3
2

3 x
x

e
−  + 3

2
9 x

x
e

 – 3
2

27 xe
 + c  

= 
2

3
9 18 6 2

27 x
x x

e
− + +  + c = 

2

3
9 6 16

27 x
x x

e
+ −  + c . 

 
 
Ολοκληρώματα της μορφής  ( ) ημ( )P x x dxα β⋅ +∫   και  ( ) συν( )P x x dxα β⋅ +∫ ,  όπου  Ρ(x)  

πολυώνυμο του  x  και  α *∈  

2.4. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ⋅∫ x x dx(4 6 ) ημ2−         β) ⋅∫ x x dx2( +1) συν . 

Λύση: 

α) (4 6 ) ημ2x x dx− ⋅∫  = συν2(4 6 ) 2
xx dx
′⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  = (4–6x)(– συν2
2

x ) – συν2(4 6 ) 2
xx dx⎛ ⎞′− ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

= (3x–2)συν2x – συν26 2
x dx⎛ ⎞− ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  = (3x–2)συν2x – 3 συν2x dx∫   

= (3x–2)συν2x – 3
2 ⋅ημ2x + c. 

β) 2( 1) συνx x dx+ ⋅∫  = ( )2( 1) ημx x dx′+ ⋅∫  = (x2+1).ημx – ( )2 1 ημx x dx′+ ⋅∫   

= (x2+1).ημx – 2 ημx x dx⋅∫  = (x2+1).ημx + ( )2 συνx x dx′⋅∫   

= (x2+1).ημx +2x.συνx – ( )2 συνx x dx′ ⋅∫  = (x2+1).ημx +2x.συνx – 2 συνx dx⋅∫   

= (x2+1).ημx +2x.συνx – 2ημx + c. 
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Ολοκληρώματα της μορφής  ( ) ln( )P x x dxα β⋅ +∫  ,  όπου  Ρ(x)  πολυώνυμο του  x  και  

α *∈  

2.5. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   

α) ⋅∫ x x dx(2 +1) ln( +1)             β) ⋅∫ x x dx2(1 2 ) ln−             γ) ∫ x dx
x x
ln             δ) ⋅∫x x dxln  

Λύση: 
α) (2 1) ln( 1)x x dx+ ⋅ +∫  = 2( ) ln( 1)x x x dx′+ ⋅ +∫    

=  (x2+x).ln(x+1) – ( )2( ) ln( 1)x x x dx′+ ⋅ +∫  = (x2+x).ln(x+1) – 2 1( ) ( 1)1x x x dxx
′+ ⋅ ⋅ +

+∫  

= (x2+x).ln(x+1) – 
2

1
x x dxx
+
+∫  = (x2+x).ln(x+1) – ( 1)

1
x x dxx

+
+∫    

= (x2+x).ln(x+1) – x dx∫  = (x2+x).ln(x+1) – 1
2 x2 + c. 

β) 2(1 2 ) lnx x dx− ⋅∫  = ( )2 2lnx x x dx′− ⋅∫  = (x–x2).ln2x – ( )2 2( ) lnx x x dx′− ⋅∫  

= x(1–x).ln2x – ( )2( ) 2ln lnx x x x dx′− ⋅ ⋅∫  = x(1 – x).ln2x – 2 1( ) 2lnx x x dxx− ⋅ ⋅∫   

= x(1–x).ln2x – 2 (1 ) lnx x dx− ⋅∫  = x(1 – x).ln2x – 2
2

ln2
xx x dx

′⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  =  

 = x(1–x).ln2x – 2(x–
2

2
x ).lnx + 2 ( )

2

ln2
xx x dx⎛ ⎞ ′− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠∫   

= x(1–x).ln2x – (2x–x2).lnx + 2 1(2 )x x dxx− ⋅∫  = x(1–x).ln2x – x(2–x).lnx + (2 )x dx−∫  

= x(1–x).ln2x – x(2–x).lnx + 2x – 
2

2
x  + c. 

γ) ln x dx
x x∫  = 1

2

ln x dx
x x⋅
∫  = 3

2

ln x dx
x
∫  = 

3
2 lnx x dx

−
⋅∫  = 

3 12
ln3 12

x x dx
− +

′⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⋅⎜ ⎟
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  = 

1
2

ln1
2

x x dx
−

′⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⋅⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  = 

=
1
22 lnx x dx

− ′⎛ ⎞− ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 1

2

2 ln x dx
x

′⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  = 2 ln x dx

x
′⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ = – 2
x
⋅ lnx – ( )2 ln x dx

x
′− ⋅∫ =  

= – 2ln x
x

 – 2 1 dxxx
− ⋅∫ = – 2ln x

x
 + 2 1 dx

x x∫ = – 2ln x
x

 + 2(– 2
x

) + c = – 2ln x
x

 – 4
x

 + c  

= – 2ln 4x
x
+  + c = – 2(ln 2)x

x
+  + c. 

δ) Η  συνάρτηση  f (x) = lnx x⋅   είναι συνεχής στο  (0,+∞ )  ως γινόμενο συνεχών συναρτή-
σεων. 

4 lnx x dx⋅∫  = ( )22 lnx x dx′ ⋅∫  = 2x2.lnx – ( )22 lnx x dx′⋅∫  = 2x2.lnx – 2 12x dxx⋅∫  

= 2x2.lnx – 2x dx∫  = 2x2.lnx – x2 + k = x2(2lnx–1) + k. 

Αν  x∈ (0,1]  τότε  f (x) = –4x.lnx  και μία αρχική της θα είναι η  F1(x) = –x2(2lnx–1). 
Αν  x∈ [1,+∞ )  τότε  f (x) = 4x.lnx  και μία αρχική της θα είναι η  F2(x) = x2(2lnx–1). 
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Άρα οι αρχικές τις  f  θα είναι  F(x) =
2

2
1

(2ln 1) αν 0 1
(2ln 1) αν 1

x x c x
x x c x

⎧− ⋅ − + < ≤
⎨

⋅ − + ≥⎩
 όπου  c, c1  πραγματικές 

σταθερές. 
Επειδή η  F  είναι συνάρτηση θα έχουμε  –12.(2ln1–1) + c = 12.(2ln1–1) + c1 ⇔   
1 + c = –1+ c1 ⇔  c1 = 2 + c. 

Άρα  4 lnx x dx⋅∫ = 
2

2

(2ln 1) αν 0 1
(2ln 1) 2 αν 1

x x c x
x x c x

⎧− ⋅ − + < <
⎨

⋅ − + + ≥⎩
. 

 
 
Ολοκληρώματα της μορφής  ημ( )xe x dxα β γ δ+ ⋅ +∫   και  συν( )xe x dxα β γ δ+ ⋅ +∫ , με  α, γ *∈  

2.6. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ⋅∫ xe x dxημ4               β)  ∫ x
x dx

e 1
συν

− . 

Λύση: 

α) ημ4xe x dx⋅∫  = ( ) ημ4xe x dx′⋅∫  = ex.ημ4x – (ημ4 )xe x dx′⋅∫  = ex.ημ4x – συν4 (4 )xe x x dx′⋅ ⋅∫   

= ex.ημ4x – 4 συν4xe x dx⋅∫  = ex.ημ4x – 4 ( ) συν4xe x dx′⋅∫  = ex.ημ4x – 4ex.συν4x + 

4 (συν4 )xe x dx′⋅∫  = ex.(ημ4x – 4συν4x) + 4 ( ημ4 ) (4 )xe x x dx′⋅ − ⋅∫   

= ex.(ημ4x – 4συν4x) – 16 ημ4xe x dx⋅∫ . 

Επομένως,  ημ4xe x dx⋅∫  = ex.(ημ4x – 4συν4x) – 16 ημ4xe x dx⋅∫  ⇒   

17 ημ4xe x dx⋅∫ = ex.(ημ4x – 4συν4x) + c1 ⇒  ημ4xe x dx⋅∫ = 1
17 ⋅  ex.(ημ4x – 4συν4x) + c. 

β) 1
συν

x
x dx

e −∫  = 1συν xx e dx−⋅∫  = ( ) 1ημ xx e dx−′ ⋅∫  = e1–x.ημx – 1ημ ( )xx e dx− ′⋅∫   

= e1–x.ημx – 1ημ (1 )xx e x dx− ′⋅ ⋅ −∫  = e1–x.ημx – 1ημ xx e dx−− ⋅∫  = e1–x.ημx – 1(συν ) xx e dx−′⋅∫   

= e1–x.ημx – e1–x.συνx + 1συν ( )xx e dx− ′⋅∫  = e1–x.(ημx – συνx) + 1συν (1 )xx e x dx− ′⋅ ⋅ −∫   

= e1–x.(ημx – συνx) – 1
συν

x
x dx

e −∫ . 

Επομένως,  2 1
συν

x
x dx

e −∫ = e1–x.(ημx – συνx) + c1 ⇒ 1
συν

x
x dx

e −∫ = 1
2 ⋅ e

1–x.(ημx – συνx) + c. 

 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με αντικατάσταση ή αλλαγή 
μεταβλητής. 

  

 Με τη μέθοδο αυτή υπολογίζουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη 
μορφή  ( ( )) ( )f g x g x dx′⋅∫ . Η μέθοδος της αντικατάστασης εκφράζεται με τον επόμενο 
τύπο: 
                          ( ( )) ( )f g x g x dx′⋅∫  = ( )f u du∫       όπου     u = g(x)   και   du = ( )g x′ dx. 

Η μέθοδος χρησιμοποιείται με την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωμα  ( )f u du∫   του δεύ-
τερου μέλους υπολογίζεται ευκολότερα. 

 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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2.7. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:  α) ∫ x dxσφ                  β) ∫ x dx
x2ημ

. 

Λύση: 

α) σφx dx∫ = συν
ημ

x dxx∫  = 1 συνημ x dxx ⋅∫ .    Θέτω  u = ημx⇒ du = (ημx)΄dx ⇒  du = συνx dx 

Άρα  σφx dx∫ = 1 duu∫ = ln u  + c = ln ημx  + c. 

 
β) 2ημ

x dx
x∫ = ( σφ )x x dx′⋅ −∫ = x(–σφx) – ( ) ( σφ )x x dx′⋅ −∫ = –x.σφx + σφx dx∫  

= –x.σφx + ln ημx  + c. 
 
 

2.8. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ∫x x dx3 2 +1              β) ∫ x dx
e

1
1+

. 

Λύση: 

α) Θέτω  u = x2+1⇒ du = (x2+1)΄dx ⇒  du = 2xdx ⇒  1
2 du = xdx   και  u = x2+1⇒ x2 = u–1.  

3 2 1x x dx+∫ = 2 2 1x x xdx+∫ = 1( 1) 2u u du−∫ = 1 ( 1)2 u u du−∫ = 1 ( )2 u u u du−∫  

= 1
2 u u du∫ – 1

2 u du∫ =
1
21

2 u u du⋅∫ –
1
21

2 u du∫ =
3
21

2 u du∫ –
1
21

2 u du∫ =
3 1
21

2 3 12

u
+

⋅
+

–
1 1
21

2 1 12

u
+

⋅
+

+ c   

=
5
2

5
u –

3
2

3
u + c = 51

5 u – 31
3 u + c = 1

5 u2 u – 1
3 u u + c = 1

5 (x2+1)2 2 1x + – 1
3 (x2+1) 2 1x + + 

c = 1
15 (x2+1) 2 1x + ⋅ [3(x2+1) – 5] + c = 1

15 (x2+1)(3x2–2) 2 1x +  + c. 

 

β) 1ος τρόπος: 1
1 x dx

e+∫ = 1
1

x x

x
e e dx

e
+ −
+∫  = 1

1 1

x x

x x
e e dx
e e

+⎛ ⎞−⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫  = 1
1

x

x
e dx

e
⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎝ ⎠∫  = 1 dx∫ –

1

x

x
e dx

e+∫  = x – 1
1

x
x e dx

e
⋅

+∫ . Θέτω  u = 1+ex ⇒ du = (1+ex)΄dx ⇒  du = exdx  οπότε  

1
1

x
x e dx

e
⋅

+∫ = 1 duu∫  = ln u + c = ln 1 xe+ + c = ln(1+ex) + c. Επομένως  1
1 x dx

e+∫ = x – 

ln(1+ex) + c. 

2ος τρόπος: 1
1 x dx

e+∫ = 1
(1 )

x

x x
e dx

e e

−

−
⋅
+∫  = 

1

x

x
e dx

e

−

− +∫ . 

Θέτω  u = e–x+1⇒ du = (e–x+1)΄dx ⇒  du = e–x.(–x)΄ dx ⇒  du = –e–x dx ⇒  –du = e–x dx  

Άρα  1
1 x dx

e+∫  = 1
1

x
x e dx

e
−

− ⋅
+∫  = – 1 dxu∫  = –ln u  + c = –ln 1 xe−+  + c = –ln(1+e–x) + c. 

Τα αποτελέσματα που βρήκαμε από τους δύο τρόπους δεν είναι διαφορετικά εφ’ όσον 

x – ln(1+ex) = lnex – ln(1+ex) = ln
1

x

x
e

e+
 = ln 1

1xe− +
 = ln1 – ln(1+e–x) = –ln(1+e–x). 

 
 

2.9. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) 
⋅∫ dx

x x 3(1+ln )
               β) ∫ x

x dx
eημ
ημ2 . 

Λύση: 
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α)  3(1 ln )
dx

x x⋅ +∫   =  3
1 (1 ln )

(1 ln )
x dx

x
′⋅ +

+∫  

Θέτουμε   u = 1+lnx ,  οπότε   du = (1 ln )x ′+ dx. Τότε έχουμε: 

3(1 ln )
dx

x x⋅ +∫   =  3
1 du
u∫   =  3u du−∫   =  

3 1

3 1
u− +

− +
 + c  =  

2

2
u−

−
 + c  =  – 2

1
2u

 + c  

=  – 2
1

2(1 ln )x+
 + c 

β)   ημ
ημ2

x
x dx

e∫  = ημ
2ημ συν

x
x x dx
e
⋅∫  = 2 ημ

1ημ (ημ )xx x dx
e

′⋅ ⋅∫  

Θέτουμε   u = ημx ,  οπότε   du = (ημ )x ′ dx. Τότε έχουμε: 

ημ
ημ2

x
x dx

e∫   =  2 1
uu du

e
⋅∫   =  2 uu e du−⋅∫   =  2 ( )uu e du− ′⋅ −∫  

=  2u(–e-u) – 2 ( ) ( )uu e du−′⋅ −∫   =  –2ue-u + 2 ue du−∫   =  – 2
u
u

e
 + 2(–e-u) + c  

=  – 2
u
u

e
 – 2

ue
 + c  =  – 2( 1)

u
u
e
+  + c  =  – ημ

2(ημ 1)
x

x
e

+  + c . 

 
 

2.10. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:  α) ∫ x dxεφ               β) ∫ x dx3εφ . 

Λύση: 

α) εφx dx∫ = ημ
συν

x dxx∫   Θέτω  u = συνx ⇒ du = (συνx)΄dx ⇒  du = –ημxdx ⇒  –du = ημxdx 

Άρα  1
συν x dxx ⋅ημ∫ = 1 ( )duu −∫ = – 1 duu∫ = –ln u  + c = –ln συνx + c. 

 

β) 3εφ x dx∫ = 2εφ εφx x dx⋅∫ =
2

2
ημεφ
συν

xx dx
x

⋅∫ =
2

2
1 συνεφ
συν

xx dx
x

−⋅∫ =
2

2 2
1 συνεφ

συν συν
xx dx

x x
⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

= 2
1εφ 1

συν
x dx

x
⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 2

1εφ εφ
συν

x x dx
x

⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ = 2

1εφ
συν

x dx
x

⋅∫ – εφx dx∫  

• 2
1εφ

συν
x dx

x
⋅∫ . Θέτω  u = εφx ⇒ du = (εφx)΄dx ⇒  du = 2

1
συν x

dx  

Άρα  2
1εφ

συν
x dx

x
⋅∫ = u du∫ =

2

2
u + c1 = 

2εφ
2

x + c1. 

• εφx dx∫ = –ln συνx  + c2   από το  (α). 

Επομένως, 3εφ x dx∫ =
2εφ

2
x –ln συνx + c. 

 
 
Ολοκληρώματα της μορφής  ημ συνμ νx x dx⋅∫   όπου  μ, ν  είναι φυσικοί αριθμοί, εκ των 
οποίων ένας τουλάχιστον είναι περιττός. 

2.11. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:    α) ⋅∫ x x dx2 3ημ συν              β) ∫ x dx5συν . 
Λύση: 
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α)  2 3ημ συνx x dx⋅∫  = 2 2ημ συν συνx x x dx⋅ ⋅∫ = 2 2ημ (1 ημ ) συνx x x dx⋅ − ⋅∫  
Θέτω  u = ημx ⇒ du = (ημx)΄dx ⇒  du = συνx dx 

Άρα  2 3ημ συνx x dx⋅∫ = 2 2(1 )u u du⋅ −∫ = 2 4( )u u du−∫ = 2u du∫ – 4u du∫  = 
3

3
u – 

5

5
u + c1  

= 
3ημ

3
x  – 

5ημ
5

x + c. 

 
β) 5συν x dx∫ = 4συν συνx x dx⋅∫ = 2 2συν (1 ημ )x x dx⋅ −∫ = 2 4συν (1 2ημ ημ )x x x dx⋅ − +∫ = 

2 4(συν 2ημ συν ημ συν )x x x x x dx− ⋅ + ⋅∫ = συνx dx∫ – 2 2ημ συνx x dx⋅∫ + 4ημ συνx x dx⋅∫  (1) 

• συνx dx∫ = ημx + c1  

• 2ημ συνx x dx⋅∫ . Θέτω  u = ημx ⇒ du = (ημx)΄dx ⇒  du = συνx dx  

Άρα  2ημ συνx x dx⋅∫ = 2u du∫ =
3

3
u + c1 = 

3ημ
3

x + c1. 

• 4ημ συνx x dx⋅∫ . Θέτω  u = ημx ⇒ du = (ημx)΄dx ⇒  du = συνx dx  

Άρα  4ημ συνx x dx⋅∫ = 4u du∫ =
5

5
u + c2 = 

5ημ
5

x + c2. 

Επομένως,  (1) = ημx – 2
3 ⋅ ημ

3x + 1
5 ⋅ ημ

5x + c. 

 
 
Ολοκληρώματα της μορφής  ημ συνμ νx x dx⋅∫   όπου  μ, ν  είναι φυσικοί αριθμοί και οι 
δύο άρτιοι. 

2.12. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ∫ x dx4συν               β) ⋅∫ x x dx2 4ημ συν . 
Λύση: 

α) 4συν x dx∫ = ( )22συν x dx∫ =
21+συν2

2
x dx⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ =
21+2συν2 συν 2

4
x x dx+∫  = 1 14 dx∫ + 1 συν22 x dx∫ + 

21 συν 24 x dx∫  = 4
x  + ημ21

2 2
x⋅  + 1 1+συν4

4 2
x dx∫  = 4

x  + ημ2
4

x  + 1 18 dx∫ + 1 συν48 x dx∫   

= 4
x  + ημ2

4
x  + 8

x + ημ41
8 4

x⋅  + c = 3
8
x  + ημ2

4
x  + ημ4

32
x  + c. 

 

β) 2 4ημ συνx x dx⋅∫ = ( )22 2ημ συνx x dx⋅∫ =
21 συν2 1+συν2

2 2
x x dx− ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ =

2(1+συν2 )1 συν2
2 4

xx dx− ⋅∫  = 
2(1 συν 2 )(1+συν2 )

8
x x dx−

∫  = 21 ημ 2 (1+συν2 )
8

x x dx⋅∫  = ( )2 21 ημ 2 +ημ 2 συν2
8

x x x dx⋅∫  

= 21 ημ 2
8

x dx∫ + 21 ημ 2 συν2
8

x x dx⋅∫  

• 2ημ 2x dx∫  = 1 συν4
2

x dx−∫  = 1 1
2

dx∫ – 1 συν4
2

x dx∫  = 2
x – ημ4

8
x + c1. 

• 2ημ 2 συν2x x dx⋅∫ . Θέτω  u = ημ2x ⇒ du = (ημ2x)΄dx ⇒  du = συν2x.(2x)΄ dx  

⇒  du = 2συν2x dx ⇒  1
2 du = συν2x dx 
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Άρα  2ημ 2 συν2x x dx⋅∫ = 2 1
2u du∫ = 21

2 u du∫ =
31

2 3
u⋅ + c2 = 

3

6
u + c2 =

3ημ 2
6

x + c2. 

Επομένως, 2 4ημ συνx x dx⋅∫ = 1
8 2

x⋅ – ημ41
8 8

x⋅ +
3ημ 21

8 6
x⋅  + c = 16

x – ημ4
64

x +
3ημ 2

48
x  + c. 

 
 
Ολοκλήρωμα  ρητής  συνάρτησης 

2.13. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   
α) 

− +∫ x dx
x x2

3 2
3 4 2

−        β) 
− −∫ x dx

x x2
41 3

4 21
−        γ) + +

+ −∫ x x x dx
x x

3 2

2
2 9 22

2 3
−        δ) 

− +∫ x dx
x x2

3 7
4 4
− . 

Λύση: 

α) 2
3 2

3 4 2
x dx

x x
−

− +∫ . Θέτω  u = 3x2–4x+2 ⇒ du = (3x2–4x+2)΄dx ⇒  du = (6x–4)dx ⇒  

 du = 2(3x–2)dx ⇒  1
2 du = (3x–2)dx 

Άρα  2
3 2

3 4 2
x dx

x x
−

− +∫  = 2
1 (3 2)

3 4 2
x dx

x x
⋅ −

− +∫ = 1 1
2 duu∫ = 1

2
1 duu∫ = 1

2 ln u  + c = 

1
2 ln 23 4 2x x− + + c = 1

2 ln(3x2–4x+2) + c. 

β)  Δ = (–4)2 – 4.1.(–21) = 16 + 84 = 100 ,  x1,2 = 4 100
2 1
±
⋅

= 4 10
2
± 1

2

4 10 14 72 2
4 10 6 32 2

x

x

+= = =

− −= = =−
 

Άρα  x2 – 4x – 21 = (x–7)(x+3)  και για κάθε  x∈ –{–3,7}  είναι 

2
41 3

4 21
x

x x
−

− −
= 41 3

( 7)( 3)
x

x x
−

− +
= 7

α
x− + 3

β
x+  ⇔  41 – 3x = α(x+3) + β(x–7) ⇔   

41 – 3x = αx+3α + βx–7β ⇔  41 – 3x = (α+β)x+3α–7β ⇔ ( 3)3
3 7 41
α β
α β

⋅ −+ =−⎧
⎨ − =⎩

 ⇔  

( )
3 3 9

3 7 41
α β
α β +

− − =⎧
⎨ − =⎩

 

          –10β = 50 ⇔  β = –5   και από την  α+β = –3 ⇔  α–5 = –3 ⇔  α = 2. 

Επομένως, 2
41 3

4 21
x dx

x x
−

− −∫  = 2 5
7 3 dxx x

⎛ ⎞−⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫  = 2 1
7 dxx−∫ –5 1

3 dxx+∫   

= 2ln 7x− –5ln 3x+ +c. 
 
γ)  
                            2x3  +  x2  –  9x  +  22 x2 + 2x – 3  
                               –2x3  – 4x2  + 6x_____ 2x – 3  
                                         –3x2  –  3x  +  22   
                                           3x2  +  6x  –  9   
                                                      3x  +  13   

Άρα 2x3 + x2 – 9x + 22 = (x2+2x–3)(2x–3) + 3x+13 ⇔  
3 2

2
2 9 22

2 3
x x x

x x
+ − +
+ −

 = 2x–3 + 2
3 13

2 3
x

x x
+

+ −
 

(1)  
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Δ = 22 – 4.1.(–3) = 4 + 12 = 16 ,  x1,2 = 2 16
2 1

− ±
⋅

= 2 4
2

− ± 1

2

2 4 2 12 2
2 4 6 32 2

x

x

− += = =

− − −= = =−
 

Άρα  x2+2x–3 = (x+3)(x–1)  και για κάθε  x∈ –{–3,1}  είναι 

2
3 13

2 3
x

x x
+

+ −
= 3 13

( 3)( 1)
x

x x
+

+ −
= 3

α
x+ + 1

β
x−  ⇔  3x + 13 = α(x–1) + β(x+3) ⇔   

3x + 13 = αx–α + βx+3β ⇔  3x + 13 = (α+β)x– α+3β ⇔
( )

3
3 13

α β
α β +

+ =⎧
⎨− + =⎩

  

                                                                                                     4β = 16 ⇔  β = 4    
και από την  α+β = 3 ⇔  α+4 = 3 ⇔  α = –1. 

Άρα η  (1) = 2x–3 – 1
3x+  + 4

1x− . 

Επομένως, 
3 2

2
2 9 22

2 3
x x x dx

x x
+ − +
+ −∫  = 1 42 3 3 1x dxx x

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠∫  = 2x dx∫ – 3 dx∫ – 1
3 dxx+∫  + 

4 1
1 dxx−∫ = x2 – 3x – 2ln 3x+ + 4ln 1x− +c. 

 
δ) για κάθε  x∈ –{2}  είναι 

2
3 7

4 4
x

x x
−

− +
= 2

3 7
( 2)

x
x
−
−

= 2
α

x− + 2( 2)
β

x−
 ⇔  3x – 7 = α(x–2) + β ⇔   

3x – 7 = αx–2α + β ⇔  
3

2 7
α
α β

=⎧
⎨− + =−⎩

 ⇔  
3
1

α
β
=⎧

⎨ =−⎩
 

Επομένως, 2
3 7

4 4
x dx

x x
−

− +∫  = 2
3 1

2 ( 2)
dxx x

⎛ ⎞
−⎜ ⎟− −⎝ ⎠∫  = 3 1

2 dxx−∫ – 2
1

( 2)
dx

x−∫  (1)  

o 1
2 dxx−∫ = ln 2x− +c1. 

o 2
1

( 2)
dx

x−∫ . Θέτω  u = x–2 ⇒ du = (x–2)΄dx ⇒  du = dx  

οπότε  2
1

( 2)
dx

x−∫  = 2
1 du
u∫  = 2u du−∫ = – 1

u  + c2 = – 1
2x− + c2 . 

Άρα από την  (1) έχουμε  2
3 7

4 4
x dx

x x
−

− +∫  = 3ln 2x−  + 1
2x− + c. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
2.14. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) xxe dx∫                    β) ( 1) xx e dx+∫                    γ) (2 1) xx e dx−∫                    δ) (3 ) xx e dx−∫  

[Απ.α)(x-1)ex+c β)xex+c γ)(2x-3)ex+c δ)(4-x)ex+c] 

 
2.15. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) ( )1 2
xx e dx− ⋅∫           β) (2 ) xx e dx−+∫           γ) 2(2 1) xx e dx− ⋅∫           δ) 3(14 3 ) xx e dx−∫  

[Απ.α)(3/2-x/2)ex+c β)-(3+x)e-x+c γ)(x-1)e2x+c δ)(5-x)e3x+c] 
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2.16. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) x

x dx
e∫                               β) 2x

x dx
e∫                            γ) 3

2
x
x dx

e
−∫  

[Απ.α)-
x

e

1x + +c β)-
2x

4e

12x + +c γ)
3x

9e

5-3x +c] 

 
2.17. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2( 1) xx e dx+ ⋅∫           β) 2( 4) xx e dx− ⋅∫           γ) 2(2 ) xx e dx− ⋅∫           δ) 2( 1) xx x e dx− + ⋅∫  

[Απ.α)(x2-2x+3)ex+c β)(x2-2x-2)ex+c γ)x(2-x)ex+c δ)(x2-3x+4)ex+c] 

 
2.18. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2( 4 2) xx x e dx−− + ⋅∫                                             β) 2 2(2 6 2) xx x e dx− − ⋅∫   

γ) 2 4( 2) xx x e dx− + ⋅∫                                               δ) 2 3(3 2 6) xx x e dx−− − ⋅∫  

[Απ.α)(2x-x2)e-x+c β)(x2-4x+1)e2x+c γ)
32

19)e12x(8x
4x2

+−
+c δ)(2-x2)e-3x+c] 

 
2.19. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) ( 4) συνx x dx− ⋅∫         β) (3 5) ημx x dx− ⋅∫         γ) (2 ) συν2x x dx− ⋅∫          δ) (1 4 ) ημ2x x dx− ⋅∫  

[Απ.α)(x-4)ημx+συνx+c β)(5-3x)συνx+3ημx+cγ)
2

x)ημ2x-(2
-

4

συν2x +c δ)(4x-1)συν2x
2

-ημ2x+c] 

 
2.20. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:    α) 2( ) συνx x x dx− ⋅∫                         β) 2(8 4 ) ημ2x x dx− ⋅∫  

[Απ.α)(x-x2+2)ημx+(1-2x)συνx+c β)(2x2-5)συν2x-2xημ2x+c] 

 
2.21. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2 lnx x dx⋅∫             β) 3 lnx x dx⋅∫             γ) (2 1) lnx x dx+ ⋅∫             δ) 2(3 2 1) lnx x x dx− + ⋅∫  

[Απ.α)
9

x
3

1)(3lnx −
+c β)

16

x
4

1)(4lnx −
+c γ)x(x+1)lnx-

2
x
2
-x+c δ)x(x2-x+1)lnx-

3
x
3
+

2
x
2
-x+c] 

 
2.22. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) ln x dx

x∫                          β) 2
ln x dx
x∫                          γ) 3

ln x dx
x∫                          δ) ln x dxx∫  

[Απ.α)2 x (lnx-2)+c β)- +lnx 1
x +c γ)- 24x

2lnx+1 +c δ) ( )2lnx
2 +c] 

 
2.23. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) lnx x dx⋅∫                          β) 3 lnx x dx⋅∫    

[Απ.α) 2x x(3lnx-2)
9 +c β)

3 x3x (4lnx-3)
16 +c] 

 
2.24. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:  α) 2(3 3 ln )t t dt⋅ ⋅∫                β) 24( ln )x x dx⋅∫  

[Απ.α)t3(9ln2t-6lnt+2)+c β)
2x2x (9ln x-12lnx+8)
27 +c] 

 
2.25. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) συνxe x dx⋅∫          β) ημ3xe x dx⋅∫          γ) (ημ συν )xe x x dx⋅ +∫          δ) (ημ συν )xe x x dx⋅ −∫  
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[Απ.α) 12 e
x(ημx+συνx)+c β) 1

10 ex(ημ3x-3συν3x)+c γ)ex.ημx+c δ)-ex.συνx+c] 

 
2.26. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 

2 1xx e dx+⋅∫                           β) συνημ xx e dx⋅∫                             γ) 2
2 1

1
x dx

x x
+

+ +∫   

δ) 
2

x

x
e dx

e +∫                            ε) 
x x

x x
e e dx
e e

−

−
−
+∫                               στ) συν

ημ
x dx
x∫  

[Απ.α)
2x +11e

2
+c β)-eσυνx+c γ)ln(x2+x+1)+c δ)ln(ex+2)+c ε)ln(ex+e-x)+c στ)2 ημx +c] 

 
2.27. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   i) 

23 lnx xe dx+∫                        ii) 
xx ee dx+∫  

[Απ.i) 1
6

23xe +c ii)
xee +c] 

 
2.28. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
3

2
εφ
συν

x dx
x∫           β) 

2 2

ημ συν
συν ημ

x x dx
x x
⋅

−∫           γ) 2 4(εφ εφ )x x dx+∫           δ) 3
2συν 3ημ

ημ
x x dx

x
+∫  

[Απ.α)
4εφ x
4 +c β)- 1 συν2x

2
+c γ) 13 εφ

3x+c δ)- 2
1

ημ x
-3σφx+c] 

 
2.29. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

i) 3 2( ) ln( 1)x x x dx+ ⋅ +∫                                                 ii) 
2

( 1)(2 1) x xx x x e dx−− − ⋅∫  

[Απ.i) 1
8
(x2+1)2[2ln(x2+1)-1]+c ii) x−22 x(x -x-1)e +c] 

 

2.30. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 1 εφ
1 εφ

x dx
x

−
+∫                          β) 

4

2
ημ
συν

x dx
x∫  

[Απ.α)ln ημx+συνx  +c β)εφx- 32 x+
1
4 ημ2x+c] 

 

2.31. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 
1 1

dx
x x+ + −∫              β) 

1 1
dx

x x+ − −∫  

[Απ.α) 13 (x+1) x+1 - 13 (x-1) x-1 +c β) 13 (x+1) x+1 + 13 (x-1) x-1 +c] 

 

2.32. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:    
11

1

x

x
e dx
e

++
+∫    

[Απ.x+(e-1)ln(ex+1)+c] 

 
2.33. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 5 4ημ συνx x dx⋅∫             β) 4 2ημ συνx x dx⋅∫  

[Απ.α)-
5συν x

5 +
72συν x

7 -
9συν x

9 +c β) x
16 -

ημ4x
64 -

3ημ 2x
48 +c] 

 
2.34. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 2 1

dx
x −∫         β) 2 9

dx
x −∫           γ) 2 7 6

dx
x x+ +∫            δ) 2

8
3 2

dx
x x+ −∫              ε) 2

6
2 8

x dx
x x

+
+ −∫  

[Απ.α) 12 ln
−
+

x 1
x 1 +c β) 16 ln −

+
x 3
x 3 +c γ) 15 ln

+
+

x 1
x 6 +c δ)2ln +x 1

x-3 +c ε) 43 ln −x 2 - 13 ln +x 4 +c] 

 

2.35. Όμοια   α) 2
5

2 3
x dx

x x
+

− −∫                      β)
3 2

2
2 5 3 8

2 3
x x x dx

x x
− − +
− −∫  
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[Απ.α)2ln 3x − -ln 1x + +c β)x2-x+2ln 3x − -ln 1x + +c] 

 

2.36. Όμοια   α) 
3 2

2
4 3 16 4

4
x x x dx

x
+ − +

−∫                     β) 
4 3 2

2
3 14 8 13 16

4 5
x x x x dx

x x
− − + +

− −∫  

[Απ.α)2x2+3x-4ln
2-x
2x + +c β)x3-x2-x+ln 5x − -2ln 1x + +c] 

 
2.37. Όμοια   i) ( 1) 1x x dx− ⋅ +∫              ii) 5 2 2x x dx⋅ +∫  

[Απ.i) 2
15

(x+1)(3x-7) x+1 +c ii) 1
105

(x2+2)(15x4-24x2+32) 2x +2 +c] 

 
2.38. Ο πληθυσμός  Ρ(t), 0 ≤  t ≤  20, μιας πόλης, που προέκυψε από συγχώνευση πέντε κοινοτή-
των, αυξάνεται με ρυθμό (σε άτομα ανά έτος), που δίνεται από τον τύπο  dP

dt
 = t /10te⋅  , 

 0 ≤  t ≤  20, όπου  t  είναι ο αριθμός των ετών μετά τη συγχώνευση. Να βρεθεί ο πληθυσμός της 
πόλης δέκα χρόνια μετά την συγχώνευση, αν είναι γνωστό ότι ο πληθυσμός ήταν  10000  κάτοι-
κοι την στιγμή της συγχώνευσης. 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
 
Β΄  Ομάδα 
2.39. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

i)    ημxe x dx⋅∫    ,      συνxe x dx⋅∫  

ii)   ημxx e x dx⋅ ⋅∫    ,      συνxx e x dx⋅ ⋅∫  

iii)  2 ημxx e x dx⋅ ⋅∫    ,      2 συνxx e x dx⋅ ⋅∫  

[Απ.i)
1

2
ex(ημx-συνx)+c, 

1

2
ex(ημx+συνx)+c 

ii)
1

2
xex(ημx-συνx)+

1

2
exσυνx+c, 

1

2
xex(ημx+συνx)-

1

2
exημx+c iii)

1

2
x2ex(ημx-συνx)+xexσυνx-

1

2
ex(ημx+συνx)+c, 

1

2
x2ex(ημx+συνx)-xexημx+

1

2
ex(ημx-συνx)+c] 

 
2.40. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 3 2ln( 5)x x dx⋅ +∫                            β) ln( 1)x x dx⋅ +∫                            γ) 2(3 2 1) ln(1 )x x x dx− + ⋅ −∫  

[Απ.α) 1
8
(x2+5)[2(x2-5)ln(x2+5)-x2+15]+c  β)

2
x
2

1− ln(x+1)-
4
x
2
+
2
x +c  

γ)(x3-x2+x)ln(1-x)- 1
3
x3-x-ln(1-x)+c] 

 
2.41. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:    α) ημ(ln )x dx∫                 β) συν(ln )x dx∫  

[Απ.α)
2

x [ημ(lnx)-συν(lnx)]+c β)
2

x [ημ(lnx)+συν(lnx)]+c] 

 
2.42. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 2συν

x dx
x∫                     β) 2εφx x dx⋅∫  
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[Απ.α)x.εφx+ln συνx +c β)x.εφx+ln συνx -
2
x
2
+c] 

 
2.43. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 2ημ

x dx
x∫                     β) 2σφx x dx⋅∫  

[Απ.α)-x.σφx+ln ημx +c β)-x.σφx+ln ημx -
2

x
2
+c] 

 
2.44. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:    α) 3εφ x dx∫                          β) 3σφ x dx∫  

[Απ.α)
2

1 εφ2x+ln συνx +c β)-
2

1 σφ2x-ln ημx +c] 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
2.45. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Αν  f , g  είναι δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις, τότε ισχύει η ισότητα: 
( ) ( )f x g x dx′ ′⋅∫  = ( ) ( )f x g x′ ⋅  – ( ) ( )f x g x dx′′ ⋅∫  

II. Αν  f, g  είναι δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις, τότε ισχύει η ισότητα: 
( ( ) ( ) ( ) ( ))f x g x f x g x dx′ ′⋅ + ⋅∫  = ( ) ( )f x g x⋅  + c  

III. Αν  ( )f x′  = 1
( )g x′

  τότε  ( ) ( )f x g x dx′ ′⋅∫  = x + c. 

 
2.46. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

I. Αν  f  είναι μια παραγωγίσιμη συνάρτηση σ’ ένα διάστημα  Δ, τότε το   
( )f x dx∫  + ( )x f x dx′⋅∫   ισούται με: 

Α.  x + c             Β.  f (x) + c             Γ.  x.f (x) + c          Δ.  c                 Ε.  f (x) + x + c 
II. Η αρχική της συνάρτησης  f  με  f (x) = lnx , της οποίας η γραφική παράσταση τέμνει τον άξονα  

x΄x  στο  1, έχει τύπο: 
Α. (x – 1)lnx+1          Β. x.lnx + 1          Γ. (x + 1)lnx          Δ. (x – 1)lnx          Ε. x.lnx – x + 1  
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ΕΝΟΤΗΤΑ    3 
 
 

 

ΟΡΙΣΜΕΝΟ   ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

 
 
 
 
 

 επιδίωξή μας στην ενότητα αυτή είναι να αναπτύξουμε τον τρόπο με 
τον οποίο κατορθώσαμε να υπολογίζουμε εμβαδά “κάτω” από μία κα-

μπύλη. Η μέθοδος αυτή αναπτύχθηκε τον 19ο αιώνα και έχει τις ρίζες της στη 
“μέθοδο της εξάντλησης” που χρησιμοποιήθηκε από τον Αρχιμήδη για τον 
υπολογισμό του εμβαδού παραβολικών χωριών. 
Θα ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό του εμβαδού που βρίσκεται κάτω από 
την παραβολή  f (x) = x2  όταν το  x∈ [0,1]. Η ιδέα βρίσκεται στο να προσεγ-
γίσουμε το εμβαδόν της επιφάνειας αυτής από απλούστερα σχήματα για τα 
οποία γνωρίζουμε πως βρίσκουμε το εμβαδόν τους. Στην προκειμένη περί-
πτωση θα χρησιμοποιήσουμε ορθογώνια. Για το σκοπό αυτό θα ακολουθή-
σουμε τις επόμενες ενέργειες: 

                                
                                Σχήμα  1                                                                          Σχήμα  2        

♦ Χωρίζουμε το διάστημα  [0,1]  σε  ν  ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους  Δx = 1
ν , με ά-

κρα τα σημεία  x0 = 0 ,  x1 = 1
ν  ,  x2 = 2

ν  , … , xν–1 = 1ν
ν
−  ,  xν = νν  = 1. 

♦ Σχηματίζουμε τα ορθογώνια με βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και ύψη την ελάχιστη 
τιμή της  f  σε καθένα από αυτά (Σχήμα 1). Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διά-
στημα  [0,1]  η ελάχιστη τιμή της στο  [xκ, xκ+1]  είναι η  f (xκ). Το άθροισμα των εμβα-
δών των παραπάνω ορθογωνίων είναι: 
    εν = 1

ν ⋅ f (0) + 1
ν ⋅ f (

1
ν ) + 1

ν ⋅ f (
2
ν ) + … + 1

ν ⋅ f (
1ν
ν
− )  

Η
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  = 1
ν ⋅ [f (0) + f ( 1

ν ) + f ( 2
ν ) + … + f ( 1ν

ν
− )] = 1

ν ⋅ [0
2 + ( )21

ν  + ( )22
ν  + … + ( )21ν

ν
− ]  

  = 3
1
ν
⋅ [12 + 22 + … + (ν–1)2] = 3

( 1) (2 1)1
6

ν ν ν
ν

− −⋅  = 
2

2
2 3 1

6
ν ν
ν
− + . 

Αυτή είναι μία προσέγγιση, με έλλειψη, του εμβαδού που ζητάμε.  
♦ Σχηματίζουμε τα ορθογώνια με βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και ύψη την μέγιστη τι-

μή της  f  σε καθένα από αυτά (Σχήμα 2). Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διά-
στημα  [0,1]  η μέγιστη τιμή της στο  [xκ, xκ+1]  είναι η  f (xκ+1). Το άθροισμα των εμβα-
δών των παραπάνω ορθογωνίων είναι: 
    Εν = 1

ν ⋅ f (
1
ν ) + 1

ν ⋅ f (
2
ν ) + 1

ν ⋅ f (
3
ν ) + … + 1

ν ⋅ f (
ν
ν )  

       = 1
ν ⋅ [f (

1
ν ) + f ( 2

ν ) + f ( 3
ν ) + … + f ( νν )] = 1

ν ⋅ [ ( )21
ν  + ( )22

ν  + ( )23
ν  + … + ( )21ν

ν
− ]  

       = 3
1
ν
⋅ [12 + 22 + … + ν2] = 3

( 1)(2 1)1
6

ν ν ν
ν

+ +⋅  = 
2

2
2 3 1

6
ν ν

ν
+ + . 

Αυτή είναι μία προσέγγιση, με υπεροχή, του εμβαδού που ζητάμε.  
Το ζητούμενο εμβαδόν  Ε  βρίσκεται μεταξύ των  εν  και  Εν. Δηλαδή   εν ≤  Ε ≤  Εν, οπότε  
lim
ν→∞

εν ≤  Ε ≤  lim
ν→∞

Εν. 

Όμως  lim
ν→∞

εν = lim
ν→∞

Εν = 1
3 , επομένως  Ε = 1

3 . 

 
Ορισμός εμβαδού 
Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διά-
στημα  [α,β], με  f (x) ≥ 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 
Συμβολίζουμε με  Ω  το χωρίο που ορίζεται 
από τη γραφική παράσταση της  f, τον άξονα  
x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = α ,  
x = β. 
Προκειμένου να ορίσουμε το εμβαδόν του 
χωρίου  Ω  εκτελούμε τις παρακάτω ενέργει-
ες: 

♦ Χωρίζουμε το διάστημα  [α, β]  σε  ν  
ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους   

Δx = β α
ν
− , με τα σημεία   

α = x0 < x1 < x2 < … < xν = β. 
♦ Σε κάθε υποδιάστημα  [xκ–1, xκ]  επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο  ξκ  και σχηματίζου-

με τα ορθογώνια που έχουν βάση  Δx  και ύψη  f (ξκ).Το άθροισμα των εμβαδών των 
παραπάνω ορθογωνίων είναι: 
    Sν = f (ξ1).Δx + f (ξ2).Δx + … + f (ξν).Δx = [f (ξ1) + f (ξ2) + … + f (ξν)].Δx. 

♦ Υπολογίζουμε το  lim
ν→∞

Sν. 

Αποδεικνύεται ότι το lim
ν→∞

Sν  υπάρχει στο  και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των ση-

μείων  ξκ. Το όριο αυτό ονομάζεται εμβαδόν του χωρίου  Ω  και συμβολίζεται με  Ε(Ω). 
Προφανώς  Ε(Ω) ≥ 0. 
 
 
Η έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος 
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Έστω μια συνάρτηση f  συνεχής σε ένα διάστημα  [α, β].  
Προκειμένου να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου  Ω  εκτελούμε τις παρακάτω ενέργειες: 

 
♦ Χωρίζουμε το διάστημα  [α,β]  σε  ν  ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους  Δx = β α

ν
− , με 

τα σημεία  α = x0 < x1 < x2 < … < xν = β. 
♦ Επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο  ξκ∈ [xκ–1, xκ], για κάθε  κ∈{1, 2, … ,ν} και σχηματί-

ζουμε το άθροισμα: 
    Sν = f (ξ1).Δx + f (ξ2).Δx + … + f (ξκ).Δx + … f (ξν).Δx  

        = [f (ξ1) + f (ξ2) + … + f (ξν)].Δx = 
1

( )
ν

κ
κ

f ξ Δx
=

⋅∑  

Αποδεικνύεται ότι,  

“Το όριο του αθροίσματος  Sν, δηλαδή το 
1

lim ( )
ν

κν κ
f ξ Δx

→∞ =

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∑   υπάρχει στο  και είναι ανεξάρ-

τητο από την επιλογή των ενδιάμεσων σημείων  ξκ”. 
Το παραπάνω όριο ονομάζεται ορισμένο ολοκλήρωμα της συνεχούς συνάρτησης  f  από το  α  
στο  β, συμβολίζεται με ( )

β

α
f x dx∫  και διαβάζεται  “ολοκλήρωμα της  f  από το  α  στο  β”. 

Δηλαδή,  ( )
β

α
f x dx∫  = 

1
lim ( )

ν

κν κ
f ξ Δx

→∞ =

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 
Μπορούμε να επεκτείνουμε τον παραπάνω ορισμό και για τις περιπτώσεις που είναι  α > β  
καθώς και  α = β, ως εξής: 

• ( )
β

α
f x dx∫ = – ( )

α

β
f x dx∫  

• ( )
α

α
f x dx∫ = 0 

 
Από τους ορισμούς του εμβαδού και του ορισμένου ολοκλη-
ρώματος  προκύπτει ότι: 
Αν  f (x) ≥ 0  για κάθε  x∈ [α, β], τότε το ολοκλήρωμα  

( )
β

α
f x dx∫  δίνει το εμβαδόν  Ε(Ω)  του χωρίου που περικλεί-

εται από τη γραφική παράσταση της  f, τον άξονα  x΄x  και τις 
ευθείες με εξισώσεις  x = α , x = β.  
Δηλαδή  ( )

β

α
f x dx∫ = Ε(Ω). 
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Επομένως,  Αν  f (x) ≥ 0 ,  τότε  ( )
β

α
f x dx∫ ≥  0. 

 
3.1. ΕΦΑΡΜΟΓΗ: Να αποδείξετε ότι  β

α
c dx∫ = c(β – α ),  για οποιοδήποτε  c∈ . 

Απόδειξη:    Αν  α = β, τότε   β

α
c dx∫  = α

α
c dx∫ = 0 = c(α – α) = c(β – α). 

  Αν  α < β, τότε, επειδή η συνάρτηση  f (x) = c  είναι συνεχής στο  [α, β], έχουμε 
 β

α
c dx∫ = ( )

β

α
f x dx∫ = lim

ν→∞
[f (ξ1).Δx + f (ξ2).Δx + … + f (ξν).Δx]  

             = lim
ν→∞

β α
ν
−

⋅ [f (ξ1) + f (ξ2) + … + f (ξν)] = lim
ν→∞

β α
ν
−

⋅ (c + c + … + c)  

            = lim
ν→∞

β α νc
ν
−⎛ ⎞⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = c(β–α). 

  Αν  α > β,  β

α
c dx∫ = – α

β
c dx∫ = –c(α–β) = c(β–α). 

 
 

3.2. ΕΦΑΡΜΟΓΗ: Να αποδείξετε ότι  β

α
x dx∫ = 

2 2

2
β α− . 

Απόδειξη:    Αν  α = β, τότε   β

α
x dx∫ = α

α
x dx∫ = 0 = 

2 2

2
β α− . 

  Αν  α < β, τότε, επειδή η συνάρτηση  f (x) = x  είναι συνεχής στο  [α, β], ;έχουμε 
 β

α
x dx∫ = ( )β

α
f x dx∫ = lim

ν→∞
[f (ξ1).Δx + f (ξ2).Δx + … + f (ξν).Δx]  

             = lim
ν→∞

β α
ν
− ⋅ [f (ξ1) + f (ξ2) + … + f (ξν)]  

            = lim
ν→∞

β α
ν
−

⋅ [f (α+ β α
ν
− ) + f (α+2 β α

ν
−

⋅ ) + … + f (α+ν β α
ν
−

⋅ )] 

            = lim
ν→∞

β α
ν
−

⋅ [(α+ β α
ν
− ) + (α+2 β α

ν
−

⋅ ) + … + (α+ν β α
ν
−

⋅ )]  

            = lim
ν→∞

β α
ν
− ⋅ [να+ 1 2 ... ν

ν
+ + + ⋅ (β – α)] = lim

ν→∞

β α
ν
− ⋅ [να+

( 1)
2

ν ν

ν

+

⋅ (β – α)]  

           = lim
ν→∞

β α
ν
−

⋅ [να+ ( 1)
2

ν ν
ν
+

⋅ (β–α)] = lim
ν→∞

[(β – α)[α+ 1
2
ν
ν
+ ⋅ (β–α)]]  

            = (β–α)(α+
2
β α− ) = (β – α) 2

2
α β α+ −⋅  = (β – α)

2
β α+
⋅  = 

2 2

2
β α− . 

  Αν  α > β,  β

α
x dx∫ = – α

β
x dx∫ = –

2 2

2
α β−  = –

2 2

2
β α− . 

 
3.2.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Παρόμοια μπορούμε να αποδείξουμε ότι  

2β

α
x dx∫ =

3 3

3
β α−   ,   3β

α
x dx∫ =

4 4

4
β α− . 

 
 
Ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος 
Με τη βοήθεια του ορισμού του ορισμένου ολοκληρώματος αποδεικνύονται τα παρακάτω θε-
ωρήματα: 
3.3. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

(Ιδιότητα 
 γραμμικότητας) 

Έστω  f, g  συνεχείς συναρτήσεις στο  [α, β]  και  λ, μ∈ . Τότε ισχύ-
ουν  
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• ∫ ⋅
β

α
dxxfλ )(   =  ( )

β

α
λ f x dx⋅∫  

• ∫ +
β

α
dxxgxf ))()((   =  ∫

β

α
dxxf )(   +  ∫

β

α
dxxg )(  

και γενικά  

     ∫ ⋅+⋅
β

α
dxxgμxfλ )]()([   =  ∫⋅

β

α
dxxfλ )(   +  ∫⋅

β

α
dxxgμ )(  

 
3.3.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Γενικά έχουμε ότι  ( ) ( )β

α
f x g x dx⋅∫ ≠ ( ) ( )β β

α α
f x dx g x dx⋅∫ ∫ . 

Θα επαληθεύσουμε την προηγούμενη σχέση χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις  f (x) = x  και  

g(x) = x2  στο διάστημα  [0,1]. Πράγματι  1

0
( ) ( )f x g x dx⋅∫ = 1 2

0
x x dx⋅∫ = 1 3

0
x dx∫ =

4 41 0
4
− = 1

4
. 

Όμως  1 1 2
0 0

x dx x dx⋅∫ ∫  = 
2 2 3 31 0 1 0

2 3
− −⋅  = 1 1

2 3
⋅  = 1

6
.  

Επομένως  1

0
( ) ( )f x g x dx⋅∫ ≠

1 1 2
0 0

x dx x dx⋅∫ ∫  

 
 
3.4. ΘΕΩΡΗΜΑ: 

(Ιδιότητα 
 προσθετικότητας) 

Αν  η συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και  α, β, γ∈Δ ,  
τότε ισχύει  

     ∫
β

α
dxxf )(   =  ∫

γ

α
dxxf )(   +  ∫

β

γ
dxxf )( . 

 
3.4.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Αν  f (x) ≥  0  και  α < γ < β  τότε η η 

προηγούμενη ιδιότητα δηλώνει ότι: 

Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2)  αφού  Ε(Ω1) = ∫
γ

α
dxxf )( ,  

Ε(Ω2) = ∫
β

γ
dxxf )(   και   Ε(Ω) =  ∫

β

α
dxxf )( . 

 
 
3.5. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
 

Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  [α, β]. Αν  f (x) ≥ 0  
για κάθε  x∈ [α, β]  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού μηδέν στο 
διάστημα αυτό, τότε  

                          ∫
β

α
dxxf )(   >  0. 

 
3.6. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  (1)  Αν για τις συνεχείς συναρτήσεις  f, g  στο διάστημα  [α, β]  ισχύει   

f (x) ≥  g(x)  τότε  ( )f x dx∫
β

α
≥ ( )g x dx∫

β

α
.  

Πράγματι,  f (x) ≥ g(x)  ⇔   f (x) – g(x) ≥  0 , οπότε  [ ( ) ( )]f x g x dx−∫
β

α
 ≥  0 ⇔   

( )f x dx∫
β

α
 – ( )g x dx∫

β

α
 ≥  0 ⇔  ( )f x dx∫

β

α
≥ ( )g x dx∫

β

α
. 

Αν  f (x) ≥  g(x)  και δεν είναι ίσες για όλα τα  x∈ [α, β] , τότε  ( )f x dx∫
β

α
> ( )g x dx∫

β

α
. 

(2)  Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α,β]  τότε υπάρχουν  m, M∈  τέ-
τοιοι ώστε  m(β – α) ≤  ( )f x dx∫

β

α
≤  M(β – α). 

Πράγματι,  η  f  είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α,β]  άρα θα έχει ελάχιστη και μέ-
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γιστη τιμή, τις  m, M  αντίστοιχα. Δηλαδή  m ≤  f (x) ≤  M  για κάθε  x∈ [α, β]. Τότε  
m ≤  f (x) ≤  M ⇒  mdx∫

β

α
≤  ( )f x dx∫

β

α
≤  M dx∫

β

α
 ⇒  m(β – α) ≤ ( )f x dx∫

β

α
≤  M(β – α). 

(3)  Αν  f  συνεχής στο  [α, β] , τότε  ( )f x dx∫
β

α
 ≤  ( )f x dx∫

β

α
. 

Πράγματι, για κάθε  x∈ [α, β]  ισχύει  – ( )f x  ≤  f (x) ≤  ( )f x   επομένως, 

( )f x dx−∫
β

α
≤ ( )f x dx∫

β

α
≤ ( )f x dx∫

β

α
 ⇔  – ( )f x dx∫

β

α
≤ ( )f x dx∫

β

α
≤ ( )f x dx∫

β

α
 ⇔  

( )f x dx∫
β

α
 ≤  ( )f x dx∫

β

α
, εφ’ όσον  ( )f x dx∫

β

α
≥ 0. 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ__________________________________________________ 
 

3.7. Να υπολογίσετε την παράσταση:  Ι = ∫ x
dx5

1 1+2
 – ∫ x

dx1

5 1+2− . 

Λύση: 

Ι =
5

1 1 2x
dx
+∫  – 

1

5 1 2 x
dx

−+∫  = 
5

1 1 2x
dx
+∫  + 

5

1 1 2 x
dx

−+∫  = ( )5

1

1 1
1 2 1 2x x dx−+
+ +∫  = 

5

1 1
2

1 1
1 2 1 x

x dx
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  

  = 
5

1 2 1
2

1 1
1 2 x

x

x dx
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

+⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  = 
5

1

1 2
1 2 2 1

x

x x dx⎛ ⎞+⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫  = 
5

1

1 2
1 2

x

x dx+
+∫ = 5

1
1 dx∫ = 1(5–1) = 4. 

 
 

3.8. Για μία συνεχή συνάρτηση  f  δίνεται ότι:   

∫ f x dx
1

0
( )  = –2 ,  ∫ f x dx

4

0
( )  = 8 ,  ∫ f x dx

5

2
( )  = 6 ,  ∫ f x dx

5

4
( )  = –1. 

Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) ∫ f x dx

4

1
( )            β) ∫ f x dx

5

1
( )            γ) ∫ f x dx

2

1
( )            δ) ∫ f x dx

4

2
( )  

Λύση: 

              
α) 4

1
( )f x dx∫  = 0

1
( )f x dx∫  + 4

0
( )f x dx∫  = – 1

0
( )f x dx∫  + 4

0
( )f x dx∫  = –(–2) + 8 = 2 + 8 = 10. 

β) 5

1
( )f x dx∫  = 4

1
( )f x dx∫  + 5

4
( )f x dx∫  = 10 – 1 = 9. 

               
γ) 2

1
( )f x dx∫  = 5

1
( )f x dx∫  + 2

5
( )f x dx∫  = 5

1
( )f x dx∫ – 5

2
( )f x dx∫  = 9 – 6 = 3. 

δ) 4

2
( )f x dx∫  = 5

2
( )f x dx∫  + 4

5
( )f x dx∫  = 5

2
( )f x dx∫  – 5

4
( )f x dx∫  = 6 – (–1) = 6 + 1 = 7. 
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3.9. A. Έστω  f : [α,β] →   συνεχής συνάρτηση με  f (x) ≥  0  για κάθε  x∈ [α,β]  και 

  ∫
β

α
f x dx( )  = 0. Δείξτε ότι  f (x) = 0  για κάθε  x∈ [α,β]. 

Β.  Έστω  g  συνεχής συνάρτηση στο  [α,β]  και  ∫
β

α
g x dx2( )  = 0. Δείξτε ότι  g (x) = 0  για 

κάθε  x∈ [α,β]. 
Λύση: 
Α.  Αν η  f  δεν είναι παντού  0  στο διάστημα  [α, β], δηλαδή υπάρχει ένα  x0∈ [α, β]  τέτοιο, 
ώστε  f (x0) > 0, τότε  ( )

β

α
f x dx∫  > 0, άτοπο. Επομένως,  f (x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 

 
B.  Η συνάρτηση  g2  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  g2(x) ≥ 0  για κάθε  x∈ [α, β]  και  

2 ( )
β

α
g x dx∫ = 0. Επομένως, από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε: 

  g2(x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β] ,  οπότε  g(x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 
 
 

3.10. Να αποδείξετε ότι:  3
5 ≤ ∫ dx

x x

3

20

1
2 2− +

≤  3. 

Λύση: 

Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2
1
2 2x x− +

  ορισμένη στο διάστημα  [0,3]. Η  f  είναι παραγω-

γίσιμη με  ( )f x′ = ( )2
1
2 2x x

′

− +
 = 

2

2 2
( 2 2)

( 2 2)
x x

x x
′− − +

− +
 = 2 2

2 2
( 2 2)

x
x x
− +
− +

. 

Είναι  ( )f x′ = 0 ⇔  –2x+2 = 0 ⇔  –2x = –2 ⇔  x = 1 
Στον διπλανό πίνακα φαίνονται τα διαστήματα μονοτονίας της f. 
Για  x = 0  και  x = 3  η  f  έχει τοπικά ακρότατα με τιμές  
 f (0) = 1

2   ,  f (3) = 1
9 6 2− +

 = 1
5  αντίστοιχα. 

Η  f  έχει ελάχιστη τιμή  m = 1
5   και μέγιστη τιμή  M = f (1) = 1

1 2 2− +
 = 1. 

Άρα  1
5 ≤  f (x) ≤ 1 ⇒  

3

0

1
5 dx∫ ≤

3

0
( )f x dx∫ ≤

3

0
1dx∫  ⇒  1

5 (3 – 0) ≤ 3

0
( )f x dx∫ ≤ 1(3 – 0) ⇒   

3
5 ≤

3

20

1
2 2

dx
x x− +∫ ≤ 3. 

 
 

3.11. Να αποδείξετε ότι:  ∫ x dxx
4

1

ημ2 ≤  6. 

Λύση: 
4

1

ημ2x dxx∫  ≤  
4

1

ημ2x dxx∫ = 
4

1

ημ2x dxx∫ ≤
4

1

2x dxx∫ =
4

1

2 x dxx∫ = 4

1
2 dx∫ = 2(4–1) = 6. 

 
 

3.12. A.(Ανισότητα Cauchy – Schwarz – Buniakowsky) Αν οι  f, g  είναι συνεχείς συναρτή-
σεις στο κλειστό διάστημα  [α,β], να αποδείξετε ότι:  

                       ( )⋅∫
β

α
f x g x dx

2
( ) ( ) ≤  ∫ ∫⋅

β β

α α
f x dx g x dx2 2( ) ( ) . 

Β.  Έστω  f : [0,1] →   συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι  ( )∫ f x dx
21

0
( ) ≤  ∫ f x dx

1 2

0
( ) . 

Ισχύει το ίδιο αν αντικαταστήσουμε το  [0,1]  με οποιοδήποτε διάστημα; 

x 0             1             3 
( )f x′       +      0      – 

f (x)   
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Λύση: 

Α.  Αφού οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο διάστημα  [α, β], τότε και οι συναρτήσεις  f.g,   
f 2, g2  θα είναι συνεχείς στο  [α, β], επομένως και ολοκληρώσιμες σ’ αυτό. 
Για κάθε  x∈ [α, β]  και για κάθε  λ∈   ισχύει:  [λ.f (x) + g(x)]2 ≥  0  οπότε  

2[ ( ) ( )]
β

α
λ f x g x dx⋅ +∫ ≥  0 ⇔  2 2 2[ ( ) 2 ( ) ( ) ( )]

β

α
λ f x λf x g x g x dx⋅ + ⋅ +∫ ≥  0 ⇔   

λ2 2 ( )
β

α
f x dx⋅∫ + 2λ ( ) ( )

β

α
f x g x dx⋅ ⋅∫ + 2 ( )

β

α
g x dx∫ ≥  0 (1)  

o Αν  2 ( )
β

α
f x dx∫ = 0  τότε επειδή για κάθε  x∈ [α, β]  f 2(x) ≥  0  θα είναι   

f 2(x) = 0 ⇔  f (x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 
Επομένως, η ζητούμενη σχέση ισχύει ως ισότητα. 

o Αν  2 ( )
β

α
f x dx∫ > 0  τότε η  (1)  ισχύει για κάθε  λ∈   οπότε   

Δ ≤  0 ⇔  4 ( )2
( ) ( )

β

α
f x g x dx⋅∫ – 4 2 2( ) ( )

β β

α α
f x dx g x dx⋅ ⋅∫ ∫ ≤  0 ⇔   

                   ( )2
( ) ( )

β

α
f x g x dx⋅∫ ≤ 2 2( ) ( )

β β

α α
f x dx g x dx⋅∫ ∫ . 

Β.  Αν θέσουμε στην προηγούμενη ανισότητα  g(x) = 1  για κάθε  x∈ [0,1]. Τότε έχουμε: 

( )21

0
( )f x dx∫  = ( )21

0
( ) 1f x dx⋅∫ ≤

1 12 2
0 0

( ) 1f x dx dx⋅∫ ∫  = 
1 2
0

( )f x dx ⋅∫ 1(1 – 0) = 
1 2
0

( )f x dx∫ . 

Το ίδιο ισχύει αν αντικαταστήσουμε το  [0,1]  με οποιοδήποτε κλειστό διάστημα πλάτους  1, 
δηλαδή  β – α = 1. 

 
2.46.1. ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Η παραπάνω ανισότητα μπορεί να γραφεί και: 

                      ( ) ( )
β

α
f x g x dx⋅∫ ≤ 2 2( ) ( )

β β

α α
f x dx g x dx⋅∫ ∫ . 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

3.13. Αν  
5

0
( )f x dx∫ = –8,  

5

2
( )f x dx∫ = 14  και  

6

0
( )f x dx∫ = 20, να βρείτε τα ολοκληρώματα: 

i)  
2

5
( )f x dx∫                  ii)  

2

0
( )f x dx∫                  iii)  

6

5
( )f x dx∫                  iv)  

6

2
( )f x dx∫  

[Απ.i)-14 ii)-22 iii)28 iv)42] 

 
3.14. Αν  

3

1
( )f x dx∫ = –6 ,  

4

2
( )f x dx∫ = 8 ,  

5

1
( )f x dx∫ = 10  και  

3

2
( )f x dx∫ = –2, να βρείτε τα ολο-

κληρώματα: 
i)

2

1
( )f x dx∫                                          ii)

4

3
( )f x dx∫                                             iii)

5

3
( )f x dx∫  

iv)
5

4
( )f x dx∫                                        v)

4

1
( )f x dx∫                                              vi)

5

2
( )f x dx∫  

[Απ.i)-4 ii)10 iii)16 iv)6 v)4 vi)14] 

 

3.15. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = 20

1
1 συν

dx
x+∫

π
 + 

20

2
2 συν
1 συν

x dx
x

+
+∫π . 

[Απ.–π] 
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3.16. Να υπολογίσετε τον  κ  έτσι, ώστε   2
2

2
1

1
2

κ x dx
x
−
+∫   =  8 + 6

1

2
1

2κ
dx

x +∫ . 
[Απ.5] 

 
3.17. Αν  

5

1
( )f x dx∫  = 8  και  

5

1
( )g x dx∫  = –3  να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

i) 
5

1
[4 ( ) 7 ( )]f x g x dx−∫                                                ii) 

1

5
[9 ( ) 12 ( )]f x g x dx−∫  

 
3.18. Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι συνεχείς στο    να αποδείξετε ότι: 

         ( ) ( )
β ε

α γ
f x dx g x dx⋅∫ ∫   –  ( ) ( )

α δ

β ε
f x dx g x dx⋅∫ ∫  +  ( ) ( )

β γ

α δ
f x dx g x dx⋅∫ ∫  = 0 

 
3.19. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και  α, β, γ, δ∈Δ, να αποδείξετε ότι: 

        ( )f x dx∫
β

α
 + ( )f x dx∫

δ

γ
 = ( )f x dx∫

β

γ
 + ( )f x dx∫

δ

α
. 

 
3.20. Α. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β] , δύο φορές παραγωγί-
σιμη στο  (α, β)  και  f (x) ≥ 0  για κάθε  x∈ [α, β]. Να αποδείξετε χρησιμοποιώντας τη γεωμετρική 
ερμηνεία του ολοκληρώματος ότι  

i)  Αν ( )f x′′ > 0  για κάθε  x∈ (α, β)  τότε   (β – α).f (
2

α β+ ) ≤ ( )f x dx∫
β

α
≤  (β – α). ( ) ( )

2
f α f β+ . 

ii)  Αν ( )f x′′ < 0  για κάθε  x∈ (α,β)  τότε   (β – α). ( ) ( )
2

f α f β+  ≤  ( )f x dx∫
β

α
 ≤  (β – α).f (

2
α β+ ). 

Β. Χρησιμοποιώντας το παραπάνω συμπέρασμα να αποδείξετε ότι 

i) 2( )β α
α β
−
+

< 1β

α
dxx∫ <

2 2

2
β α
αβ
− , με  0 < α < β                              ii)  2 < 1 2 4

0
(3 )x x dx− −∫  < 43

16   

 
3.21. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο διάστημα  [α, β]. Αν οι τιμές της  g  εί-
ναι μη αρνητικές, τότε υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί  m  και  Μ  τέτοιοι, ώστε  
                   m ( )g x dx⋅∫

β

α
≤ ( ) ( )f x g x dx⋅∫

β

α
≤Μ ( )g x dx⋅∫

β

α
. 

 
3.22. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο διάστημα  [α, β]. Αν οι τιμές της  f  εί-
ναι μη αρνητικές, τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός  Κ  τέτοιος, ώστε  

                                ( ) ( )f x g x dx⋅∫
β

α
≤  Κ ( )f x dx⋅∫

β

α
. 

 
3.23. Έστω συνάρτηση  f  ορισμένη και συνεχής στο διάστημα  [α, β]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  

Κ∈   τέτοιος, ώστε    ( )f x dx∫
β

α
≤  Κ ⋅ (β – α). 

 
3.24. Να αποδείξετε ότι:    

0
ημ(2 )

π
πx dx∫  > 

0
ημ(2 )

e
πx dx∫ . 

 
3.25. Έστω  f , g : [α, β]→   συνεχείς συναρτήσεις ώστε  ( )

β

α
f x dx∫  = ( )

β

α
g x dx∫ . Δείξτε ότι υ-

πάρχει  x0∈ [α, β]  τέτοιο, ώστε  f (x0) = g (x0). 
 
3.26. Να αποδείξετε ότι:     

1
ln

e
x dx∫ ≥

1

2 3
2

e x dxx
−
+∫ . 
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3.27. Να αποδείξετε ότι:  
2

2
e ≤

3

21

xe dx
x∫ ≤  2e. 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
3.28. Οι  f, g  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο  . Να αποδείξτε ότι: 

                      ( )( ) ( )
β δ

α γ
f x g t dt dx⋅∫ ∫  = ( ) ( )

β δ

α γ
f x dx g t dt⋅∫ ∫  

 
3.29. Αν η  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο  Δ, το οποίο περιέχει τους αριθμούς  α, β, γ, δ,  να απο-
δείξετε ότι: 
   ( ) ( )

β δ

α γ
f x dx f x dx⋅∫ ∫   +  ( ) ( )f x dx f x dx⋅∫ ∫

γ β

α δ
  +  ( ) ( )f x dx f x dx⋅∫ ∫

δ γ

α β
  =  0. 

 
3.30. Οι συναρτήσεις  f, g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο διάστημα  [α, β]. Αν η  f  δεν είναι στα-
θερή συνάρτηση και οι τιμές της είναι μη αρνητικές, τότε υπάρχει  ξ∈ [α, β]  τέτοιος, ώστε    
                          ( ) ( )f x g x dx⋅∫

β

α
= g(ξ) ( )f x dx⋅∫

β

α
. 

 
3.31. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο  [α, β], για την οποία δίνεται ότι  2 ( )

β

α
f x dx∫  ≤  0. Να 

αποδείξετε ότι f (x) = 0 , για κάθε  x∈ [α, β]. 
 
3.32. Θεωρούμε συνάρτηση  g  η οποία είναι συνεχής στο    και δεν είναι σταθερή. Αν   

f (x) = 4g2(x) – 4g(x) + 1 , x∈ , να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)
0

( )
x

f t dt∫  = 0                                                β)
2 2

0
( )

x
f t dt

+

∫ =
3

0
( )

x
f t dt∫  

[Απ.α)0 β)1,2] 

 
3.33. Έστω  f : [α, β]→  συνεχής συνάρτηση με  την ιδιότητα:  για κάθε συνεχή συνάρτηση   

g: [α, β]→  ισχύει  ( ) ( )f x g x dx⋅∫
β

α
= 0. Δείξτε ότι f (x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 

 
3.34. Έστω  f : [α, β]→  συνεχής συνάρτηση με  την ιδιότητα:  για κάθε συνεχή συνάρτηση   

g: [α, β]→   με  g(α) = g(β) = 0  ισχύει  ( ) ( )f x g x dx⋅∫
β

α
= 0. Δείξτε ότι f (x) = 0  για κάθε  

x∈ [α, β]. 
 
3.35. Έστω  α∈ . Δείξτε ότι δεν υπάρχει θετική συνεχής συνάρτηση  f : [0,1]→  ώστε  

              
1

0
( )f x dx∫ = 1  ,    

1

0
( )x f x dx⋅∫ = α   και    

1 2
0

( )x f x dx⋅∫ = α2. 

Να εξετάσετε την περίπτωση η  f  να είναι μη αρνητική. 
 
3.36. Έστω  f , g : [α, β]→  συνεχείς συναρτήσεις. 

i) ( )( )1 ( ) ( ) ( ) ( )2
β β

α α
f y f x g y g x dy dx⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ = ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

β β β

α α α
β α f x g x dx f x dx g x dx− −∫ ∫ ∫  
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ii) (Ανισότητα Chebyshev) Αν θέσουμε f = 1
β α ⋅−

( )
β

α
f x dx∫   τότε χρησιμοποιώντας το προη-

γούμενο να δείξετε ότι αν οι συναρτήσεις  f, g  έχουν το ίδιο είδος μονοτονίας (αύξουσες  ή  
φθίνουσες), τότε:     f g⋅  ≥  f g⋅ .διαφορετικό είδος μονοτονίας, τότε:   f g⋅  ≤  f g⋅ . 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
3.37. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 
I. Αν η  f  είναι συνεχής στο  [α, β], τότε είναι ολοκληρώσιμη σ’ αυτό. 

II. Ισχύει η ισότητα  ( )f x dx∫
β

α
 = ( )f y dy∫

β

α
. 

III. Αν  f  συνεχής στο    και  ( )f x dxβ

α∫ ≥  0 ,  τότε  f (x) ≥ 0. 

IV. Αν  f  συνεχής τότε  ( )u f x du
β

α
⋅∫  = u. ( )f x du

β

α∫ . 

V. Αν  f  συνεχής στο    τότε    ( )f x dx
β

α∫  = ( )f u du
γ

α∫  + ( )f t dt
β

γ∫ . 

VI. Αν οι  f, g  είναι συνεχείς στο  [α, β]  και  f (x) ≥  g(x)  για κάθε  x∈ [α, β], τότε ισχύει  
( )f x dx∫

α

β
≤ ( )g x dx∫

α

β
. 

 
3.38. Να σημειώσετε τη σωστή απάντηση στις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσετε την απά-
ντησή σας. 

I. Η παράσταση  
1

2

5
3

x dxx−

+
+∫  – 

2

1

1
3

x dxx
− +

+∫   ισούται με: 

Α. 2          Β. –2         Γ. –6         Δ. 3         Ε. 6 

II. Η παράσταση  
/3

/6
ln(εφ )x dx∫

π

π
 – 

/6

/3
ln(σφ )x dx∫

π

π
 ισούται με: 

Α.  
6
π                     Β.  0                    Γ.  

3
π                      Δ.  1                    Ε.  

2
π  

III. Το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  με   

f (x) = 
2 2

2
( 1) ( 1)

1
x x

x
− + +

+
 τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –1  και   x = 4  είναι ίσο 

με: 
Α.  6                    Β.  5                    Γ.  4                    Δ.  10                    Ε.  8 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    4 
 
 

 

Η  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ  F(x) = ∫ ( )
x

α
f t dt  

 
 
 
 
 
 

ν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και  α, β∈Δ  τό-
τε υπάρχει το ολοκλήρωμα  ( )

β

α
f t dt∫ . Αν σταθεροποιήσουμε το κάτω 

άκρο του ολοκληρώματος  α  και αφήσουμε το πάνω άκρο να μεταβάλλεται 
στο διάστημα  Δ, τότε ορίζεται μία συνάρτηση  F  με  F(x) = ∫

x
α

dttf )(  για 
κάθε  x∈Δ. Στην περίπτωση που η  f  είναι μη αρνητική η συνάρτηση  F  δί-
νει το εμβαδόν του χωρίου από τη σταθερή κάθετο που διέρχεται από το  α, 
μέχρι τη μετακινούμενη που διέρχεται από το  x, όταν  x ≥  α  και το αντίθετο 
του εμβαδού όταν  x < α. 

              
Η συνάρτηση  F  έχει μία σημαντική ιδιότητα: Είναι παραγωγίσιμη στο  Δ  
και η παράγωγός της είναι η  f. Με άλλα λόγια η  F  είναι παράγουσα της  f  
στο διάστημα  Δ. 

 
Ύπαρξη  Αρχικής  μιας συνεχούς  συνάρτησης 

4.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: 
 

Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  Δ  και  α  είναι ένα 
σημείο του  Δ, τότε η συνάρτηση  
                         F(x) = ∫

x
α

dttf )(   ,  x∈Δ , 
είναι μια παράγουσα της  f  στο  Δ. Δηλαδή ισχύει: 

         ( )′∫
x
α

dttf )(   =  f (x) ,  για κάθε  x∈Δ. 
 
4.1.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Για τις διάφορες τιμές του  α∈Δ  η  F(x)  δεν αποδίδει όλες τις παρά-

γουσες της συνάρτησης  f (x). Π.χ.  η συνάρτηση  h(x) = x2 + 1  είναι μία παράγουσα της  
f (x) = 2x, η οποία δεν μπορεί να δοθεί από την  F  για κάποια τιμή του  α. Πράγματι, 

2
x

α
t dt∫  = x2 + 1 ⇔  2 x

α
t⎡ ⎤⎣ ⎦  = x2 + 1 ⇔  x2 – α2 = x2 + 1 ⇔  –α2 = 1 ⇔  α2 = –1  αδύνατο. 

Α
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Εύρεσης του πεδίου ορισμού και της παραγώγου της 

συνάρτησης  f(x) = ∫
h(x)

α
g(t) dt . 

  

 Για να βρούμε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο της συνάρτησης  f (x) = 
( )

( )
h x

α
g t dt∫   

δουλεύουμε ως εξής: 
 Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού  Dg  της  g  και  Α⊆ Dg  το σύνολο στο οποίο η  g  εί-
ναι συνεχής. Το  Α  μπορεί να είναι ένωση διαστημάτων, δηλαδή   
Α = Α1∪Α2∪…∪Ακ. Το  α  θα ανήκει σε ένα από τα υποδιαστήματα, έστω π.χ. 
στο  Α1  και απαιτούμε  h(x)∈Α1  απ’ την οποία προσδιορίζουμε το  Df. 

 Στο διάστημα που ανήκει το  α  και η  g  είναι συνεχής, η  G(x) = ( )
x

α
g t dt∫   είναι 

παραγωγίσιμη. Στα σημεία του  Df  στα οποία η  h(x)  είναι παραγωγίσιμη θα είναι 
παραγωγίσιμη και η  f  ως σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με   

( )f x′  = ( )( )
( )

h x

α
g t dt

′
∫  = g(h(x)) ( )h x′⋅ . 

 
4.2. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ( )+∫ 2

3
1 4 3− − +

x
t t t dt . 

i)  Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και να βρείτε, αν υπάρχουν, τα ακρότατα. 
ii)  Να εξετάσετε την  f  ως προς τα κοίλα και να βρείτε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής. 

Λύση: 

i)  Έστω  g(t) = 1t− + 2 4 3t t− + . Η  g  ορίζεται αν και μόνο αν: 2

1 0
4 3 0

t
t t

− ≥⎧
⎨ − + ≥⎩

. 

Το πεδίο ορισμού της  g  είναι  Dg = {1}∪ [3,+∞ ). 
Η  g  είναι συνεχής στο διάστημα  [3,+∞ ) , άρα η  f  είναι 
παραγωγίσιμη σ’ αυτό, με   

  ( )f x′  = ( )( )2

3
1 4 3

x
t t t dt

′
− + − +∫  = 1x− + 2 4 3x x− + . 

Για κάθε  x∈ (3,+ ∞ )  είναι ( )f x′ > 0 , άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  [3,+∞ ). 

Για  x = 3  η  f  παρουσίαζει ελάχιστο, με τιμή  f (3) = 3

3
( )g t dt∫  = 0. 

ii)  Για κάθε  x∈ (3,+ ∞ )  είναι  

( )f x′′ = ( )21 4 3x x x ′− + − + = 1 ( 1)
2 1

x
x

′⋅ −
−

+ 2
2

1 ( 4 3)
2 4 3

x x
x x

′⋅ − +
− +

  

          = 1
2 1x−

+
2

1 (2 4)
2 4 3

x
x x

⋅ −
− +

 = 1
2 1x−

+
2

2( 2)
2 4 3

x
x x

−

− +
 = 1

2 1x−
+

2

2
4 3

x
x x

−
− +

 > 0. 

Άρα η  f  είναι κυρτή στο διάστημα  [3,+∞ ).  Η  f  δεν έχει σημεία καμπής. 
 
 

4.3. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με  f (x) = ∫
x

t dt2

0
1− .  Να βρείτε: 

i)  Το πεδίο ορισμού της  f. 
ii)  Την πρώτη παράγωγο της  f. 

Λύση: 

t – ∞      1         3     + ∞  
t – 1      –    0   +         + 

t2 – 4t + 3     +     0   –   0    +  

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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i)  Έστω  g(t) = 21 t− .  Είναι  1 – t2 ≥  0  ⇔   – t2 ≥  –1  ⇔   t2 ≤  1  ⇔   2t ≤  1   ⇔  
t  ≤  1  ⇔   –1 ≤  t ≤  1.  Άρα  Dg = [–1,1]. Η  g  είναι συνεχής στο  [–1,1]  ως ρίζα πολυω-
νυμικής συνάρτησης οπότε το πεδίο ορισμού της  f  αποτελείται από εκείνα μόνο τα  x  για 
τα οποία:  

0
1 1

x
x

≥⎧
⎨− ≤ ≤⎩

  ⇔   
0

0 1
x

x
≥⎧

⎨ ≤ ≤⎩
  ⇔   

0
0 1

x
x
≥⎧

⎨ ≤ ≤⎩
  ⇔   0 ≤  x ≤  1. Δηλαδή,  Df = [0,1]. 

 
ii)  Αφού η  g  είναι συνεχής στο  [–1,1]  η συνάρτηση  G(x) = 2

0
1

x
t dt−∫   θα είναι παραγωγί-

σιμη σ’ αυτό. 
• Αν  x∈ (0,1]  η  f  είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  

G(x)  και  h(x) = x   με 

( )f x′  = ( )2

0
1

x
t dt

′
−∫  = ( )21 ( )x x ′− ⋅  = 1 x− ⋅ 1

2 x
 = 1

2
x

x
− . 

• Αν  x = 0  τότε  f (0) = 
0 2

0
1 t dt−∫  = 0. Για  x∈ (0,1]  είναι  ( ) (0)

0
f x f

x
−
−

 = ( )f x
x . 

H  f  είναι συνεχής στο  0  ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  G(x)  και  h(x), ε-
πομένως,  

0
lim
x +→

f (x) = f (0) = 0. Ακόμα  
0

lim
x +→

x = 0. Έχουμε 

0
lim
x +→

( )
( )
f x

x
′
′  = 

0
lim
x +→

1
2

1

x
x
−

 = 
0

lim
x +→

1
2

x
x
−  = 

0
lim
x +→

1 1
2

x
x

−⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
0

lim
x +→

1
2

x− ⋅
0

lim
x +→

1
x

  

= 1
2 ⋅ (+∞ ) = +∞ . Επομένως και  

0
lim
x +→

( ) (0)
0

f x f
x
−
−

 = +∞   δηλαδή η  f  δεν είναι παρα-

γωγίσιμη στο  0.  

Τελικά η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,1]  με  ( )f x′  = 1
2

x
x
−   για κάθε  x∈ (0,1]. 

 
 
 

Εύρεσης του πεδίου ορισμού και της παραγώγου της συνάρτη-

σης  f(x) = ∫
2

1

h (x)

h (x)
g(t) dt . 

  

 Για να βρούμε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο της συνάρτησης  f (x) = 2

1

( )

( )
( )

h x

h x
g t dt∫   

δουλεύουμε ως εξής: 
 Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού  Dg  της  g  και  Α⊆ Dg  το σύνολο στο οποίο η  g  εί-
ναι συνεχής. Το  Α  μπορεί να είναι ένωση διαστημάτων, δηλαδή   
Α = Α1∪Α2∪…∪Ακ. Aπαιτούμε  x 1hD∈  ,  x

2hD∈  , και   
h1(x)∈Α1 ,  h2(x)∈Α1   ή   h1(x)∈Α2 ,  h2(x)∈Α2   ή   …   ή     h1(x)∈Ακ ,  h2(x)∈Ακ. 
Η ένωση των συνόλων των λύσεων μας δίνει το  Df. 

 Για εκείνα τα  x∈Df  με  h1(x)  και  h2(x)  να ανήκουν σε ένα από τα διαστήματα 
του  Α  π.χ. το  Α1  επιλέγουμε σταθερό σημείο  α∈Α1  και γράφουμε:   
f (x) = 2

1

( )

( )
( )

h x

h x
g t dt∫  = 

1 ( )
( )

α

h x
g t dt∫  + 2 ( )

( )
h x

α
g t dt∫  = – 1 ( )

( )
h x

α
g t dt∫  + 2 ( )

( )
h x

α
g t dt∫ . 

Στο  Α1  η  g  είναι συνεχής, οπότε η  G(x) = ( )
x

α
g t dt∫  είναι παραγωγίσιμη. Στα 

σημεία του  Df  στα οποία οι  h1(x) , h2(x)  είναι παραγωγίσιμες θα είναι παραγωγί-

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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σιμες και οι  f1(x) = 1 ( )
( )

h x

α
g t dt∫  ,  f2(x) = 2 ( )

( )
h x

α
g t dt∫   ως σύνθεση παραγωγίσι-

μων συναρτήσεων. Άρα και η  f  θα είναι παραγωγίσιμη ως διαφορά παραγωγίσι-
μων συναρτήσεων με   

( )f x′  = – ( )1 ( )
( )

h x

α
g t dt

′
∫  + ( )2 ( )

( )
h x

α
g t dt

′
∫  = –g(h1(x)) 1( )h x′⋅  + g(h2(x)) 2 ( )h x′⋅ . 

 
4.4. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με  f (x) = ∫

x

x

t t dt
2

2
1 3 +2− .  Να βρείτε: 

i)  Το πεδίο ορισμού της  f. 
ii)  Την πρώτη παράγωγο της  f. 

Λύση: 

i)  Έστω  g(t) = 2 3 2t t− + .  Είναι  t2 –3t + 2 ≥  0  ⇔   t ≤  1  ή  t ≥  2. 
Άρα  Dg = (–∞ ,1]∪ [2,+∞ ). Η  g  είναι συνεχής στο  Dg  ως ρίζα πολυωνυμικής συνάρτη-
σης οπότε το πεδίο ορισμού της  f  αποτελείται από εκείνα μόνο τα  x  για τα οποία: 
     x ≠ 0 ,  x2 ≤  1 ,  1

x  ≤  1     ή     x ≠ 0 ,  x2 ≥  2 ,  1
x  ≥  2. 

o 2

1

0
1

1
x

x
x

⎧
≠⎪

⎪ ≤⎨
⎪

≤⎪⎩

  ⇔   2

1

0

1

1 0
x

x

x

⎧ ≠⎪
⎪ ≤⎨
⎪

− ≤⎪⎩

  ⇔   
1

0
1

0x
x

x
x
−

⎧
≠⎪

⎪ ≤⎨
⎪

≤⎪⎩

  ⇔   
0

1 1
(1 ) 0

x
x

x x

≠⎧
⎪ − ≤ ≤⎨
⎪ − ≤⎩

  ⇔   
0

1 1
0 η 1

x
x

x x

≠⎧
⎪ − ≤ ≤⎨
⎪ < ≥⎩

  ⇔   
1 0
η 1

x
x

− ≤ <⎧
⎨ =⎩

 

o 2

1

0
2

2
x

x
x

⎧
≠⎪

⎪ ≥⎨
⎪

≥⎪⎩

  ⇔   2

1

0

2

2 0
x

x

x

⎧ ≠⎪
⎪ ≥⎨
⎪

− ≥⎪⎩

  ⇔   
1 2

0
2

0x
x

x
x
−

⎧
≠⎪

⎪ ≥⎨
⎪

≥⎪⎩

  ⇔   
0

2 ή 2
(1 2 ) 0

x
x x

x x

≠⎧
⎪ ≤− ≥⎨
⎪ − ≥⎩

  ⇔   
1
2

0
2 ή 2

0

x
x x

x

⎧
≠⎪

⎪ ≤− ≥⎨
⎪

< ≤⎪⎩

 

αδύνατο. 
Δηλαδή,  Df = [–1,0)∪ {1}. 

 
ii)  Αν  x∈ [–1,0)  και  α  σταθερό σημείο του  (–∞ ,1]  τότε: 

  f (x) = 
2

1 ( )
x

x

g t dt∫  = 1 ( )
α

x

g t dt∫  + 
2

( )
x

α
g t dt∫  = –

1

( )x

α
g t dt∫  + 

2

( )
x

α
g t dt∫ . 

Αφού η  g  είναι συνεχής στο  (–∞ ,1]  η συνάρτηση  G(x) = ( )
x

α
g t dt∫   θα είναι παραγωγίσι-

μη σ’ αυτό. Η συνάρτηση  h(x) = 
1

( )x

α
g t dt∫   είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση των παραγωγί-

σιμων συναρτήσεων  G(x)  και  φ1(x) = 1
x . Η συνάρτηση  k(x) = 

2

( )
x

α
g t dt∫   είναι παραγωγί-

σιμη ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  G(x)  και  φ2(x) = x2. Άρα η  f  είναι πα-
ραγωγίσιμη στο  [–1,0)  με 

( )f x′  = –
1

( )x

α
g t dt

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  + 

2

( )
x

α
g t dt

′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = –g( 1

x ) ( )1
x
′

⋅  + g(x2) 2( )x ′⋅  

= – ( )2 2
1 3 12xx x
− + ⋅ −  + 4 23 2 2x x x− + ⋅  = 

2

2 2
1 1 3 2x x
x x

− +⋅  + 4 22 3 2x x x− +  

= 
2

2
2 3 1x x

x x
− +  + 4 22 3 2x x x− +  = 4 22 3 2x x x− +  – 

2

3
2 3 1x x

x
− + . 
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Τελικά η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  [–1,0)  με  ( )f x′  = 4 22 3 2x x x− +  – 
2

3
2 3 1x x

x
− + . 

 
 
 

Μελέτης συνάρτησης, απόδειξης μιας σχέσης κ.τ.λ., όταν εμ-
φανίζεται συνάρτηση που ορίζεται από ολοκλήρωμα. 

  

 Σε κάθε περίπτωση που εμφανίζεται συνάρτηση που ορίζεται από ολοκλήρωμα, δου-
λεύουμε όπως έχουμε δεί μέχρι τώρα. Βρίσκουμε, αν χρειάζεται τα πεδία ορισμού των 
συναρτήσεων. Όταν χρειάζεται να παραγωγίσουμε, δικαιολογούμε ότι μπορούμε να 
παραγωγίσουμε τις αντίστοιχες συναρτήσεις. Έπειτα εφαρμόζοντας το παραπάνω θεώ-
ρημα, εκτελούμε τις παραγωγίσεις. Ανάλογα με τα ζητούμενα του προβλήματος χρει-
σιμοποιούμε κάποια μέθοδο που έχουμε εξετάσει μέχρι αυτό το σημείο. 

 
4.5. Θεωρούμε συνάρτηση  f  με  ′( )f x  > 0  για κάθε  x∈   και  f(0) = 0.  Να αποδείξετε ότι: 

             ∫0 ( )
x

f t dt  + ∫
f x

f t dt
( ) 1

0
( )−   =  x.f (x)  ,  για κάθε  x∈ . 

Λύση: 
Επειδή  ( ) 0f x′ >  ,  για κάθε  x∈   η  f  είναι γνησίως αύξουσα, επομένως  1-1  άρα ορίζεται 
η αντίστροφή της. Η  f  είναι συνεχής στο    άρα η συνάρτηση   
F1(x) = 

0
( )

x
f t dt∫   είναι παραγωγίσιμη στο  . Επειδή η  f  είναι συνεχής θα είναι συνεχής 

και η  f –1, οπότε η συνάρτηση  F2(x) = 
( ) 1

0
( )

f x
f t dt−∫   θα είναι παραγωγίσιμη στο    ως 

σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  F1(x)  και  f(x). Άρα η συνάρτηση  g(x) = F1(x) + 
F2(x)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως άθροισμα παραγωγίσιμων συναρτήσεων με   

( )g x′  = ( )0
( )

x
f t dt

′
∫  + ( )( ) 1

0
( )

f x
f t dt− ′

∫  = f (x) + f –1( f (x)) ( )f x′⋅  = f (x) + x ( )f x′⋅ . 

Η συνάρτηση  h(x) = x.f (x)  είναι παραγωγίσιμη στο    ως γινόμενο παραγωγίσιμων  
συναρτήσεων με  ( )h x′  = ( )( )x f x ′⋅  = (x)΄.f(x) + x ( )f x′⋅  = f (x) + x ( )f x′⋅ . 
Δηλαδή, για κάθε  x∈   είναι  ( )g x′  = ( )h x′   ⇔   g(x) = f (x) + c  ⇔   

  
0

( )
x

f t dt∫  + 
( ) 1

0
( )

f x
f t dt−∫  = x.f (x) + c ,  c  σταθερά.   Για  x = 0  έχουμε:   

0

0
( )f t dt∫  + 

(0) 1

0
( )

f
f t dt−∫  =  0.f(0) + c  ⇔   0 + 

0 1

0
( )f t dt−∫  =  0 + c  ⇔   0 = c. 

Επομένως,  
0

( )
x

f t dt∫  + 
( ) 1

0
( )

f x
f t dt−∫  =  x.f (x) ,  για κάθε  x∈ . 

 
 

4.6. Έστω  f : [0,1] →   συνεχής και θετική ώστε  ∫ f x dx
1

0
( ) = 1. Δείξτε ότι υπάρχουν  

0 = t0 < t1 < t2 < t3 = 1  ώστε  ∫
t

t
f x dx1

0
( )  = ∫

t

t
f x dx2

1
( )  = ∫

t

t
f x dx3

2
( )  = 1

3 . 

Λύση: 

Αφού η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,1]  η συνάρτηση  F : [0,1]→  με  F(t) = 
0

( )
t

f x dx∫  

είναι παραγωγίσιμη, άρα και συνεχής. Είναι  ( )F t′ = f (t) > 0, δηλαδή η  F  είναι γνησίως αύ-

ξουσα στο  [0,1]. Είναι  F(0) = 0

0
( )f x dx∫ = 0  και  F(1) = 1

0
( )f x dx∫ = 1. Ακόμα  0 < 1

3 < 2
3  < 1 
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⇔  F(0) < 1
3  < 2

3  < F(1)  οπότε από το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών θα υπάρχουν  t1, t2∈ [0,1]  

τέτοιοι ώστε  F(t1) = 1
3   και  F(t2) = 2

3 . Επειδή η  F  είναι γνησίως αύξουσα  θα είναι   

0 < t1 < t2 < 1  και  F(t1) = 1
3  ⇔  1

0
( )

t
f x dx∫ = 1

3 ,   

F(t2) = 2
3  ⇔  2

0
( )

t
f x dx∫ = 2

3  ⇔  1

0
( )

t
f x dx∫  + 2

1
( )

t

t
f x dx∫  = 2

3  ⇔  2

1
( )

t

t
f x dx∫ = 2

3 – 1
3  ⇔  

2

1
( )

t

t
f x dx∫ = 1

3  ,  

F(1) =1 ⇔  2

0
( )

t
f x dx∫ +

2

1
( )

t
f x dx∫  = 1 ⇔  

2

1
( )

t
f x dx∫  = 1 – 2

3  ⇔  
2

1
( )

t
f x dx∫  = 1

3 .  

Τελικά  υπάρχουν  0 = t0 < t1 < t2 < t3 = 1  ώστε  1

0
( )

t

t
f x dx∫ = 2

1
( )

t

t
f x dx∫ = 3

2
( )

t

t
f x dx∫ = 1

3 . 

 
4.6.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Μπορούμε να αποδείξουμε παρόμοια ότι υπάρχουν σημεία  

0 = t0 < t1 < t2 … < tn–1  < tn = 1  ώστε  1 ( )k

k

t

t
f x dx+

∫ = 1
n   για κάθε  k = 0, 1, … , n–1. 

 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 

4.7. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) =
3

2
1

1
1

x t dt
t t

−
− +∫ , x∈ . Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονο-

τονία και να βρείτε τα ακρότατα. 
 

4.8. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2
0 2

x x dt
t+∫ . Να αποδείξετε ότι ( )f x′′  = 2 2

4
(2 )x+

  για κάθε  

x∈ . 
 

4.9. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
2

20

1
1

x t dt
t

−
+∫  ,  x∈ . Να εξετάσετε τη συνάρτηση ως προς τα 

κοίλα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 
[Απ.σ.κ.(0,0)] 

 

4.10. Δίνεται η συνάρτηση   f :[0, π]→   με  f (x) = 
2

ημ
1 ημ

x t dt
t+∫π  .Να εξετάσετε τη συνάρτηση ως 

προς τα κοίλα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 
[Απ.σ.κ.(π/2,0)] 

 

4.11. Δίνεται η συνάρτηση  F  με  F(x) = 2

0
4

x

t dt−∫ . 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης. 
ii) Να εξετάσετε τη συνάρτηση ως προς τα κοίλα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 

[Απ.i)[-2,2] ii)(0,0)] 

 

4.12. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
3

1

1 2x t dtt
+ −∫ . Να βρείτε: 

α) Το πεδίο ορισμού της  f. 
β) Την πρώτη παράγωγο της  f. 
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γ) Τα διαστήματα μονοτονίας της και τα ακρότατα. 
[Απ.α)(0,+ ∞ ) γ)για x=1 ελάχιστο το f(1)=0] 

 

4.13. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με   f (x) =
2

2

1
4

x
t dt−∫ . 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
ii) Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )f x f x′ ′′⋅ + 16x = 0,  x∈ (–1,1). 

[Απ.i)[-1,1]] 

 
4.14. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την πρώτη παράγωγο των επόμενων συναρτήσεων με τύπους 

i)  f(x) =
2

2

10
16

x
t dt−∫                                    ii) g(x) =

1 2

1

25x t dt
t

+
−∫  

[Απ.i)(- ∞ ,-2] ∪ [2,+ ∞ ) ii)(-1,4]] 

 

4.15. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = 
2 2

1
1

x x
t dt

−
+∫ . 

i)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της  f. 
ii)  Να αποδείξετε ότι  ( )f x′  = 2(x–1) 1x− . 
iii) Να βρείτε την δεύτερη παράγωγο της  f . 

 
4.16. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την πρώτη παράγωγο των επόμενων συναρτήσεων με τύπους 

i)  f (x) =
5

23

1
4

x

x
dt

t

+

+ −∫                                                        ii)  g(x)=
1 2

1

16x

x

t dt
t

+

−

−∫   

iii)   h(x) =
2

2

2
4

x

x
t t dt−∫                                                      iv)   φ(x) =

ημ ln
1

x

x

t dtt −∫  
[Απ.i)(-5,-3) ii)[-3,-1) ∪ (1,3] iii)[2,+ ∞ ) ∪ {0} iv)(0,1)] 

 
4.17. Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = 21/ 1

x

x

dt
t+∫ . Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί  )1(g ′   και  (1)g′′   

είναι αντίθετοι. 
 
4.18. Υποθέτουμε ότι η  f : [0,1]→  είναι συνεχής και ότι  

0
( )

x
f t dt∫  = 

1
( )

x
f t dt∫  για κάθε  

x∈ [0,1]. Δείξτε ότι  f (x) = 0  για κάθε x∈ [0,1]. 
 
4.19. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  . Να αποδείξετε ότι και η συ-
νάρτηση  g  με  g(x) = 

2
( )

x

x
f t dt

+

∫   είναι γνησίως φθίνουσα στο  . 

 
4.20. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [α, β] *→   και η  g  με  g(x) = ( )

x
f t dt∫α ( )

x
f t dt⋅∫

β . 

i)  Να αποδείξετε ότι εφαρμόζεται το θεώρημα  Rolle  για τη συνάρτηση  g  στο διάστημα  [α,β]. 
ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  τέτοιος, ώστε   0 ( )

x
f t dt∫α  = 

0
( )

x
f t dt∫

β . 

 

4.21. Να  υπολογίσετε τα όρια:   i) 
0

lim
x→

2

0
3

ημ
x

t dt

x
∫                                   ii) 

0
lim
x +→

2

0
3

ημ
x

t dt

x
∫  

[Απ.i) 1
3
 ii) 2

3
] 

 



ΕΝΟΤΗΤΑ  4Η:   Η  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   F(x) = ( )
x

α
f t dt∫                                                     375 

4.22. Δίνεται η συνάρτηση    f (x) = 

2

30
αν

αν

1 0

2 03

tx e dt x
x

x

⎧ − >⎪⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

∫ .   

Να εξετάσετε την  f  ως προς τη συνέχεια. 
 

4.23. Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης   f (x) = 0

1 ημ αν 0

0 αν 0

x
t t dt xx

x

⎧ ⋅ ⋅ >⎪
⎨
⎪ =⎩

∫ . 

 

4.24. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ( )
0

ln 1 1
x

te dt+ +∫  =  ex – 4x + 1  έχει μια μόνο λύση στο διά-

στημα  (0,1). 
 
4.25. Έστω  f  πραγματική συνάρτηση συνεχής στο  , τέτοια ώστε  f (x) ≥ 2  για κάθε  x∈ . Θε-

ωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = x2 – 5x + 1 – 
2 5

0
( )

x x
f t dt

−

∫  ,   x∈ . 

α)  Να αποδειχθεί ότι  g(–3).g(0) < 0. 
β)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   g(x) = 0   έχει μία μόνο ρίζα στο διάστημα  (–3,0). 

(Εξετάσεις  1997) 
 
4.26. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  με  f (x) =

21 ημ ( )x t
x

dte+

∫ π   είναι σταθερή στο  R . 

 

4.27. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  με  f (x) =
2 1

ln
x

x
dt

t t⋅∫   είναι σταθερή σε καθένα από τα δια-

στήματα  (0,1)  και  (1,+∞ ). 
 
4.28. Θεωρούμε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  με  0 < α < β , τη συνεχή συνάρτηση   

f : (0,+∞ )→   για την οποία  ( )f t dt∫
β

α
 = 0  και τη συνάρτηση   

         g(x) = 2 + 1
x ( )

x
f t dt⋅∫α  ,  x∈ (0,+∞ ). 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  τέτοιο ώστε να ισχύουν: 
α)  Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g  στο σημείο  (x0, g(x0))  να είναι 
παράλληλη στον άξονα  x΄x. 

β)  g(x0) = 2 + f (x0). 
(Εξετάσεις  1995) 

 

4.29. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με    f (x) = 
1

2

ημ( )x x πt dt
t

+ ⋅
∫ . 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  ορίζεται στο διάστημα  [0,1]. 
ii) Να αποδείξετε ότι εφαρμόζεται το θεώρημα  Rolle  για τη συνάρτηση  f  στο διάστημα  [0,1]. 

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ (0,1)  τέτοιος, ώστε   2
( )f ξ
ξ

 = ημ( )
1
π ξ

ξ
⋅

+
. 

 
4.30. Αν  p(x)  είναι πολυώνυμο το πολύ δευτέρου βαθμού, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

   f (x) = p(x) – 1
2

1

1
( )

x

x
p t dt

+

−
⋅∫   είναι σταθερή. 

 



376                                                                    ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3Ο:   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ   ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

4.31. Δίνεται η συνάρτηση  g, συνεχής στο    και  f (x) = 
0

( ) ( )
x

x t g t dt−∫ . Να αποδείξετε ότι η  f  

είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και να μελετήσετε την  f  ως προς τα κοίλα, όταν  g(x) ≠ 0  για κά-
θε  x∈ . 

(Εξετάσεις  1996) 
 
4.32. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  συνεχή στο  R   για την οποία ισχύει: 

  
1

( )x f t dt∫  ≥  x2 – lnx – ex–1  για κάθε  x∈ (0,+∞ ). Να υπολογίσετε  το  f (1). 
[Απ.0] 

 
4.33. Έστω συνάρτηση   f   παραγωγίσιμη στο  R   με (0)f ′  = 1  και τέτοια ώστε να ισχύει: 

            
0

( )x f t dt∫ ≥ xx e−⋅   για κάθε  x∈ . 
Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  Α(0, f (0)). 

(Εξετάσεις  2001) 
 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
4.34. Έστω  f, g  συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα  [α, β]  για τις οποίες ισχύει   

( )f x dx∫
β

α
 = ( )g x dx∫

β

α
. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  γ∈ (α, β)  τέτοιος, ώστε  f (γ) = g(γ). 

 

4.35. Για κάθε  x > 0, να αποδείξετε ότι    
1

21x

dt
t+∫   =  

1/

21 1

x dt
t+∫ . 

 

4.36. Θεωρούμε τη συνάρτηση  g : →  , με   g(x) = 20 1

x dt
t+∫ . 

Να αποδείξετε  ότι η  g  είναι περιττή συνάρτηση. 
 
4.37. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστημα  [0,1] , για την οποία ισχύει  2 1

0
( )f x dx∫  = 1. Να 

αποδείξετε ότι υπάρχει  x0∈ (0,1)  τέτοιος, ώστε  f (x0) = x0. 
 

4.38. Για κάθε  x ≥ 2, να αποδείξετε ότι:   22 1
x dt

t+∫  ≤  1
1 x−  + 1. 

 

4.39. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = 21

ln
1

x t dt
t+∫ . Να αποδείξετε ότι:   0,08 < f (7) – f (3) < 0,8. 

 
4.40. Έστω συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , η οποία ικανοποιεί τη σχέση  

3

( )
x

x
f t dt∫  ≥  x3 – x ,  για κάθε  x∈ . Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ∈ (–1,1)  τέτοιος ώστε  

( )f ξ′′  = 0. 
 
4.41. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ ), με  f (0) = 0  και  0 < ( )f x′  ≤  1 , για 
κάθε  x > 0. Έστω η συνάρτηση   
g(x) = 2

0
( )

x
f t dt∫  – f 2(x). Να αποδείξετε ότι: 

i)  Η γραφική παράσταση της  f  βρίσκεται πάνω από τον άξονα  x΄x, όταν  x > 0. 
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ii)  g(x) ≥  0. 

iii)  
2

0
( )

x
f t dt⎡ ⎤

⎣ ⎦∫  ≥  3
0

( )
x

f t dt∫ . 

 
4.42. Έστω συνεχής συνάρτηση  f : [0,+∞ )→ . Θεωρούμε τη συνάρτηση   

g(x) = f (x)
0

( )
x

f t dt⋅∫ , η οποία είναι φθίνουσα και τη συνάρτηση  G(x) = ( )2

0
( )

x
f t dt∫ . Τότε: 

i)  Να αποδείξετε ότι η  G′   είναι φθίνουσα. 
ii)  Η  G  έχει μέγιστο στη θέση  x = 0. 
iii)  f (x) = 0 ,  για κάθε  x∈ . 

 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
 
4.43. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογήσε-
τε την απάντησή σας. 

I. Αν η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  (0,+∞ )  τότε ( )0
( )

x
f t dt

′
∫  = f (x) , για κάθε  x∈ (0,+∞ ). 

II. Αν η  f  είναι συνεχής στο  τότε ( )2
( )

x
f t dt

′
∫  = –f (x) , για κάθε  x∈ . 

III. Αν η  f  είναι συνεχής σ’ ένα διάστημα  Δ  και  α∈Δ  τότε ( )f x dx∫ = ( )
x

α
f t dt∫  + c , για κάθε  

x∈Δ. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    5 
 
 

 

ΤΟ  ΘΕΜΕΛΙΩΔΕΣ  ΘΕΩΡΗΜΑ 
ΤΟΥ  ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ  ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

 
 
 
 
 
 

ο θεώρημα της ύπαρξης αρχικής μιας συνεχούς συνάρτησης που διατυ-
πώθηκε στην προηγούμενη ενότητα, χρησιμοποιείται στην απόδειξη του 

επόμενου, θεμελιώδους θεωρήματος του Ολοκληρωτικού Λογισμού.  
Το θεώρημα αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίζουμε εύκολα το ολο-
κλήρωμα μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σε ένα διάστημα  [α, β],  αν γνωρί-
ζουμε μία αρχική  G  της  f  και συγκεκριμμένα είναι η διαφορά των τιμών 
της  G  στα άκρα του διαστήματος. 

 
Θεμελιώδες  θεώρημα  του  Ολοκληρωτικού  Λογισμού 

5.1. ΘΕΩΡΗΜΑ: Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα  [α, β]. Αν  G  είναι 
μια παράγουσα της  f  στο  [α, β], τότε να δείξετε ότι 
                    ( )

β

α
f t dt∫   =  G(β) – G(α). 

Απόδειξη:  Αφού η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β], η συνάρτηση  F(x) = ∫
x
α

dttf )(   είναι 
μια παράγουσα της  f  στο  [α, β]. 
Επειδή και η  G  είναι μια παράγουσα της  f  στο  [α, β] , θα υπάρχει  c∈   τέτοιο, ώστε 
                         G(x)  =  F(x) + c.             (1)  

Από την  (1)  , για  x = α, έχουμε  G(α)  =  F(α) + c  =  ∫
α

α
dttf )(  + c  =  c , 

οπότε  c = G(α). 
Επομένως,    G(x)  =  F(x) + G(α).  Οπότε, για  x = β ,  έχουμε 

                        G(β)  =  F(β) + G(α)  =  ∫
β

α
dttf )(  + G(α)   

και άρα    ∫
β

α
dttf )(   =  G(β)  –  G(α)   

 
 
Μέθοδοι  Ολοκλήρωσης 

5.2. ΠΡΟΤΑΣΗ: 
 

Ο τύπος ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισμένο ολοκλήρωμα 
είναι: 
        ( ) ( )f x g x dx′⋅∫

β

α
 = [ ]( ) ( ) β

αf x g x⋅  – ( ) ( )f x g x dx′ ⋅∫
β

α
. 

Τ
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5.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: 

 
Ο τύπος ολοκλήρωσηςμε αλλαγή μεταβλητής για το ορισμένο ολοκλή-
ρωμα είναι: 

                  ( ( )) ( )f g x g x dx′⋅∫
β

α
 = ∫ 2

1
)(

u

u
duuf  , 

όπου  f , g΄  είναι συνεχείς συναρτήσεις,  u = g(x) ,  du = dxxg )(′    
και  u1 = g(α) ,  u2 = g(β). 

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με χρήση του θεμελιώδους θεω-
ρήματος του Ολοκληρωτικού λογισμού. 

  

 Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα μιας συνάρτησης  f  σε ένα διάστημα  [α, β]  τότε: 
o Ελέγχουμε πρώτα αν η συνάρτηση είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]. 
o Υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα χρησιμοποιώντας το θεμελιώδες θεώρημα και τον 

πίνακα των βασικών ολοκληρωμάτων που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 1, καθώς 
και την ιδιότητα γραμμικότητας. Αν η συνάρτηση είναι πολλαπλού τύπου χρησι-
μοποιούμε την ιδιότητα προσθετικότητας. 

 

5.4. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) =  

⎧ ⋅ ⋅ ≤⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪⎩

πα x β x x 0x
α β x =

x x β x
x x

2

6
ημ2 + ημ4 αν <ημ

+ 1 αν 0
4 αν 0< <4

2

−

−

− −
−

 

α)  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ώστε η  f  να είναι συνεχής. 

β)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = ∫
1

6

( )π f x dx
−

. 

Λύση: 

α)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = [– 6
π ,4). 

• Αν  – 6
π ≤  x < 0  τότε  f (x) = ημ2 ημ4

ημ
α x β x

x
⋅ + ⋅  = ημ2 2 ημ2 συν2

ημ
α x β x x

x
⋅ + ⋅ ⋅ ⋅    

= ημ2 ( 2 συν2 )
ημ

x α β x
x

⋅ + ⋅  = 2 ημ συν ( 2 συν2 )
ημ

x x α β x
x

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅  = 2συνx.(α + 2βσυν2x). 

η  φ(x) = συν2x  είναι συνεχής ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  φ1(x) = συνx  
και  φ2(x) = 2x. Η  g(x) = α + 2βσυν2x  είναι συνεχής, οπότε και η  f (x)  είναι  συνεχής. 

• Αν  0 < x < 4  τότε  f (x) = 
2 4

2
x x
x x

−
−

 – β = 2
( 4)

( ) 2
x x
x x

−
−

 – β = 
2( ) ( 4)

( 2)
x x
x x

−
−

 – β  

= ( 4)( 2)
( 2)( 2)
x x x

x x
− +
− +

 – β = ( 4)( 2)
4

x x x
x
− +
−

 – β = x ( x +2) – β = x + 2 x  – β , 

η οποία είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 
• Αν  x = 0  τότε  f (0) = α + β – 1. 

o 
0

lim
x −→

f (x) = 
0

lim
x −→

[2συνx.(α + 2βσυν2x)] = 2συν0.(α + 2βσυν0) = 2(α+2β). 

o 
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

(x + 2 x  – β) = – β. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς  
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Η  f  είναι συνεχής στο  0  αν και μόνο αν  
0

lim
x −→

f (x) = 
0

lim
x +→

f (x) = f (0)  ⇔  

2(α+2β) = – β = α + β – 1  ⇔   
2( 2 )

1
α β β
α β β

+ =−⎧
⎨ + − =−⎩

  ⇔   
( 2)

2 5 0
2 1

α β
α β −

+ =⎧
⎨ + = ⋅⎩

  ⇔    

( )

2 5 0
2 4 2
α β
α β +

+ =⎧
⎨− − =−⎩

 

           β = –2            και     α+2β = 1  ⇔   α – 4 = 1  ⇔   α = 5. 

β)  Για  α = 5  και  β = –2  είναι  f (x) = 
6

10συν 8συν2 αν 0

2 αν =0
2 2 αν 0 4

πx x x

x
x x x

⎧ − − ≤ <
⎪
⎪
⎨
⎪ + + < <⎪⎩

. 

Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [– 6
π ,1]  οπότε, 

Ι = 
1

6
( )π f x dx

−∫  = 
0

6
(10συν 8συν2 )π x x dx

−
−∫  + 

1

0
( 2 2)x x dx+ +∫   

= 10
0

6
συνπ x dx

−∫  – 8
0

6
συν2π x dx

−∫  + 
1

0
x dx∫  + 2

1

0
x dx∫  + 2

1

0
1 dx∫   

= 10 [ ]0
6

ημ πx −  – 8
0

6

ημ2
2 π

x
−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 + 
12

02
x⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 + 2

13
2

0

2
3 x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 + 2 [ ]10x  

= 10(ημ0 – ημ(– 6
π )) – 8( ημ0

2 – 3
ημ( )

2

π−
) + (

21
2 –

20
2 ) + 2(

3
22 13 ⋅ –

3
22 03 ⋅ ) + 2(1–0) 

= 10(0 + 1
2 ) – 8(0–

3
2

2

−
) + ( 1

2 –0) + 2( 2
3 –0) + 2  

= 5 – 8 3
4⋅  + 1

2  + 4
3  + 2 = 7 – 2 3  + 1

2  + 4
3  = 42 12 3 3 8

6
− + +  = 53 12 3

6
− . 

 
 

5.5. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (t) = 21+
t
t

. 

α)  Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία. 

β)  Να υπολογίσετε το όριο:   
+

lim
x→ ∞ ∫ 21+

x+ x

x

t dt
t

. 

Λύση: 
α)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    ως ρητή συνάρτηση με   

( )f t′ = 21
t
t

′⎛ ⎞⎜ ⎟
+⎝ ⎠

=
2 2

2 2
( ) (1 ) (1 )

(1 )
t t t t

t
′ ′⋅ + − ⋅ +

+
 = 

2

2 2
1 (1 ) 2

(1 )
t t t

t
⋅ + − ⋅

+
 = 

2 2

2 2
1 2

(1 )
t t

t
+ −
+

 = 
2

2 2
1

(1 )
t
t
−
+

. 

( )f t′ = 0 ⇔  
2

2 2
1

(1 )
t
t
−
+

 = 0 ⇔  1 – t2 = 0 ⇔  t2 = 1 ⇔  t = 1  ή  t = –1. 

 
( )f t′ > 0 ⇔  1 – t2 > 0 ⇔  –1 < t < 1   και   
( )f t′ < 0 ⇔  1 – t2 < 0 ⇔  t < –1  ή  t > 1. 

Επομένως η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα   
[–1,1]  και  γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  (–∞ ,1] ,  [1,+∞ ). 

 
β)  Όταν  x ≥ 1  τότε  x ≤  t ≤  x + x  ⇒  f (x) ≥  f (t) ≥   f (x + x )  ⇒   

x – ∞    –1             1     + ∞
( )f x′      –    0    +     0     –  

f (x)  
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              ( )
x x

x
f x x dt

+
+∫  ≤  ( )

x x

x
f t dt

+

∫  ≤  ( )
x x

x
f x dt

+

∫        ⇒    

           ( ) 1
x x

x
f x x dt

+
+ ⋅∫  ≤  ( )

x x

x
f t dt

+

∫  ≤  ( ) 1
x x

x
f x dt

+
⋅ ∫     ⇒  

            [ ]( ) x x
xf x x t ++ ⋅  ≤  ( )

x x

x
f t dt

+

∫  ≤  [ ]( ) x x
xf x t +⋅            ⇒   

             f (x+ x ).(x+ x – x) ≤  ( )
x x

x
f t dt

+

∫  ≤  f (x).(x+ x – x)    ⇒    

                         f (x+ x ). x  ≤  ( )
x x

x
f t dt

+

∫  ≤  f (x). x                ⇒   

                      21 ( )
x x x
x x
+ ⋅

+ +
 ≤  ( )

x x

x
f t dt

+

∫  ≤  21
x x
x
⋅

+
             ⇒  

                            21 ( )
x x x

x x
+

+ +
 ≤  ( )

x x

x
f t dt

+

∫  ≤  21
x x

x+
. 

Είναι  lim
x→+∞ 21

x x
x+

 = lim
x→+∞

2

1

1 1
x

x
+

 = 0
0 1+  = 0      και   

lim
x→+∞ 21 ( )

x x x
x x

+
+ +

 = lim
x→+∞ 2

2

1 1

1 11

xx

xx

+

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
( )2
0 0

0 1 0
+

+ +
 = 0. 

Επομένως και  lim
x→+∞

( )
x x

x
f t dt

+

∫  = lim
x→+∞ 21

x x

x

t dt
t

+

+∫  = 0. 

 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με χρήση του τύπου ολοκληρώ-
ματος κατά παράγοντες. 

  

 Ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισμένο ολοκλήρωμα παίρνει τη 
μορφή 

                        ( ) ( )f x g x dx
β

α
′⋅∫   =  [ ]( ) ( )f x g x β

α⋅   –  ( ) ( )f x g x dx
β

α
′ ⋅∫      

        όπου  f ′  , g΄  είναι συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα  [α, β]. 

 
5.6. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο    για την οποία 

ισχύει    ′′ ⋅∫
π

π f x f x x dx2

2

[ ( )+ ( )] συν
−

 = 5. Αν η  Cf  διέρχεται από το σημείο  (– π
2 ,2) , να υπο-

λογίσετε το  f ( π2 ). 

Λύση: 

Η  Cf  διέρχεται από το σημείο  (– 2
π ,2)  επομένως  f (– 2

π ) = 2. 

[ ]2

2

( ) ( ) συνf x f x x dx
π

π−
′′+ ⋅∫  = 5 ⇔  [ ]2

2

( ) συν ( ) συνf x x f x x dx
π

π−
′′⋅ + ⋅∫  = 5 ⇔  

2

2

( ) συνf x x dx
π

π−
⋅∫ + 2

2

( ) συνf x x dx
π

π−
′′ ⋅∫  = 5 ⇔  2

2

( ) (ημ )f x x dx
π

π−
′⋅∫ + ( )2

2

( ) συνf x x dx
π

π−

′′ ⋅∫ = 5 
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⇔  [ ]2

2
( ) ημf x x

π

π−
⋅  – 2

2

( ) ημf x x dx
π

π−
′ ⋅∫  + [ ]2

2
( ) συνf x x

π

π−
′ ⋅  – 2

2

( ) (συν )f x x dx
π

π−
′ ′⋅∫  = 5 ⇔  

f ( 2
π ).ημ 2

π  – f (– 2
π ).ημ(– 2

π ) – 2

2

( ) ημf x x dx
π

π−
′ ⋅∫  + f ′ ( 2

π ).συν 2
π  – f ′ (– 2

π ).συν(– 2
π ) +  

+ 2

2

( ) ημf x x dx
π

π−
′ ⋅∫  = 5 ⇔   

f ( 2
π ).1 – 2.(–1) + f ′ ( 2

π ).0 – f ′ (– 2
π ).0  =  5  ⇔   f ( 2

π ) + 2  =  5   ⇔   f ( 2
π )  =  3. 

 
 

5.7. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) =  
⎧
⎨ ⋅⎩

ημ 0
ln >0

αν

αν

x x
x x x

≤
. 

α)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 

β)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = ∫ π
f x dx

1
( )

−
. 

Λύση: 
α)  Το πεδίο ορισμού της  f  είναι  Df = . 

• Αν  x < 0  η  f (x) = ημx  είναι συνεχής. 
• Αν  x > 0  η  f (x) = x.lnx  είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 
• Αν  x = 0  τότε  f (0) = ημ0 = 0  και 

o 
0

lim
x −→

f (x) = 
0

lim
x −→

ημx = ημ0 = 0 

o 
0

lim
x +→

f (x) = 
0

lim
x +→

(x.lnx) = 
0

lim
x +→

ln
1

x

x

. Είναι  
0

lim
x +→

lnx = –∞   και  
0

lim
x +→

1
x  = +∞ . 

Ακόμα  
0

lim
x +→ ( )

(ln )

1

x

x

′
′

 = 
0

lim
x +→

2

1

1
x

x
−

 = –
0

lim
x +→

2x
x  = –

0
lim
x +→

x = 0. 

Άρα  
0

lim
x→

f (x) = 0 = f (0). Δηλαδή η  f  είναι συνεχής στο  0. 

Επομένως η  f  είναι συνεχής στο  . 
 

β)  Είναι  Ι = 
1

( )f x dx
π−∫  = 

0
( )f x dx

π−∫  + 
1

0
( )f x dx∫  = I1 + I2. 

o Έχουμε  I1 = 
0

( )f x dx
π−∫  = 

0
ημx dx

π−∫  = 0[ συν ]x π−−  = –συν0 – (–συν(–π)) = –συν0 + 

συνπ = –1 + (–1) = –2. 
o Για να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα  I2 , θεωρούμε τη συνάρτηση  

g(x) = 
1

( )
x

f t dt∫  = –
1

( )
x

f t dt∫ .  Τότε  g(0) = 
1

0
( )f t dt∫  = 

1

0
( )f x dx∫  = I2. 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο  , η  g  θα είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο  , 
άρα και συνεχής σ’ αυτό. Επομένως  I2 = g(0) = 

0
lim
x→

g(x) = 
0

lim
x +→

 g(x) = 
0

lim
x +→

1
( )

x
f t dt∫ . 

Επειδή  x→ 0+ , θεωρούμε  x∈ (0,1). Τότε  0 < x ≤  t ≤  1  και  f(t) = t.lnt. 

Είναι  g(x) = 
1

( )
x

f t dt∫  = 
1

ln
x
t t dt⋅∫  = 

21
ln2x

t t dt
′⎛ ⎞ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  = 
12

ln2 x

t t⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
 – 

21
(ln )2x

t t dt′⋅∫   
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= 
21 ln12 ⋅  – 

2
ln2

x x⋅  – 
21 1
2x

t dtt⋅∫  = 1 02 ⋅  – 
2 ln

2
x x⋅  – 1

2
1

x
t dt⋅∫  = – 

2 ln
2

x x⋅  – 1
2

12

2 x

t⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

= – 
2 ln

2
x x⋅  – 1

2 (
21
2  – 

2

2
x ) = – 

2 ln
2

x x⋅  – 1
4  + 

2

4
x . 

Άρα  I2 = 
0

lim
x +→

(– 
2 ln

2
x x⋅  – 1

4  + 
2

4
x ) = 1

2 0
lim
x +→

[x.(x.lnx)] – 1
4  + 

0
lim
x +→

2

4
x   

= 1
2

.0.0 – 1
4  + 0 = – 1

4 .  Τελικά  Ι = –2 – 1
4  = – 9

4 . 

 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με αλλαγή μεταβλητής ή 
αντικατάσταση. 

  

 Όταν ένα ολοκλήρωμα μπορούμε να το φέρουμε στη μορφή ∫ ′⋅
β

α
dxxgxgf )())((   όπου  

f , g΄  είναι συνεχείς συναρτήσεις, τότε θέτουμε  u = g(x) ,  du = dxxg )(′    και  u1 = g(α) 

,  u2 = g(β) .  Έτσι το ολοκλήρωμα γίνεται: ∫ ′⋅
β

α
dxxgxgf )())((  = ∫ 2

1
)(

u

u
duuf   και ο 

υπολογισμός του είναι ευκολότερο να επιτευχθεί. 
 

5.8. α)  Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστημα  [α,β]. Να αποδείξετε ότι: 

                                           ∫
β

α
f x dx( ) = ∫

β

α
f α β x dx−( + ) . 

β)  Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωμα  Ι = ∫
π

x dx4

0
ln(1+εφ ) . 

γ)  Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωμα  Ι = ∫ x dx
e−

1

1

1
1+

. 

Λύση: 

α)  Ξεκινούμε με το ολοκλήρωμα ( )
β

α
f α β x dx+ −∫ . 

Θέτουμε  u = α+β–x, τότε  du = (α+β–x)΄dx ⇔  du = –dx ⇔  –du = dx,   
Αν  x = α  τότε  u = α+β–α = β  και  αν  x = β  τότε  u = α+β–β = α. 
Άρα ( )

β

α
f α β x dx+ −∫  = ( ) ( )

α

β
f u du−∫ = – ( )

α

β
f u du∫  = ( )

β

α
f u du∫  = ( )

β

α
f x dx∫ . 

β)  Είναι  I = 4
0

ln(1 εφ )
π

x dx+∫ = 4
0

πln(1 εφ( ))4
π

x dx+ −∫ = 4

0

πεφ εφ4ln 1 π1 εφ εφ4

π x
dx

x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⋅⎝ ⎠

∫  

= 4

0

1 εφln 1 1 εφ

π x dxx
−⎛ ⎞+⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ = 4

0

1 εφ 1 εφln 1 εφ

π x x dxx
+ + −

+∫ = 4

0

2ln 1 εφ

π

dxx+∫ = 4
0

[ln 2 ln(1 εφ )]
π

x dx− +∫  

= 4
0

ln 2
π

dx∫ – 4
0

ln(1 εφ )
π

x dx+∫  = ln2.( 4
π –0) – I = 4

π ⋅ ln2 – I 

Άρα  I = 4
π ⋅ ln2 – I ⇔  2I = 4

π ⋅ ln2 ⇔  I = 8
π ⋅ ln2. 

γ) I = 
1

1

1
1 x dx

e− +∫ =
1

1 11

1
1 x dx

e− + −− +∫ =
1

1

1
1 x dx

e−− +∫ =
1

1

1
11 x

dx

e
− +
∫ =

1

1

1
1x

x

dx
e

e
− +∫  =

1

1 1

x

x
e dx

e− +∫ . 

1ος τρόπος:  2I = 
1

1

1
1 x dx

e− +∫ +
1

1 1

x

x
e dx

e− +∫  ⇔  2I =
1

1

1
1 1

x

x x
e dx

e e−

⎛ ⎞+⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ⇔  2I =
1

1

1
1

x

x
e dx
e−

+
+∫  
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⇔  2I =
1

1
1 dx

−∫  ⇔  2I = 1 – (–1) ⇔  2I = 1+1 ⇔  2I = 2 ⇔  I = 1. 
2ος τρόπος:  Θέτουμε  u = ex+1, τότε  du = (ex+1)΄dx ⇔  du = ex dx   
Αν  x = –1  τότε  u = e–1+1  και  αν  x = 1  τότε  u = e+1. 
Άρα  I =

1

1

1
1

x
x e dx

e− +∫  =
1

1

1

1e

e
duu−

+

+∫ = [ ] 1
1

1ln e
eu −
+
+  = ln(e+1) – ln(e–1+1) = ln ( )1

1
1

e
e−
+
+

 = 

ln 1
1 1
e

e

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = ln 1
1
e

e
e

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = ln ( 1)
1

e e
e
+⎛ ⎞⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = lne = 1. 

 
5.8.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η γραφική ερμηνεία της 

ισότητας του  (α)  στην προηγούμενη άσκηση, 
στην περίπτωση που η  f  είναι μη αρνητική 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Οι τιμές των 
μεταβλητών  x  και  t = α+β–x  είναι συμμε-

τρικές ως προς το σημείο  2
α β+ . Τα γραφή-

ματα των συναρτήσεων με τιμές  f (x)  και  
g(x) = f (α+β–x)  όταν  x∈ [α, β], είναι συμμε-
τρικά ως προς την ευθεία με εξίσωση   

x = 2
α β+ . Στην περίπτωση που η  f  είναι μη 

αρνητική τα εμβαδά των χωρίων που σχηματίζονται από τις γραφικές τους παραστάσεις, 
τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = α , x = β , είναι ίσα. 

 
 

5.9. α)  Δίνεται συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστημα  [–α,α] , α>0. Να αποδείξετε ότι: 

       i)  Αν η  f  είναι άρτια τότε  ∫
α

α
f x dx( )

−
= 2 ∫

α
f x dx( )

0
. 

      ii)  Αν η  f  είναι περιττή τότε  ∫
α

α
f x dx( )

−
= 0. 

β)  Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωμα  Ι = ( )∫ x dxx
1

1

2ln 2+−

− . 

Λύση: 
α)  i)  Αφού η  f  είναι άρτια θα ισχύει  f (–x) = f(x)  για κάθε  x∈ [–α, α]. 

    dxxf
α

α∫− )(  = dxxf
α∫−

0
)(  + dxxf

α
∫0 )(  = dxxf

α∫− −
0

)(  + dxxf
α
∫0 )(  

    Στο ολοκλήρωμα  dxxf
α∫− −

0
)(  = – dxxxf

α∫− ′−−
0

))((  

    αν θέσουμε  u = –x, τότε  du = (–x)΄dx ,  u1 = –(–α) = α  και  u1 = –0 = 0. 

    Άρα  dxxf
α∫− −

0
)(  = – duuf

α∫
0

)(  = duuf
α
∫0 )(  = dxxf

α
∫0 )( . 

    Επομένως  dxxf
α

α∫− )(  = 2 dxxf
α
∫0 )( . 

ii)  Αφού η  f  είναι περιττή θα ισχύει  f (–x) = –f (x)  για κάθε  x∈ [–α,α]. 

    dxxf
α

α∫− )(  = dxxf
α∫−

0
)(  + dxxf

α
∫0 )(  = – dxxf

α∫− −
0

)(  + dxxf
α
∫0 )(  

    Στο ολοκλήρωμα  – dxxf
α∫− −

0
)(  = dxxxf

α∫− ′−−
0

))((  

    αν θέσουμε  u = –x, τότε  du = (–x)΄dx ,  u1 = –(–α) = α  και  u1 = –0 = 0. 
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    Άρα  – dxxf
α∫− −

0
)(  = duuf

α∫
0

)(  = – duuf
α
∫0 )(  = – dxxf

α
∫0 )( . 

    Επομένως  dxxf
α

α∫− )(  = 0. 

β)   Έστω  f (x) = 2ln 2
x
x

−
+

. 

Πρέπει  2
2

x
x

−
+

 > 0 ⇔  (2–x)(2+x) > 0. 

Άρα  Df = (–2,2). 
Αν  x∈Df  ⇒  –x∈Df   και για κάθε x∈Df  είναι: 

f(–x) = 2 ( )ln 2 ( )
x
x

− −
+ −

 = 2ln 2
x
x

+
−

 = ( ) 12ln 2
x
x

−−
+

= – 2ln 2
x
x

−
+

 = – f(x) 

Άρα η  f  είναι περιττή συνάρτηση, επομένως σύμφωνα με το  (α) (ii)  θα είναι 

        Ι = 
1

1

2ln 2
x dxx−

−
+∫  = 0. 

 
 

5.10. Να υπολογίσετε τo ολοκλήρωμα  Ι = 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫

21

40 1

3
1+

x x dt dx
t

. 

Λύση: 

Είναι  Ι = 
21

40 1

3
1

x x dt dx
t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠+∫ ∫ =

1
2

40 1

13
1

x
x dt dx

t
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠+∫ ∫ . Έστω  f (x) =

41

1
1

x
dt

t+∫ . Η συνάρτηση  

g(x) = 
4

1
1 t+

  είναι συνεχής στο  οπότε η  f  είναι παραγωγίσιμη με  ( )f x′ =
4

1
1 x+

. 

Έχουμε  Ι = 
1 2

0
3 ( )x f x dx∫ = ( )1 3

0
( )x f x dx′∫ = 13

0
( )x f x⋅⎡ ⎤⎣ ⎦  – 

1 3

0
( )x f x dx′⋅∫ = 1.f (1) – 0.f (0) – 

1
3

40

1
1

x dx
x

⋅
+∫  = 0 – 0 –

1
3

40

1
1

x dx
x

⋅
+∫ = –

1
3

40

1
1

x dx
x

⋅
+∫ . 

Θέτουμε  u = 1+x4  τότε  du = (1+x4)΄dx  ⇒   du = 4x3 dx  ⇒   1
4 du = x3 dx. 

Αν  x = 0  τότε  u = 1+0 = 1  ,  ενώ  αν  x = 1  τότε  u = 1+1 = 2 

Έχουμε  Ι = –
2

1

1 1
4 du

u∫ = –
2

1

1 1
2 2

du
u∫ = – [ ] 2

1
1
2 u⋅ = – 1

2 ( 2 – 1 ) = – 1
2 ( 2 –1) = 1 2

2
− . 

 
 

5.11. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο    και την  g(x) = ⋅∫
x
t f x t dt

0
( )− . 

α)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγό της  g. 
β)  Αν η  f  δεν μηδενίζεται στο    τότε να μελετήσετε τα κοίλα της  g. 

Λύση: 
α)  Θέτουμε  u = x–t  ⇔   t = x–u  τότε  du = (x–t)΄dt  ⇒   du = – dt  ⇒   – du = dt. 
Αν  t = 0  τότε  u = x – 0 = x  ,  ενώ  αν  t = x  τότε  u = x – x = 0. 
Τότε  g(x) = 

0
( ) ( ) ( )

x
x u f u du− ⋅ −∫  = –

0
( ) ( )

x
x u f u du− ⋅∫  = 

0
[ ( ) ( )]

x
x f u u f u du⋅ − ⋅∫  

= 
0

( )
x
x f u du⋅∫  – 

0
( )

x
u f u du⋅∫  = 

0
( )

x
x f u du⋅∫  – 

0
( )

x
u f u du⋅∫ . 

Η  h(u) = u.f(u)  είναι συνεχής στο    ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. Το πεδίο ορι-
σμού της  g  είναι  Dg = . Οι συναρτήσεις  F1(x) = 

0
( )

x
f u du∫   και  F2(x) = 

0
( )

x
u f u du⋅∫   

x –∞       –2       2     +∞  
(2–x)(2+x)      –      0  +  0    –      
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είναι παραγωγίσιμες στο , οπότε η  g  είναι παραγωγίσιμη στο    ως γινόμενο και δια-
φορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με   

( )g x′  = ( )0
( )

x
x f u du

′
⋅∫  – ( )0

( )
x
u f u du

′
⋅∫  = ( )

0
( )

x
x f u du′ ⋅∫  + ( )0

( )
x

x f u du
′

⋅ ∫  – x.f (x)  

= 
0

( )
x

f u du∫  + x.f (x) – x.f (x) = 
0

( )
x

f u du∫ . 

β)  Η  g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    με  ( )g x′′  = ( )0
( )

x
f u du

′
∫  = f(x). 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο    και δεν μηδενίζεται, θα διατηρεί το πρόσημό της, δηλαδή 
o f (x) > 0 ,  για κάθε  x∈  ,  οπότε η  g  είναι κυρτή στο        ή  
o f (x) < 0 ,  για κάθε  x∈  ,  οπότε η  g  είναι κοίλη στο  . 

 
 

5.12. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο  (0,+ ∞ )  και την  g(x) = ⋅∫
1

1 ( )
x

f x t dt . 

α)  Να βρείτε την πρώτη παράγωγο της  g. 
β)  Αν  f (1) = 1, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cg  στο σημείο  x0 = 1. 

Λύση: 

α)  Θέτουμε  u = x.t  τότε  du = (x.t)΄dt  ⇒   du = x.dt  ⇒   1
x ⋅ du = dt. 

Αν  t = 1
x   τότε  u = x 1

x⋅  = 1 ,  ενώ  αν  t = 1  τότε  u = x.1  = x. 

Τότε  g(x) = 
1

1( )
x

x
f u du∫  = 1

x ⋅ 1
( )

x
f u du∫ . Η  f  είναι συνεχής  (–∞ ,0)∪ (0,+∞ )  και επει-

δή  1∈ (0,+∞ )  τότε και  x∈ (0,+∞ ). Επομένως  Df = (0,+∞ ). 
Η συνάρτηση  F(x) = 

1
( )

x
f u du∫   είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ ), οπότε η  g  θα είναι πα-

ραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  ως γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με   

( )g x′  = ( )1

1 ( )
x

x
f u du

′
⋅∫  = ( )1

x
′
⋅

1
( )

x
f u du∫  + 1

x ( )1
( )

x
f u du

′
⋅ ∫   

= – 2
1
x
⋅

1
( )

x
f u du∫  + 1

x ⋅ f (x) = ( )f x
x  – 2

1
x
⋅

1
( )

x
f u du∫ . 

β)  Είναι  g(1) = 1
1⋅

1

1
( )f u du∫  = 0  και  (1)g′  = (1)

1
f  – 2

1
1
⋅

1

1
( )f u du∫  = 1. 

Η εξίσωση της εφαπτόμενης της  Cg  θα είναι: 
            y – g(1) = (1)g′ ⋅ (x – 1)  ⇔   y – 0 = 1.(x – 1)  ⇔   y = x – 1. 
 
 

 
 Υπολογισμού ολοκληρωμάτων με τη χρήση αναγωγικού τύπου. 

  

 Όταν ζητείται να υπολογίσουμε ένα ολοκλήρωμα  Ιν , το οποίο περιέχει το φυσικό αριθ-
μό  ν, τότε προσπαθούμε να βρούμε έναν αναγωγικό τύπο, δηλαδή μια ισότητα που 
συνδέει  το  Ιν  με το  Ιν–1  ή  το  Ιν–2. 
Έπειτα προκειμένου να βρούμε ένα ολοκλήρωμα θέτοντας στη θέση του  ν  ένα συγκε-
κριμμένο φυσικό αριθμό, π.χ. το  Ι5 , χρησιμοποιούμε τον τύπο και αναγόμαστε στον 
υπολογισμό ενός ολοκληρώματος με μικρότερο δείκτη. Έτσι φθάνουμε στο μικρότερο 
δυνατό δείκτη και υπολογίζουμε το ολοκλήρωμά του. 

 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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5.13. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = ∫
νe x dx

x1

(ln )   ,  ν∈Ν*. 

α)  Να αποδείξετε ότι:    Ιν = 2 e  – 2νΙν–1 ,  για  ν>1. 
β)  Να υπολογίσετε το   Ι4 . 

Λύση: 

α)    Ιν  =  
1

(ln )νe x dx
x∫  = ( )

1
2 (ln )

e
x x dxν′

⋅∫  = 
1

2 (ln )
eνx x⎡ ⎤⋅⎣ ⎦  – ( )

1
2 (ln )

e
x x dxν ′
⋅∫  

        =  2 (ln )e e ν⋅  – 2 1 (ln1)ν⋅  – 1

1
2 (ln ) (ln )

e
x x x dxνν − ′⋅∫  

        =  2 1e ν⋅  – 2 1 0⋅  – 1

1

12 (ln )
e

x x dxx
νν −⋅ ⋅∫  = 2 e  – 2ν

( )
1

21

1(ln )
e

x x dx
x

ν−⋅ ⋅∫  

        =  2 e  – 2ν
1

1

(ln )e x dx
x

ν−

∫  =  2 e  – 2ν.Ιν-1. 

β)   Ι1  =  
1

lne x dx
x∫  = ( )

1
2 ln

e
x x dx
′
⋅∫  = 

1
2 ln

e
x x⎡ ⎤⋅⎣ ⎦  – ( )

1
2 ln

e
x x dx′⋅∫  

        =  ee ln2 ⋅  – 1ln12 ⋅  – 
1

12
e

x dxx⋅∫   =  2 1e ⋅  – 012 ⋅  – 2
1

1e
dx

x∫  

        =  2 e  – 2 [ ]ex 12   =  2 e  – 2(2 e –2 1 )  =  2 e  – 4 e  + 4  =  4 – 2 e . 

   Ι2 = 2 e  – 2.2.Ι1 = 2 e  – 4(4 – 2 e ) = 2 e  – 16 + 8 e  = 10 e  – 16. 
   Ι3 = 2 e  – 2.3.Ι2 = 2 e  – 6(10 e  – 16) = 2 e  – 60 e  + 96 = 96 – 58 e . 
   Ι4 = 2 e  – 2.4.Ι3 = 2 e  – 8(96 – 58 e ) = 2 e  – 768 + 464 e  = 466 e  – 768. 
 
 

5.14. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = ∫
π

νx dx4

0
εφ   ,  ν∈Ν*. 

α)  Να αποδείξετε ότι:    Ιν = 1
1ν−  – Ιν–2 ,  για  ν>2. 

β)  Να υπολογίσετε το   Ι5 . 
Λύση: 

α)  Για  ν > 2 είναι  Ιν = π/4

0
εφν x dx∫  = π/4 2 2

0
εφ εφν x x dx− ⋅∫  = 

2π/4 2
20

ημεφ
συν

ν xx dx
x

− ⋅∫  = 

2π/4 2
20

1 συνεφ
συν

ν xx dx
x

− −⋅∫  = 
2π/4 2

2 20

1 συνεφ
συν συν

ν xx dx
x x

− ⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = ( )π/4 2

20

1εφ 1
συν

ν x dx
x

− ⋅ −∫  = 

( )π/4 2 2
20

1εφ εφ
συν

ν νx x dx
x

− −⋅ −∫ = 
π/4 2

20

1εφ
συν

ν x dx
x

− ⋅∫ – π/4 2
0
εφν x dx−∫  = π/4 2

0
εφ (εφ )ν x x dx− ′⋅∫ – Ιν–2 . 

Θέτουμε  u = εφx  οπότε  du = (εφx)΄ dx . 
Για  x = 0 ⇒  u = εφ0 = 0  και για  x = 4

π  ⇒  u = εφ 4
π  = 1. 

Έχουμε  Ιν = 1 2
0

νu du−∫ – Ιν–2 = 
11

01
νu
ν

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

– Ιν–2 = 1
1ν− – 0

1ν− – Ιν–2 = 1
1ν− – Ιν–2 . 

β)  Ι1 = π/4

0
εφx dx∫  = 

π/4

0

ημ
συν

x dxx∫  = 
π/4

0

1 ημσυν x dxx ⋅∫ . 

Θέτουμε  u = συνx  οπότε  du = (συνx)΄ dx ⇒  du = –ημx dx ⇒  –du = ημx dx 

Για  x = 0 ⇒  u = συν0 = 1  και για  x = 4
π  ⇒  u = συν 4

π  = 2
2 . 
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Έχουμε  Ι1 = 
2

2

1

1 ( )duu −∫  = –
2

2

1

1 duu∫  = – [ ]
2

2
1ln u  = –(ln 2

2  – ln1) = –ln 2
2   

= –(ln 2 –ln2) = –ln 2  + ln2 = –ln
1
22  + ln2 = – 1

2 ln2 + ln2 = 1
2 ⋅ ln2. 

Ι3 = 1
2  – Ι1 = 1

2  – 1
2 ⋅ ln2  

Ι5 = 1
4  – Ι3 = 1

4  – ( 1
2  – 1

2 ⋅ ln2) = 1
4  – 1

2  + 1
2 ⋅ ln2 = 1

2 ⋅ ln2 – 1
4 . 

 
 

 
 

Υπολογισμού ολοκληρώματων της αντίστροφης μιας συνάρτη-
σης. 

  

 Ο υπολογισμός του ολοκληρώματος της αντίστροφης μιας συνάρτησης γίνεται χρησι-

μοποιώντας την ισότητα 
( ) 1

( )
( )

f

f
f y dy

β

α

−∫  = ( )x f x dx
β

α
′⋅∫  , που αποδεικνύεται στην ε-

πόμενη άσκηση. 
 

5.15. i)  Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη, με συνεχή παράγωγο και αντιστρέψιμη σε 

ένα διάστημα  [α,β]  τότε    ∫
f β

f α
f y dy

( ) 1

( )
( )−  = ′⋅∫ ( )

β

α
x f x dx . 

ii)  Αν μια συνάρτηση  f  έχει τις προυποθέσεις του  (i), να αποδείξετε ότι   

∫ ( )
β

α
f x dx  + ∫

f β

f α
f x dx

( ) 1

( )
( )−  = β.f (β) – α.f (α) ,  

iii)  Έστω  α > 0  και  f :[0,α] → [0,α]  με συνεχή παράγωγο, γνησίως αύξουσα και   

f ([0,α]) = [0,α], να δείξετε ότι  ∫
α

f x dx
0

( )  + ∫
α

f x dx1

0
( )−  = α2. 

iv)  Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 + 2x + 1 . Να αποδείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη και 

να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = ∫ f x dx
4 1

1
( )− . 

Λύση: 

i)  Είναι  ( )x f x dx
β

α
′⋅∫ = 1( )( ) ( )f f x f x dx− ′⋅∫

β

α
= ( )1 ( ) ( )f f x f x dx

β

α

− ′⋅∫ . 

Θέτω  y = f (x)  οπότε  dy = ( )f x dx′ . Για  x = α ⇒  y = f (α)  και για  x = β ⇒  y = f (β). 

Επομένως  ( )x f x dx
β

α
′⋅∫ = 

( ) 1

( )
( )

f

f
f y dy

β

α

−∫ . 

ii)  Είναι  ( )f x dx∫
β

α
 + 

( ) 1

( )
( )

f

f
f x dx−∫

β

α
 

(i)

=  ( )f x dx∫
β

α
 + ( )x f x dx

β

α
′⋅∫   

= ( )f x dx∫
β

α
 + [ ]( ) β

αx f x⋅  – ( ) ( )x f x dx′⋅∫
β

α
  

= ( )f x dx∫
β

α
 + β.f(β) – α.f (α) – ( )f x dx∫

β

α
 = β.f (β) – α.f (α). 

iii)  Αφού η  f  είναι γνησίως αύξουσα και  f ([0,α]) = [0,α]  τότε  f (0) = 0  και  f (α) = α. Επο-

μένως 
0

( )f x dx∫
α

+ 1

0
( )f x dx−∫

α
= 

0
( )f x dx∫

α
 + 

( ) 1

(0)
( )

f

f
f x dx−∫

α (ii)

= α.f(α) – 0.f(0) = α.α = α2. 

iv)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    ως πολυωνυμική συνάρτηση με   

( )f x′  = ( )3 2 1x x ′+ +  = 3x2 + 2 > 0. Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  , επομένως και   
1-1  σ’ αυτό. Άρα η  f  είναι αντιστρέψιμη. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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Είναι   Ι = 
4 1

1
( )f x dx−∫  = 

(1) 1

(0)
( )

f

f
f x dx−∫  = 

1

0
( )x f x dx′⋅∫  = 

1 2

0
(3 2)x x dx⋅ +∫   

= 
1 3

0
(3 2 )x x dx+∫  = 

14
2

0

3
4
x x⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 3
4  + 1 = 7

4 . 

 
5.15.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Η γραφική ερμηνεία του 

ερωτήματος  (ii)  της προηγούμενης άσκησης, 
στην περίπτωση που η  f  είναι μη αρνητική, 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Οι δύο γραμμο-
σιασμένες επιφάνειες έχουν εμβαδόν  

( )
β

α
f x dx∫  και 

( ) 1
( )

( )
f β

f α
f x dx−∫ . Το άθροισμά 

τους ισούται με τη διαφορά του εμβαδού   
β.f (β)  του μεγάλου ορθογωνίου μείον το εμ-
βαδόν  α.f (α)  του μικρού ορθογωνίου. Το 
συμπέρασμα αυτό ισχύει και στην περίπτωση που η  f  είναι απλά συνεχής και γνησίως 
μονότονη (για να εξασφαλιστεί η ύπαρξη αντίστροφης). Αυτό μπορούμε να το δούμε γρα-
φικά, αλλά η απόδειξη του ξεπερνά τις γνώσεις που έχουμε μέχρι τώρα. 

 
 

5.16. (Ανισότητα του Young.)  Έστω συνάρτηση  f :[0,+ ∞ ) → [0,+ ∞ )  γνησίως αύξουσα, 
παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο, με  f(0) = 0  και σύνολο τιμών το  [0,+ ∞ ). Αν  α, β > 
0 , να αποδείξετε ότι   
                                    ∫

α
f x dx

0
( )  + ∫

β
f x dx−1

0
( )  ≥  α.β. 

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν  f (α) = β. 
Λύση: 

              
Υποθέτουμε ότι  f (α) ≥  β. Αν  f (γ) = β  τότε  f (α) ≥  β ⇔  f (α) ≥  f (γ) ⇔  α ≥  γ. 
Από την προηγούμενη άσκηση έχουμε   

0
( )f x dx∫

α
 + 1

0
( )f x dx−∫

β
 = 

0
( )f x dx∫

γ
 + ( )f x dx∫

α

γ
 + 1

0
( )f x dx−∫

β
 =  

0
( )f x dx∫

γ
+

( ) 1

(0)
( )

f

f
f x dx−∫

γ
+ ( )f x dx∫

α

γ
= γ.f (γ) – 0.f (0) + ( )f x dx∫

α

γ
 = β.γ + ( )f x dx∫

α

γ
. 

Η  f  είναι γνησίως αύξουσα  άρα  f (x) ≥  f (γ)  για κάθε  x∈ [γ,α], επομένως 
( )f x dx∫

α

γ
≥ ( )f dx∫

α

γ
γ = f (γ).(α–γ) = β.(α–γ). 

Άρα, 
0

( )f x dx∫
α

 + 1

0
( )f x dx−∫

β
≥  β.γ + β.(α–γ) = β.γ + α.β – β.γ = α.β. 

Παρόμοια δουλεύουμε στην περίπτωση  f (α) ≤  β.  
Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν  α = γ ⇔  f (α) = f (γ) ⇔  f (α) = β. 
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5.16.1. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η προηγούμενη ανισότητα ισχύει αν υποθέσουμε ότι η  f  είναι συνεχής, 
αντί για παραγωγίσιμη με συνεχή παράγωγο. Αυτό που θα χρειαζόμασταν τότε στην από-
δειξή της θα ήταν η ισχύς της ισότητας του  (ii)  της προηγούμενης άσκησης. Αυτό όμως 
εξασφαλίζεται από την προηγούμενη παρατήρηση. 

 
 

 
 

Εύρεσης των συναρτήσεων οι οποίες επαληθεύουν μια ισότη-
τα, στην οποία υπάρχουν συναρτήσεις που ορίζονται με τη 
χρήση ολοκληρώματος. 

  

 Εξηγούμε πρώτα ότι τα δύο μέλη της ισότητας είναι παραγωγίσιμα. Αν είναι απαραίτη-
το μετασχηματίζουμε την ισότητα και μετά παραγωγίζουμε τα δύο μέλη της. Εκτελούμε 
τις πράξεις απλοποιώντας την ισότητα και αν χρειάζεται παραγωγίζουμε και άλλες φο-
ρές. Κατά τη διάρκεια των μετασχηματισμών μπορεί να χρειαστεί να εφαρμόσουμε τρό-
πους υπολογισμού των ολοκληρωμάτων, όπως π.χ. αλλαγή μεταβλητής. Στο τέλος κα-
ταλήγουμε σε κάποιες συναρτήσεις. 
Μετά εξετάζουμε αν οι συναρτήσεις που βρήκαμε επαληθεύουν τη δοθείσα ισότητα, 
γιατί δεν έχουν διατηρηθεί οι ισοδυναμίες. Οι συναρτήσεις που την επαληθεύουν είναι 
και οι ζητούμενες λύσεις. 

 
5.17. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f , οι οποίες είναι ορισμένες και συνεχείς στο  ,  για τις 

οποίες ισχύει 

                           ∫
x

x f t dt
0

( )⋅  – ∫
x
t f t dt

0
( )⋅ = x3 – x2  ,     για κάθε   x∈ . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια συνάρτηση  f  συνεχής στο    που να επαληθεύει τη δοθείσα 
σχέση. Η συνάρτηση  G(x) = 

0
( )x x f t dt⋅∫  =  x

0
( )x f t dt⋅∫    είναι παραγωγίσιμη στο    ως γι-

νόμενο των παραγωγίσιμων συναρτήσεων  G1(x) = x  και  G2(x) = 
0

( )x f t dt∫  , η οποία είναι 

παραγωγίσιμη εφ’ όσον η  f (t)  είναι συνεχής. Η συνάρτηση  H(x) = 
0

( )x t f t dt⋅∫   είναι παρα-

γωγίσιμη στο    αφού η  h(x) = t.f(t)  είναι συνεχής, ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. Η 
συνάρτηση  φ(x) = x3 – x2  είναι παραγωγίσιμη στο    γιατί είναι πολυωνυμική. 

Για κάθε  x∈   έχουμε:  ( )0 0
( ) ( )

x x
x f t dt t f t dt

′
⋅ − ⋅∫ ∫   =  ( )3 2x x ′−   ⇔    

                                          ( )0
( )

x
x f t dt

′
⋅∫  – ( )0

( )
x
t f t dt

′
⋅∫  = 3x2 – 2x   ⇔   

(x)΄
0

( )x f t dt⋅∫  + x ( )0
( )

x
f t dt

′
⋅ ∫  – x.f (x) = 3x2 – 2x  ⇔   

0
( )x f t dt∫  + x.f (x) – x.f (x) = 3x2 – 2x  

⇔   
0

( )x f t dt∫  = 3x2 – 2x  ⇒ ( )0
( )

x
f t dt

′
∫  = ( )23 2x x ′−   ⇔   f (x) = 6x – 2. 

Θα εξετάσουμε αν η συνάρτηση που βρήκαμε επαληθεύει τη δοθείσα σχέση. 
Είναι:  

0
( )x x f t dt⋅∫  – 

0
( )x t f t dt⋅∫  = 

0
(6 2)x x t dt⋅ −∫  – 

0
(6 2)x t t dt⋅ −∫  

 = x
0

(6 2)x t dt⋅ −∫  – 2
0

(6 2 )x t t dt−∫  = x 2
0

3 2
x

t t⎡ ⎤⋅ −⎣ ⎦  – 3 2
0

2
x

t t⎡ ⎤−⎣ ⎦  = x.(3x2 – 2x) – (2x3 – x2)  

= 3x3–2x2 – 2x3+x2 = x3–x2. 
Άρα η μόνη συνάρτηση που επαληθεύει τη δοθείσα σχέση είναι η  f (x) = 6x – 2. 

ΜΜέέθθοοδδοοςς   
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5.17.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Αν το δεύτερο μέλος της σχέσης υπήρχε μία μη μηδενική σταθερά, ήταν π.χ.  

x3 – x2 + 1, τότε θα παίρναμε πάλι  f (x) = 6x – 2. Όμως η συνάρτηση αυτή δεν επαληθεύει 
τη δοθείσα ισότητα, επομένως το πρόβλημα τότε δεν θα είχε λύση. 

 
 

5.18. Να βρείτε τις συνεχείς πραγματικές συναρτήσεις  f , οι οποίες ικανοποιούν τη σχέση: 

                           f (x) – ⋅∫x f xt dt
1

0
( ) = 5 ,     για κάθε   x∈ . 

Λύση: 
Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια συνάρτηση  f  συνεχής στο  που να ικανοποιεί τη δοθείσα σχέ-
ση. Θέτουμε  u = x.t  τότε  du = (x.t)΄dt  ⇒   du = x.dt. 
Αν  t = 0  τότε  u = x.0 = 0 ,  ενώ  αν  t = 1  τότε  u = x.1  = x. 
Η δοθείσα ισότητα γράφεται:  f (x) – 1

0
( )f xt xdt∫ = 5 ⇒  f (x) – 

0
( )x f u du∫ = 5 ⇒   

f (x) = 
0

( )x f u du∫ + 5  (1). 

Η  f  είναι συνεχής στο  άρα η  F(x) = 
0

( )x f u du∫  είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό. Επομένως, η  

f  είναι παραγωγίσμη στο  και ( )f x′  = ( )0
( ) 5

x
f u du

′
+∫  ⇒  ( )f x′  = f (x) ⇒  f (x) = cex  (2)  

όπου  c  πραγματική σταθερά. 
Για  x = 0  η  (1)  δίνει:  f (0) = 0

0
( )f u du∫ + 5 = 5. Από την  (2)  έχουμε  f (0) = ce0 ⇔  5 = c. 

Επομένως,  f (x) = 5ex ,  x∈ . 
 
5.18.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Στην προηγούμενη άσκηση δεν χρειάζεται να κάνουμε επαλήθευση της λύσης   

f (x) = 5ex ,  x∈ , στην αρχική ισότητα, γιατί τη χρησιμοποιήσαμε θέτοντας την τιμή   
x = 0, προκειμένου να βρούμε την σταθερά  c. 

Αυτό φαίνεται από την επόμενη ισοδυναμία:  Α(x) = B(x) ⇔
0 0

( ) ( )
( ) ( )

A x B x
A x B x
′ ′=⎧

⎨ =⎩
. 

Πράγματι, η κατεύθυνση  “⇒ ” είναι προφανής, ενώ για την  “⇐ ”  έχουμε   
Α(x) = B(x) + c ,  Α(x0) = B(x0) + c ⇒  c = 0, δηλαδή  Α(x) = B(x). 

 
 

5.19. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση  f : *→  , για την οποία ισχύει η ισότητα  

                        ⋅1
2 f (x) = ∫

tx e dtf t0 ( )  + 2  ,    για κάθε   x∈ . 

i)   Να αποδείξετε ότι  f (x) > 0 ,  για κάθε   x∈ . 
ii)  Να βρείτε το τύπο της συνάρτησης  f. 

Λύση: 

i)  Είναι  1
2 ⋅ f (x) = 

0 ( )
tx e dtf t∫  + 2  ⇔   f (x) = 2

0 ( )
tx e dtf t⋅∫  + 4. Επειδή η  f  είναι συνεχής και   

f (x) ≠  0  για κάθε  x∈ , η  f  θα διατηρεί το ίδιο πρόσημο δηλαδή 
f (x) > 0  για κάθε  x∈   ή  f (x) < 0  για κάθε  x∈ . 

Όμως  f (0) = 2
0

0 ( )
te dtf t⋅∫  + 4 = 2.0 + 4 = 4 > 0.  Άρα  f (x) > 0  για κάθε  x∈ . 
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ii)  Η συνάρτηση  g(x) = 
( )
te

f t   είναι συνεχής στο  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, άρα η  

G(x) = 
0

( )x g t dt∫   είναι παραγωγίσιμη. Επομένως, η συνάρτηση  f (x) = 2G(x) + 4  είναι παρα-
γωγίσιμη στο  . Για κάθε  x∈  είναι   

( )f x′  = 
0

2 4( )
tx e dtf t

′⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  = 2 ( )

xe
f x⋅   ⇔   f (x) ( )f x′⋅  = 2ex  ⇔    

2f (x) ( )f x′⋅  = 4ex  ⇔   ( )2 ( )f x ′  = (4ex)΄  ⇔   f 2(x) = 4ex + c , όπου  c  σταθερά. 
Είναι  f 2(0) = 4e0 + c  ⇔   42 = 4 + c  ⇔   16 = 4 + c  ⇔   c = 12. 
Άρα  για κάθε  x∈   είναι  f 2(x) = 4ex + 12  ⇔   f (x) = 4 12xe +   ή  f (x) = – 4 12xe + . 
Επειδή  f (x) > 0  για κάθε  x∈  ,  θα είναι   
                         f (x) = 4 12xe +  = 4( 3)xe +  = 2 3xe +  ,  για κάθε  x∈ . 
 
 

5.20. Έστω  f :[0,+ ∞ ) →   συνεχής συνάρτηση με  f (x) ≠ 0  για κάθε  x > 0, η οποία ικανο-

ποιεί τη σχέση    f 2(x) = 2 ∫
x

f t dt
0

( )  ,    για κάθε   x ≥ 0. 

Δείξτε ότι  f (x) = x,  για κάθε   x ≥ 0. 
Λύση: 

Είναι  f 2(x) ≥ 0 ⇒ 2
0

( )
x

f t dt∫ ≥ 0 ⇒
0

( )
x

f t dt∫ ≥ 0  και επειδή η  f  είναι συνεχής  και δεν μη-

δενίζεται στο  (0,+∞ )  θα διατηρεί το πρόσημό της οπότε 
0

( )
x

f t dt∫ > 0  και  f (x) > 0 για x > 0. 

Για κάθε  x > 0  θα είναι   f 2(x) = 2
0

( )
x

f t dt∫  ⇔  f (x) = 
0

2 ( )
x

f t dt⋅∫   ή  f (x) = –
0

2 ( )
x

f t dt⋅∫  
Επειδή η  f  διατηρεί το πρόσημό της στο  (0,+∞ )  θα είναι 
f (x) = 

0
2 ( )

x
f t dt⋅∫  για κάθε  x∈ [0,+∞ )  ή  f (x) = –

0
2 ( )

x
f t dt⋅∫  για κάθε  x∈ [0,+∞ )  

Εφ’ όσον η f (x) > 0  στο  (0,+∞ )  θα έχουμε  f (x) = 
0

2 ( )x f t dt⋅∫  για κάθε  x∈ [0,+∞ ). Αφού 

η  f  είναι συνεχής στο  [0,+∞ ) η  F(x) = 
0

( )
x

f t dt∫  θα είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, οπότε και 

η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  [0,+∞ ). 
Τα δύο μέλη της δοθείσας ισότητας είναι παραγωγίσιμα οπότε 

( )2 ( )f x ′= ( )0
2 ( )

x
f t dt ′⋅∫  ⇔  2f (x) ( )f x′⋅  = 2f (x) ⇔  2f (x) [ ( ) 1]f x′⋅ −  = 0 ⇔  ( )f x′ – 1 = 0 

⇔  ( )f x′ = 1 ⇔ ( )f x′ = (x)΄ ⇔  f (x) = x + c. Για  x = 0  η δοθείσα ισότητα δίνει   

f (0) = 2 0

0
( )f t dt∫  ⇔  f (0) = 0. Επομένως, f (0) = 0 + c  ⇔  c = 0. Άρα  f (x) = x , για κάθε  

x∈ [0,+∞ ). 
 
 

5.21. Να βρείτε τις συνεχείς συναρτήσεις  f  οι οποίες ικανοποιούν την ισότητα: 

             ex.f (x) = x – 2 + 2 ex + ⋅∫ x te f t dt
2

+

0
( )  ,    για κάθε   x∈ . 

Λύση: 

Για κάθε  x∈   είναι   ex.f (x) = x – 2 + 2 ex + 2

0
( )x te f t dt+ ⋅∫  ⇔   

ex.f (x) = x – 2 + 2 ex + 2

0
( )x te e f t dt⋅ ⋅∫  ⇔  ex.f (x) = x – 2 + 2 ex + ex 2

0
( )te f t dt⋅ ⋅∫  ⇔   
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f (x) = 2
x

x
e
−  + 2 + 2

0
( )te f t dt⋅∫ .  Θέτω όπου  2

0
( )te f t dt⋅∫ = c, οπότε  f (x) = 2

x
x
e
−  + 2 + c. 

Είναι  2

0
( )te f t dt⋅∫ = c ⇔  ( )2

0

2 2t
t

te c dt
e
−⋅ + +∫ = c ⇔  ( )2

0
2 2 t tt e ce dt− + +∫ = c ⇔   

22

0
2 22

t tt t e ce⎡ ⎤− + +⎢ ⎥⎣ ⎦
= c ⇔  (2 – 4 + 2e2 + ce2) – (0 – 0 + 2e0 + ce0) = c ⇔   

–2 + 2e2 + ce2 – 2 – c = c ⇔  ce2 – 2c = 4 – 2e2 ⇔  c(e2–2) = 2(e2–2) ⇔  c = –2. 

Επομένως,  f (x) = 2
x

x
e
−  + 2 – 2 = 2

x
x
e
− ,  x∈ . 

 
 
 
_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
5.22. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 2

0
1 συν2

π

x dx−∫          β) 
3
4

4

1 συν2
π

π x dx−∫          γ) 
2

1 συν2
π

π x dx+∫          δ) 4

4

1 συν2
π

π x dx
−

+∫  

[Απ.α) 2  β)2 γ) 2  δ)2] 

 
5.23. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

α) 
3
2

2

1 συν2
2

x dx
π

π

−∫                                β) 
0

1 συν2
2

x dx
π +∫  

[Απ.α)2 β)2] 

 

5.24. Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός  κ, αν ισχύει  2 2

0
( συν ημ2 )κ x κ x dx⋅ − ⋅∫

π

 = – 6. 

[Απ.-2, 3] 

 
5.25. Να βρεθεί η τιμή της παραμέτρου  α, ώστε να ισχύει η ισότητα:   

                   2
2

2
3
συν

α
x dx∫  = 2

3
(1 συν2 )

α
x dx−∫  – 4α. 

[Απ.-3, 1] 

 
5.26. Να λυθεί ως προς  x  η εξίσωση:   

1
( 2)

x
x dt−∫  + 

1
(2 5)

x
x dt−∫  = 0. 

[Απ.1, 3] 

 

5.27. Αν  μ, ν *∈  να αποδείξετε ότι     
1

0
( )

νμ
μνx x dx+∫ = 1. 

 

5.28. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = 
26 4 1 αν 1

5 2 αν 1
x x x

x x
⎧ − + ≤
⎨
− >⎩

. 

i) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη συνέχεια. 

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα    Ι = 
2

0
( )f x dx∫ . 

[Απ.ii)I=3] 
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5.29. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2

2

αν 1

3 αν 1
( ) 1 αν 1

α βx x
x

x
α β x αx x

⎧ + < −⎪
⎪ = −⎨
⎪ − − − > −⎪
⎩

. 

i) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β  ώστε η συνάρτηση  f  να είναι συνεχής. 
ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 

0

2
( )f x dx

−∫ . 
[Απ.i)α=1, β=-2 ii)I=4] 

 
5.30. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x x−2  – x2. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα    

Ι = 
3

0
( )f x dx∫ . 

[Απ.I=- 19
3
] 

 
5.31. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x  + 1−x  – 2. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα    

Ι = 
2

1
( )f x dx

−∫ . 
[Απ.I=-1] 

 

5.32. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x)  =  
1 1
1 1

x x
x x
+ − −
+ + −

. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα    

Ι = 
4

2
( )f x dx

−∫ . 
[Απ.I=ln2] 

 

5.33. Να αποδείξετε ότι:   
42

2
0

2 1
1

x x dx
x
+ +
+∫  + 2

0

22

1
1

x dx
x
+
+∫  = 2

3 . 

 
5.34. Μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο    και η γραφική της παράσταση 
διέρχεται από τα σημεία  Α(–1,–2)  και  Β(2,5). Να βρείτε την τιμή του ολοκληρώματος   

2

1
( )f x dx

−
′∫ . 

[Απ.7] 

 
5.35. Μια συνάρτηση  f  έχει συνεχή παράγωγο στο    και η γραφική της παράσταση διέρχεται 
από τα σημεία  Α(1,–7)  και  Β(4,–1). Να βρείτε την τιμή του ολοκληρώματος  2 2

1
( )x f x dx′⋅∫ . 

[Απ.3] 

 
5.36. Θεωρούμε την συνάρτηση  f : [α, β]→ (0,+∞ )  η οποία είναι παραγωγίσιμη και  ικανοποιεί 
τις σχέσεις  ( )f x′  = f 2(x) , για κάθε  x∈ [α, β]  και  f (β) = 5f (α). Να υπολογισθεί το 

ολοκλήρωμα  Ι = ( )
β

α
f x dx∫ . 

[Απ.Ι=ln5] 

 
5.37. Αν η  f  έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο, τότε να αποδείξετε ότι:    

         f (x+1) – 2f (x) + f (x–1)= ( )1

1
( )

x y

x y
f t dt dy

+

−
′′∫ ∫ . 
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5.38. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
2 1

1
x
x
−
+

. Να βρεθεί ο πραγματικός αριθμός  α > 1  έτσι ώστε 

να ισχύει   
0

( )
α

f x dx∫  = 5. 
[Απ.4] 

 
5.39. Να βρεθεί η πολυωνυμική συνάρτηση  f  με  f (x) = αx3 + βx + γ ,  x∈   και  α, β, γ  πραγμα-
τικούς αριθμούς η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες: 
i)  Η συνάρτηση  f  είναι περιττή. 
ii) Η συνάρτηση παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο σημείο  x0 = 1. 
iii) 2

0
( )f x dx∫  = 2. 

(Εξετάσεις 1992) 
 
5.40. Αν  α > 0  τότε δείξτε ότι   ( )( 2 )( 3 )

α

α
x x α x α x α dx

−
− − −∫ = 9α5. 

 
5.41. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση  f  με συνεχή παράγωγο στο διάστημα  [1,4], για 
την οποία να ισχύουν  ( )f x′ ≥ 3 ,  f (1) = –1  και  f (4) = 7. 

 
5.42. Θεωρούμε συνάρτηση  f  η οποία είναι κυρτή στο  , με  f (0) = –2  και  (0)f ′  = 1. 

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της  Cf  στο σημείο με τετμημένη  0. 
ii) Να αποδείξετε ότι  f (x) ≥  x – 2 , για κάθε  x∈ . 

ii) Να αποδείξετε ότι  
1

( )
α

f x dx
−∫ ≥  – 9

2 ,  α ≥ –1. 

 

5.43. Να αποδείξετε ότι: dttt
x

∫ +
0

)(  = 
2
x

(x+ x ) ,  για κάθε  x∈ . 

 

5.44. Να αποδείξετε ότι:   
0

x
t dt∫   =  2

1 x x   ,  για κάθε  x∈ . 

 

5.45. Να αποδείξετε ότι:   
β

α
x dx∫   =  1

2 (β β – α α ) ,  με  α < β. 

 

5.46. Να αποδείξετε ότι:    ( )(1 )
β x

α α
t dy dx+∫ ∫   =  

2(1 )( )
2

t+ −β α . 

 
5.47. α) Έστω  f : [α, β]→  συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει  s∈ [0,1]  ώστε   

( )
s

α
f t dt∫  = ( )

β

s
f t dt∫ . 

β) Μπορούμε πάντα να επιλέξουμε ένα τέτοιο  s  στο ανοικτό διάστημα  (α, β); 
γ) Βρείτε τα  s  στην περίπτωση όπου  f (x) = x  στο  [–1,1]. Τι συμπεραίνετε; 
δ) Ποια είναι η γραφική ερμηνεία του  (α)  στην περίπτωση που η  f  παίρνει θετικές τιμές; 

 
5.48. Δίνεται η συνάρτηση   g(x) = 

0
συν

x
x t dt⋅∫  ,  x∈ . 

i) Να αποδείξετε ότι ( )g x′′  = 2συνx – x.ημx ,  x∈ . 
ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  g ,  στο σημείο   
Α(

2
π , g(

2
π )). 
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(Εξετάσεις  2001) 
 
5.49. α) Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο διάστημα  [α, β]  τέτοια, ώστε  f (x) ≥  0 , για κάθε  

x∈ [α, β]. Αν είναι ( )
β

α
f x dx∫  = 0  τότε  f (x) = 0 , για κάθε  x∈ [α, β]. 

β) Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  [0,1], η οποία ικανοποιεί την ισότητα   
1 2
0

( )f x dx∫  + 3 = 6
1

0
( )x f x dx⋅ ⋅∫ . Να αποδείξετε ότι  f (x) = 3x ,  x∈ [0,1]. 

 
5.50. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 

4

1
1 x+

 + 4   με   x > 0. 

α)  Να εξετάσετε τη μονοτονία της  f . 

β)  Να υπολογίσετε το   
1

lim ( )
x

xx
f t dt

+

→+∞ ∫ . 
(Εξετάσεις 1993) 

 
5.51. Μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα και έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο  + ∞   
την ευθεία με εξίσωση  y = 3. Να υπολογίσετε το όριο  

2
lim ( )

x

xx
f t dt

+

→+∞ ∫ . 
[Απ.6] 

 
5.52. Θεωρούμε τη συνάρτηση   f (x) = ln

1 ln
x

x+
. 

α)  Να εξετάσετε τη μονοτονία της  f  και να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής της παράστα-
σης. 

β)  Να υπολογίσετε το όριο   lim
x→+∞

3 ( )x

x

f t dtt∫ . 

[Απ.α)f γν. αύξουσα στα (0, 1
e
) και ( 1

e
,+ ∞ ) , οριζόντια ασύμπτωτη y=1 β)ln3] 

 
5.53. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 
α) 

1

0
( 1) xx e dx+ ⋅∫              β) 

1

1
xx e dx−

−
⋅∫              γ) 

2

0
ημ

π
x x dx⋅∫              δ) 

2
ημ3

π

π
x x dx⋅∫  

[Απ.α)e β)- 2
e
 γ)-2π δ)-π] 

 
5.54. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
1 2
0

xx e dx⋅∫                              β) 
0 2
1
( 1) xx e dx

−
+ ⋅∫                              γ) 22

0
ημ

π

x x dx⋅∫  

δ) 2
0

συν
π

x x dx⋅∫                          ε) 
2 2 2

1
xx e dx⋅∫                                   στ) 

1 2 3
0

xx e dx⋅∫  

[Απ.α)e-2 β) 3e-6
e

 γ)π-2 δ)-2π ε)
2 2e(5e -1)

4
 στ)

35e -2
27

] 

 
5.55. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) dxxx
e

∫ ⋅
1

ln                 β) 2

1
ln

e
x x dx⋅∫                 γ) 3

1

lne x dx
x∫                 δ) 

1

lne x dx
x∫  

[Απ.α)
2e +1
4

 β) 1+32e
9

 γ)
2

2
e -3
4e

 δ)2(2- e )] 
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5.56. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
1

ln
e

x x dx⋅∫                               β) 2

1
ln

e
x x dx⋅∫                               γ) 

2

21

lne x dx
x∫  

δ) 2

1
ln

e
x x dx⋅∫                             ε) 

2

1

lne x dx
x∫          

[Απ.α) 2(e e+2)
9

 β)
2e -1
4

 γ) 2e-5
e

 δ) 2(5e e-8)
27

 ε)10 e -16] 

 
5.57. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:   α) 

2

0
ln(1 )x x dx⋅ +∫             β) 

1

0
ln(1 2 )x dx+∫  

[Απ.α) 3
2
ln3 β) 3

2
ln3-1] 

 
5.58. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α)
0

συνxe x dx
π

⋅∫                                             β) 2

0
(ημ συν )xe x x dx

π

⋅ +∫  

γ) 
2

0
ημ2xe x dx

π
⋅∫                                          δ) 

2

ημ2
x

x dx
e

π

π∫  

[Απ.α)-
πe +1
2

 β) πe  γ)
2π2(1-e )

5
 δ)-

π

π
2(1+ e )

5e
] 

 
5.59. Αν  Ι = 2 2

0
συνxe x dx

π
⋅∫   και  J = 2 2

0
ημxe x dx

π
⋅∫   να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

α) Ι + J                                            β) Ι – J                                            γ) Ι  και  J  
[Απ.α)

2πe -1
2

 β)
2πe -1
4

 γ)Ι=
2π3(e -1)
8

 J=
2πe -1
8

] 

 
5.60. Αν η συνάρτηση  g  έχει συνεχή παράγωγο στο κλειστό διάστημα  [0,1]  και ικανοποιεί τη 
σχέση  

1

0
( )x g x dx′⋅∫  =  1993 – 

1

0
( )g x dx∫   να βρείτε την τιμή της συνάρτησης  g  για x = 1. 

(Εξετάσεις  1993) 
 
5.61. Αν μια συνάρτηση  f  είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη στο    να αποδείξετε ότι: 

      )1(f ′  = dxxfxfx∫ ′+′′⋅
1

0
)]()([ . 

 
5.62. Η συνάρτηση  g  έχει συνεχή παράγωγο στο κλειστό διάστημα  [0, π]  και  g(π) = e–π. 

Αν   ( )
0

( ) ( ) xπ
g x g x e dx′+ ⋅∫  = 2  ,  να βρεθεί η τιμή της συνάρτησης  g  στο σημείο  x0 = 0. 

(Εξετάσεις  1992) 
 
5.63. Αν μια συνάρτηση  f  έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο  , να αποδείξετε ότι: 

            [ ( ) ( )]
β

α
x f x f x dx′′ ′⋅ +∫  = β. ( )f β′ – α. ( )f ′ α . 

 
5.64. Θεωρούμε μια συνάρτηση  f  η οποία έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο διάστημα  [0,π] , με  

f (π) = 2  και  dxxxfxf
π

ημ∫ ⋅′′+
0

)]()([  = 5.  Να υπολογίσετε το  f (0). 

[Απ.3] 
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5.65. Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη στο  , η οποία έχει συνεχή  f ′′  στο  , παρουσιάζει το-
πικό ακρότατο στο σημείο  x0 = 2  και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο  Α(0,1). 

Αν ισχύει  [ ]
2

0
( ) 3 ( )x f x f x dx′′ ′⋅ +∫ = – 8

3
,  να υπολογίσετε το  f (2). 

(Εξετάσεις  1994) 
 
5.66. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = e–x.συνx. 

i) Αν  Ι = ( )
β

α
f x dx∫ ,  δείξτε ότι  Ι = 1

2 αe
⋅ (συνα – ημα) – 1

2 βe
⋅ (συνβ – ημβ) 

ii) Αν  Ι(λ) = 
0

( )
λ

f x dx∫ , με  λ > 0  να αποδείξετε ότι  lim
λ→+∞

 Ι(λ) = 0. 

 
5.67. Έστω  f : [α, β]→  με  f (α) = f (β) = 0. Υποθέτουμε ότι η  f ′  είναι συνεχής και ότι 

2[ ( )]
β

α
f x dx∫  = 1.  Να αποδείξετε ότι: 

i)   ( ) ( )
β

α
x f x f x dx′⋅ ⋅∫  = – 1

2
. 

ii) ( )( )2 2 2[ ( ) ] [ ( )]
β β

α α
x f x dx f x dx′⋅∫ ∫  ≥  1

4
. 

 
5.68. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
21 1

0

xx e dx+⋅∫                                  β) 
31 2 1

0

xx e dx+⋅∫                                  γ) 
ln5

0
1x xe e dx⋅ −∫  

[Απ.α)
2e -e
2

 β) 
2e -e
3

 γ) 16
3
] 

 

5.69. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα:     α) 
1

0

1
2 1

dx
x+∫                  β) 

1

30

1
(2 1)

dx
x+∫  

[Απ.α) 3 -1 β) 2
9
] 

 
5.70. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
2 2

0
ημ συν

π /
x x dx⋅∫          β) 5

0
ημ συν

π
x x dx⋅∫          γ) 

2

0
συν ημ

π /
x x dx⋅∫         δ) 

2 ημ συν
π / x

π
e x dx

−
⋅∫  

[Απ.α) 1
3
 β)0 γ) 2

3
 δ)e-1] 

 
5.71. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
1

20

2 1
1

x dx
x x

+
+ +∫              β) 2

2
0

ημ2
1 ημ

x dx
x

π

+∫             γ) 2
2

0

ημ2
1 συν

x dx
x

π

+∫         δ) 
2

23
2

ημ
(1 συν )

x dx
x

π

π +∫  

[Απ.α)ln3 β)ln2 γ)ln2 δ)- 1
2
] 

 
5.72. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
1

20 1
x dx

x +∫                            β) 
22

30

6
2 9

x dx
x +∫                            γ) 

2 2

1
(2 1) 2x x x dx+ + −∫   

δ) 
1

3 20 1
x dx

x +∫  

[Απ.α) 2 -1 β)4 γ) 16
3
 δ) 3

4
( 3 4 -1)] 

 
5.73. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 21 x+ + λx ,  λ∈ . 
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α) Να υπολογίσετε την τιμή του  λ  αν είναι γνωστό ότι  lim
x→+∞

( )f x
x

 = 1. 

β) Για την τιμή του  λ  που βρήκατε παραπάνω να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
1

20 ( )
x dx

f x∫ . 

(Εξετάσεις  1996) 
 

5.74. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2(ln ) αν 1

αν 1x

x xx
xe e x

⎧
≥⎪

⎨
⎪ − <⎩

. 

i) Να εξετάσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη συνέχεια. 

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 
0

( )
e

f x dx∫ . 

[Απ.ii)I= 4
3
-e] 

5.75. Αν  Ι = 2

0

συν
ημ συν

x dxx x

π

+∫   και  J = 2

0

ημ
ημ συν

x dxx x

π

+∫   να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

α) Ι + J                                       β) Ι – J                                       γ) Ι  και  J  
[Απ.α) π

2
 β)0 γ)Ι=J= π

4
] 

 
5.76. Η συνάρτηση  f : →   έχει συνεχή παράγωγο και ικανοποιεί την ισότητα 

  ( )( )
β f x

α
f x dxe′ ⋅∫  = 0   όπου  α, β∈   με  α < β. Να αποδείξετε ότι: 

i)  f (α) = f (β) 
ii) Η εξίσωση  ( )f x′ = 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα  (α, β). 

(Εξετάσεις  2001) 
 
5.77. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [–α, α] , α > 0, τότε αποδείξτε ότι:   

       ( )
a

α
f x dx

−∫  = ( )
a

α
f x dx

−
−∫ . 

 
5.78. α) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [0, α] , τότε αποδείξτε ότι:  

           
0

( )
α

f x dx∫  = 
0

( )
α

f α x dx−∫  = 1
2 ⋅ 0

[ ( ) ( )]
α

f x f α x dx+ −∫ . 

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 
20061

2006 20060 (1 )
x dx

x x+ −∫ . 

[Απ.β) 1
2
] 

 
5.79. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [0, α] , τότε αποδείξτε ότι: 

         
2

0
( )

α
f x dx∫  = 

0
( )

a

f x dx∫ +
0

(2 )
a

f α x dx−∫ . 

 
5.80. Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [–α, α] , α > 0. Να αποδείξετε ότι:    

        ( )
a

α
f x dx

−∫  = 
0

[ ( ) ( )]
a

f x f x dx+ −∫ . 

 
5.81. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [α, β] ,  τότε αποδείξτε ότι:   

        ( )
β

α
f x dx∫  = (β – α)

1

0
( ( ) )f α β α x dx+ −∫ . 
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5.82. Για τα επόμενα ερωτήματα χρησιμοποιείστε την ισότητα  
         ( )

β

α
f x dx∫  = ( )

β

α
f α β x dx+ −∫ ,  

αν η  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο  [α, β]. 

α) Να αποδείξετε ότι  22

0
ημ

π

x dx∫  = 22

0
συν

π

x dx∫   και μετά να υπολογίσετε καθένα από τα δύο ο-

λοκληρώματα. 

β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = ( )2
0

συν ημx x dx−∫
π

. 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
2

0
ημ ημ2 ημ3x x x dx⋅ ⋅∫

π
. 

δ) Να υπολογίσετε το ολοκληρώματα   Ι = 2

0

ημ
ημ συν

x
dx

x x+∫
π

  και   J = 2

0

συν
ημ συν

x dx
x x+∫

π

. 

ε) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 4 22
0
ημ συνx x dx⋅∫

π

. 

στ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 
/ 3

2/ 6

1
1 εφ

dx
x+∫

π

π
. 

ζ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα    Ι = 
1

21

1
(2 1)( 4)x dx

x− + −∫ . 

[Απ.α) π
4
 β)0 γ)0 δ) π

4
 ε) π

32
 στ) π

12
ζ)- 1

4
ln3] 

 

5.83. Αν  α, β > 0, να αποδείξετε ότι  
1

0
(1 )α βx x dx⋅ −∫  = 

1

0
(1 )β αx x dx⋅ −∫ . 

 
5.84. Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [–1,1], να αποδείξετε ότι:  

           2
0

(ημ )f x dx∫
π

 = 2
0

(συν )f x dx∫
π

. 

 
5.85. Αν η  f  είναι συνεχής συνάρτηση στο  [α, β] , με  α ≠ 0  και  γ∈   τότε να αποδείξετε ότι     

          ( )
β

α
f x dx∫   =  ( )

β γ
α

α γ
α

α f αx γ dx
−

− ⋅ +∫  

 
5.86. Α) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και ικανοποιεί τη σχέση   

             f (x) = f (α + β – x)  για κάθε  x∈ [α, β] ,  

τότε να αποδείξετε ότι:  ( )
β

α
x f x dx⋅∫  = 2

α β+ ( )
β

α
f x dx⋅∫  

Β) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

i)  Ι = 
2 1

1
[ (3 ) ]ν νx x x dx+ + −∫  ,  ν *∈                                               ii)  I = 20

ημ
4 συν

x x dx
x

⋅
−∫

π
 

Γ) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  [–1,1], να αποδείξετε ότι: 
       

0
(ημ )x f x dx⋅∫

π  = 2
π ⋅

0
(ημ )f x dx∫

π . 

[Απ.Β)i)
ν+13(2 -1)
ν+1

 ii) π
4
ln3] 

 
5.87. Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α,β]  και ισχύει ότι   

f (x) + f (α + β – x) = c  για κάθε  x∈ [α, β] ,  όπου  c  σταθερός πραγματικός αριθμός.  

Να αποδείξετε ότι:  ( )
β

α
f x dx∫   =  (β–α).f ( 2

α β+ )  = 2
β α− ⋅ ( f (α)+f (β)). 

(Εξετάσεις  1996) 
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5.88. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) 
1

21

ημ
2

x x
dx

x−

⋅
+∫               β) 

2

22 1

x xe e dx
x

−

−

−
+∫ . 

 
5.89. Να αποδείξετε ότι:  i)  συνπ x

π
e dx

−∫  = 2 συν

0

π xe dx∫ . 

                                             ii)  1 2
1

( )φ x dx
−∫  = 2 1 2

0
( )φ x dx⋅∫  ,  φ  συνεχής στο  [–1,1]. 

 

5.90. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α)
1

20 1

1
1

x
dt dx

t
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠+∫ ∫        β)

21

40 1

3
1

x x dt dx
t

⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ ∫ . 

[Απ.α)1- 2  β)- 1
4
ln2)] 

 

5.91. Θεωρούμε συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  και την  g(x) = 
1

( )
x xf dtt∫ . Να βρείτε τη 

δεύτερη παράγωγο της  g. 
[Απ. ′′g (x)= ′f (x)

x
, x∈ (0,+ ∞ )] 

 

5.92. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = 
1

ln( )e
x xt dtt∫  ,  x > 0. 

i)  Να μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
iii)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση μηδενίζεται σε δύο μόνο σημεία. 

[Απ.i)Για x=1 μεγιστο το 1
2
 ii)(- ∞ , 1

2
]] 

 
5.93. Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα: 

α) 
3

22

2
1

dx
x −∫             β) 

1

20

1
3 2

x dx
x x

−
+ +∫             γ) 

31

20 4
x dx

x −∫             δ) 
20

21

2
4 3

x x dx
x x−

− −
− +∫  

[Απ.α)ln(
2

3 ) β)3ln3-5ln2 γ)
2

1 -4ln2+2ln3 δ)1-5ln2+2ln3] 

 
5.94. i)  Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β, γ  ώστε να ισχύει: 

             2
1

( 1)x x+
 = αx  + 2

β
x

 + 1
γ

x+  

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = 
2

3 21

1 dx
x x+∫ . 

[Απ.i)α=-1, β=γ=1 ii) 1
2
+ln 3

4
)] 

 
5.95. i)  Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β, γ  ώστε να ισχύει: 

          2
1

( 1)x x+
 = αx  + 1

β
x+  + 2( 1)

γ
x+

 

ii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = 
2

3 21

1
2

dx
x x x+ +∫ . 

[Απ.i)α=1, β=γ=-1 ii)ln 4
3
- 1
6
] 
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5.96. i)  Να προσδιορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς  α, β, γ  ώστε να ισχύει: 

                2
1

( 1)x x +
 = αx  + 2 1

βx γ
x
+
+

 . 

ii)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:    Ι = 
2

31

1 dx
x x+∫ . 

[Απ.i)α=1, β=-1, γ=0 ii) 1
2
ln 8

5
] 

 

5.97. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 
1

0

ν xx e dx⋅∫ , ν *∈ . 

α)  Να αποδείξετε ότι:   Ιν = e – ν.Ιν–1 ,  για  ν>1. 
β)  Να υπολογίσετε το   Ι5 . 

[Απ.β)-44e+120] 

 

5.98. Δίνεται το ολοκλήρωμα    Ιν = 
1

0

ν

x
x dx
e∫ , ν *∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι  Ιν = – 1
e  + ν.Ιν–1 ,  για  ν>1. 

β) Να υπολογίσετε το   Ι4 . 
[Απ.β)24- 65

e
] 

 
5.99. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 

1
(ln )

e
νx x dx⋅∫ , ν *∈ . 

α)  Να αποδείξετε ότι:   Ιν = 
2

2
e  – 2

ν .Ιν–1 ,  για  ν > 1. 

β)  Να υπολογίσετε το   Ι4 . 
[Απ.β)

2e -3
4

] 

 
5.100. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 

1
(ln )

e
νx dx∫ , ν *∈ . 

α)  Να αποδείξετε ότι:   Ιν = e – ν.Ιν–1 , για  ν > 1. 
β)  Να υπολογίσετε το   Ι4 . 

[Απ.β)9e-24] 

 
5.101. Έστω  Ιν = 

1
(ln )

e
α νx x dx⋅∫ , ν *∈   και  α ≠ –1. Να βρείτε τη σχέση που συνδέει το   Ιν  με το  

Ιν–1 . 
[Απ.Ιν= 1

α+1
(eα+1-νΙν-1)] 

 
5.102. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 

/ 2

/ 4
σφν x dx∫

π

π
, ν *∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι  Ιν = 1
1ν−  – Ιν–2 , για  ν > 2. 

β) Να υπολογίσετε το   Ι5. 
[Απ.β)- 1

4
+ 1
2
ln2] 

 
5.103. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 

0
συν

π νx x dx⋅∫ , ν *∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι   Ιν = – νπ ν – 1 – ν(ν – 1).Ιν–2 , για  ν > 2. 
β) Να υπολογίσετε το   Ι5 . 
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[Απ.β)-5π4+60π2-240] 

 

5.104. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 
1

20 1

νx dx
x+∫ ,  ν *∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι:   Ιν = 1
1ν−  – Ιν–2 ,  για  ν > 2. 

β) Να υπολογίσετε το   Ι5 . 
[Απ.β)- 1

4
+ 1
2
ln2] 

 

5.105. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) =  
2

2

3 αν 0
ln αν 0
x x

x x x
⎧ ≤
⎨

⋅ >⎩
. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = 

1
( )

e
f x dx

−∫ . 

[Απ.β)1+
2e
4
] 

 

5.106. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) =  
2

2

1 1 αν 02
0 αν 0

συν ημ αν 0

x xxe e x
x

x
x x x x

x

⎧ − + − <⎪
⎪

=⎨
⎪ ⋅ −⎪ >
⎩

. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:  Ι = 

1
( )f x dx

π

−∫ . 

[Απ.β) 2-3e
2e

] 

 
5.107. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = x.2x ,  x ≥ 0. 
α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη. 
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:   Ι = 

2 1

0
( )f x dx−∫ . 

[Απ.ii)
2

2
2ln 2-2ln2+1

ln 2
] 

 
5.108. i) Μια συνάρτηση  f  είναι  1-1  και παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α, β]  με  f (α) = α  και   

f (β) = β. Να αποδείξετε ότι:  1( )f x dx−∫
β

α
 = ( )2 ( )x f x dx−∫

β

α
. 

ii) Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 – x2 + x.  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  
1 1

0
( )f x dx−∫ . 

[Απ.ii) 7
12

] 

 
5.109. i) Μια συνάρτηση  f  είναι  1-1  και παραγωγίσιμη στο διάστημα  [α, β]  με   

f (α) = β  και  f (β) = α. Να αποδείξετε ότι  1( )f x dx−∫
β

α
 = ( )f x dx∫

β

α
. 

ii) Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1
6 x2 – 4

3 x + 3
2 . Να υπολογιστεί το  

3 1

1
( )f x dx−

−∫ . 

[Απ.ii) 20
9
] 

 
5.110. Να βρείτε τις συναρτήσεις  f , οι οποίες είναι ορισμένες και συνεχείς στο  (0,+∞ ),  για τις 
οποίες ισχύει     x.f (x) + 1

( )
x

f t dt∫  = 3x4 . 
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[Απ.f(x)=4x3-1] 

 
5.111. Θεωρούμε συνεχή συνάρτηση  f : →   που ικανοποιεί την ισότητα: 

   2

0
(1 ) ( )

x
t f t dt+∫   =  x2 + 

1 2

0
6 ( )x t t dt+∫ , x∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι  f (x) = 2
2 5

1
x

x
+
+

 . 

β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο   
Α(0, f (0)). 

(Εξετάσεις  2000) 
 
5.112. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f : →   για την οποία ισχύει: 

           ( )
x te f t dt− ⋅∫α  = e–x – e–α – e–x.f (x)  με   x, α∈ . 

(Εξετάσεις  1993) 
 
5.113. Να βρείτε τη συνάρτηση  f : (– 2

π , 2
π )→   με συνεχή δεύτερη παράγωγο για την οποία ι-

σχύουν:   f (0) = 1995  ,    (0)f ′ = 1   και    1 +
0

( ) συν
x

f t t dt′′ ⋅∫  = συν2x + 
0

( ) ημ
x

f t t dt′ ⋅∫ . 
(Εξετάσεις  1995) 

 

5.114. Έστω  f : *→  συνεχής συνάρτηση, για την οποία ισχύει η ισότητα  f (x) = 
1

1
( )

x t dtf t
−∫  + 1. 

i) Να αποδείξετε ότι  f (x) > 0 ,  για κάθε  x∈ . 
ii) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 

[Απ.f(x)= 2x -2x+2 ] 

 
5.115. Να βρείτε συνάρτηση  f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο    και επαληθεύει την ισότητα: 

f (x) = x2 + 
0

( )
x te f x t dt− ⋅ −∫ ,  για κάθε  x∈ . 

[Απ.f(x)=
3x
3
+x2] 

 
5.116. Έστω  h : [1,+∞ )→   συνεχής συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση: 

           h(x) = 1999(x – 1) + 
1

( )x h t dtt∫   για κάθε  x ≥ 1. Να αποδείξετε ότι: 

α) h(x) = 1999x.lnx ,  x ≥  1. 
β) Η  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  [1,+∞ ). 

(Εξετάσεις  1999) 
 
5.117. Η συνάρτηση  f : →  , είναι παραγωγίσιμη και ισχύει ότι ( )f x′ > 0 , για κάθε  x∈ . Να 

αποδείξετε ότι η συνάρτηση  F(x) = ( )f x t dt−∫
β

α
, x∈  με  α, β,  πραγματικούς αριθμούς, είναι 

παραγωγίσιμη και ότι αν υπάρχει  x0∈  με  0( )F x′  = 0, τότε   F(x) = 0  για κάθε  x∈ . 
(Εξετάσεις  1995) 

 
 

∗               ∗              ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 
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5.118. i)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ( )
2

1 10
Α ημ Β συν ... Α ημ( ) Β συν( )⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅∫

π

ν νx x νx νx dx . 

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  Α1.ημx + Β1.συνx + … + Αν.ημ(νx) + Βν.συν(νx) = 0 , ν *∈  και   
Α1, Β1, … , Αν, Βν∈ , έχει λύση στο διάστημα  [0, 2π]. 

 
5.119. Έστω  f : [0,1]→  συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει  s∈ [0,1]  ώστε 

        
1 2

0
( )x f x dx⋅∫  = ( )

3
f s . 

 
5.120. Έστω  f : →   συνεχής συνάρτηση στο  . Έστω  Ι: →   η συνάρτηση με 

 Ι(x) = ( )
1 2 2 2 4

0
( ) 2 ( )f t xt f t x t dt⎡ ⎤− +⎣ ⎦∫ , x∈ . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  Ι  παρουσιάζει ελά-

χιστο στο σημείο  x0 = 5
1 2

0
( )t f t dt∫ . 

(Εξετάσεις  2000) 
 
5.121. Θεωρούμε συνάρτηση  f  δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0,2]  με  f (1) = 1,  

(1)f ′ = 0   και  ( )f x′′ = – (2 )f x′′ −  για κάθε  x∈ [0,2]. 
α) Να δείξετε ότι  f (x) + f (2–x) = 2 ,  για κάθε  x∈ [0,2]. 
β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  

2

0
( )f x dx∫ . 

[Απ.β)2] 

 
5.122. Αν για κάθε  x∈  η συνάρτηση  f  είναι συνεχής και ισχύει  α.f (x) + β.f (–x) = γ, με  α+β ≠ 0, 

να αποδείξετε ότι 
2

2
( )f x dx

−∫  = 4γ
α β+

. 

 
5.123. Θεωρούμε συνάρτηση  g  συνεχή στο διάστημα  [1, e]. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  α∈ [1, e]  
τέτοιος, ώστε  

1
( ) ln

e
g x x dx⋅∫  = g(α). 

 

5.124. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα:   α) ( )1 2

0
ln 1x x dx+ +∫         β) 

1

0

2ln 2
x dxx

+
−∫ . 

[Απ.α)ln(1+ 2 )- 2 +1 β)3ln3-4ln2] 

 

5.125. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   Ι = 3
2 2

6

συν2
ημ συν

π

π
xx dx

x x
⋅

⋅∫ . 

[Απ.ln3- 2π 3
9

] 

 
5.126. Έστω συνάρτηση  f  η οποία έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο και  f (0) = 1,  f (1) = (0)f ′ = 

(1)f ′ = 0. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
1

0

( ) ( )
x

f x f x dx
e

′′ −∫ . 

[Απ.-1] 

 
5.127. Αν  κ, λ∈ , να αποδείξετε ότι: 

i)  
2

0
ημ( ) συν( )x x dx

π
κ λ⋅∫  = 0                                      ii)  

2

0
συν( ) συν( )κx λx dx⋅∫

π
 = 

0 αν
αν

κ λ
π κ λ

≠⎧
⎨ =⎩

 

iii)  
2

0
ημ( ) ημ( )κx λx dx⋅∫

π
 = 

0 αν
αν

κ λ
π κ λ

≠⎧
⎨ =⎩
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5.128. Αν  Ι = 2 44

0
ημ συν

π

x x dx⋅∫  και J = 2 44

0
συν ημ

π

x x dx⋅∫   να υπολογιστούν τα ολοκληρώματα: 

α) Ι + J                                       β) Ι – J                                       γ) Ι  και  J  
[Απ.α) π

32
 β) 1

24
 γ)Ι= π

64
+ 1
48

 J= π
64

- 1
48

] 

 

5.129. Δίνεται το ολοκλήρωμα    Ιν = 2

0
συν

π
ν x dx∫ , ν *∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι  Ιν = 1ν
ν
− .Ιν–2 , για  ν > 2. 

β) Να υπολογίσετε το   Ι5. 
[Απ.β) 8

15
] 

 

5.130. Δίνεται το ολοκλήρωμα   Ιν = 2

0
ημ

π
ν x dx∫ ,  ν *∈ . 

α)  Να αποδείξετε ότι  Ιν = 1ν
ν
− .Ιν–2 , για  ν > 2. 

β)  Να δείξετε ότι: Ιν = 

1 3 5 ... (2 1) αν 2
2 4 6 ... (2 ) 2

2 4 6 ... (2 ) αν 2 1
1 3 5 ... (2 1)

m π ν m
m

m ν m
m

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −⎧ ⋅ =⎪ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎪
⎨ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎪ = +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +⎪⎩

 

 

5.131. Δίνεται το ολοκλήρωμα    Ιν = 
11/ 2

20 1

νx dx
x

+

−∫ , ν∈ . 

α) Να αποδείξετε ότι:   Ιν = – 1
3

( 1) 2ν ++ ⋅ ν  + 1
ν
ν ⋅
+

Ιν–2 ,  ν ≥ 2. 

β) Να υπολογίσετε το   Ι4. 
[Απ.β) 8

15
- 49 3

150
] 

 
5.132. i) Έστω η συνάρτηση  f (x) = 

2xe ,  x∈ [0,1]. Να βρείτε, αν ορίζεται, την αντίστροφη της  f. 

ii) Να αποδείξετε ότι   
21

0

xe dx∫ + 
1

ln
e

x dx∫  = e. 

 
 
______________ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ_______________________________________ 
5.133. Να χαρακτηρίσετε  Σωστή  ή  Λάθος  κάθε μια από τις επόμενες προτάσεις. Να δικαιολογή-
σετε την απάντησή σας. 

I. Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα  [α, β]  και  ( )
β

α
f x dx∫ = 0, τότε είναι  

f (x) = 0  για κάθε  x∈ [α, β]. 

II. Ισχύει  
1

21

1 dx
x−∫  = 

1

1

1
x −

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
 = – 1

1  – ( )1
1−

−
 = –1 – 1 = –2. 
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ΕΝΟΤΗΤΑ    6 
 
 

 

ΕΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΥ  ΧΩΡΙΟΥ 
 

 
 
 
 
 

 βασικότερη εφαρμογή του ορισμένου ολοκληρώματος είναι ο υπολογι-
σμός εμβαδών χωρίων που σχηματίζουν οι γραφικές παραστάσεις συ-

ναρτήσεων. Άλλωστε στην προσπάθειά μας να υπολογίσουμε το εμβαδόν 
“κάτω” από καμπύλες φθάσαμε στην έννοια του ορισμένου ολοκληρώματος. 
Στην ενότητα 3  είδαμε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση μιας συνεχούς και μη αρνητικής συνάρτησης  f  του ά-
ξονα  x΄x  και των ευθειών  x = α, x = β  είναι ίσο με  Ε(Ω) = ( )

β

α
f x dx∫ . Τώ-

ρα θα εξετάσουμε την περίπτωση κατά την οποία η  f  παίρνει και αρνητικές 
τιμές. Ακόμα θα δούμε πως μπορούμε να υπολογίσουμε εμβαδά χωρίων που 
σχηματίζονται από τις γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. 

 
Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από μια συνάρτηση 
6.1. ΠΡΟΤΑΣΗ: Μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και  f (x) ≤  0  

για κάθε  x∈  [α, β]. Το εμβαδόν του χωρίου  Ω  που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της  f  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες  x = α , 
 x = β  ισούται με  
                  Ε(Ω) = – ( )

β

α
f x dx∫ . 

Απόδειξη:  
Το χωρίο  Ω΄  που είναι συμμετρικό του  Ω  ως προς τον άξονα  
x΄x, ορίζεται από τη γραφική παράσταση της συνεχούς 
συνάρτησης  – f  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες  x = α ,  x = β. 
Επομένως   
     Ε(Ω) = Ε(Ω΄) = ( )( )

β

α
f x dx−∫  = – ( )

β

α
f x dx∫ .  

 
6.2. ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  Η έκφραση “Το χωρίο που σχηματίζεται από τη γραφική παράσταση της 

συνεχούς συνάρτησης  f, τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες  x = α , x = β (α < β) , με  f (x) ≥ 0, 
για κάθε  x∈ [α, β]” , συμβολικά γράφεται:  

“Το χωρίο που σχηματίζεται από τα σημεία  Μ(x,y)  με  
0 ( )
α x β

y f x
≤ ≤⎧

⎨ ≤ ≤⎩
.” 

Η
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Αν  f (x) ≤ 0, για κάθε  x∈ [α, β]” , τότε γράφεται:  

“Το χωρίο που σχηματίζεται από τα σημεία  Μ(x, y)  με  
( ) 0
α x β

f x y
≤ ≤⎧

⎨ ≤ ≤⎩
.” Πρόκειται για το 

χωρίο  Ω  στο παραπάνω σχήμα, που είναι ισοδύναμο με το χωρίο  Ω΄ που δημιουργείται 

από τα σημεία  (x, y)  με  
0 ( )
α x β

y f x
≤ ≤⎧

⎨ ≤ ≤ −⎩
. 

 
6.3. ΠΡΟΤΑΣΗ: Το εμβαδόν του χωρίου  Ω  που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της συνεχούς συνάρτησης  f, τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες  
x = α , x = β  ισούται με  
                  Ε(Ω) = ( )

β

α
f x dx∫ . 

Απόδειξη:  
Η συνάρτηση  f  δεν διατηρεί σταθερό 
πρόσημο στο διάστημα  [α, β] είναι δηλαδή 
κατά τμήματα θετική και αρνητική, όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Το εμβαδόν 
του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση της  f  τον άξονα  x΄x  
και τις ευθείες  x = α, x = β  ισούται με  
Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) + Ε(Ω3)    
         = ( )

γ

α
f x dx∫ + ( )

δ

γ
f x dx−∫ + ( )

β

δ
f x dx∫  

         = ( )
γ

α
f x dx∫  + ( )

δ

γ
f x dx∫  +  ( )

β

δ
f x dx∫  = ( )

β

α
f x dx∫ .  

 
Εμβαδόν χωρίου που ορίζεται από δύο συναρτήσεις 
6.4. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω δύο συναρτήσεις  f, g  συνεχείς στο διάστημα  [α, β]  με 

f (x) ≥  g(x) ≥  0  για κάθε  x∈ [α, β], και  Ω  το χωρίο που περικλείεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των  f, g  και τις ευθείες  x = α  και   
x = β.  Το εμβαδόν του  Ω  ισούται με  
                  Ε(Ω) = [ ]( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ . 

Απόδειξη:  
 

        
Παρατηρούμε ότι 
     Ε(Ω) = Ε(Ω1) – Ε(Ω2) = ( )

β

α
f x dx∫  – ( )

β

α
g x dx∫  = [ ]( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ .  

 
6.5. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω δύο συναρτήσεις  f, g  συνεχείς στο διάστημα  [α, β]  με 

f (x) ≥  g(x)  για κάθε  x∈ [α, β], και  Ω  το χωρίο που περικλείεται από 



ΕΝΟΤΗΤΑ  6Η:   ΕΜΒΑΔΟΝ  ΕΠΙΠΕΔΟΥ  ΧΩΡΙΟΥ                                                       409 

τις γραφικές παραστάσεις των  f, g  και τις ευθείες  x = α  και   
x = β.  Το εμβαδόν του  Ω  ισούται με  
                  Ε(Ω) = [ ]( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ . 

Απόδειξη:  

                               
Επειδή οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς στο  [α, β], θα υπάρχει αριθμός  c∈   τέτοιος ώστε  
f (x) + c ≥  g(x) + c ≥  0, για κάθε  x∈ [α, β]. Το χωρίο  Ω  έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο  
Ω΄, επομένως,   
   Ε(Ω) = Ε(Ω΄) = ( ) ( )[ ]( ) ( )

β

α
f x c g x c dx+ − +∫  = [ ]( ) ( )

β

α
f x c g x c dx+ − −∫  = [ ]( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ .  

 
6.6. ΠΡΟΤΑΣΗ: Έστω δύο συναρτήσεις  f, g  συνεχείς στο διάστημα  [α, β], και  Ω  το 

χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των  f, g  και τις 
ευθείες  x = α  και  x = β.  Το εμβαδόν του  Ω  ισούται με  
                  Ε(Ω) = ( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ . 

Απόδειξη:  
Όταν η διαφορά  f (x) – g(x)  δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσημο στο  [α, β] όπως φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα, τότε το εμβαδόν του χωρίου  Ω  
που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των  f, g  και τις ευθείες  x = α  και  x = β  είναι 
ίσο με το άθροισμα των χωρίων  Ω1, Ω2  και  Ω3. 
Τότε έχουμε   
 
 Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) + Ε(Ω3)  
= [ ]( ) ( )

γ

α
f x g x dx−∫ + [ ]( ) ( )

δ

γ
g x f x dx−∫ + [ ]( ) ( )

β

δ
f x g x dx−∫   

= ( ) ( )
γ

α
f x g x dx−∫  + ( ) ( )

δ

γ
f x g x dx−∫  +  ( ) ( )

β

δ
f x g x dx−∫  = ( ) ( )

β

α
f x g x dx−∫ .  

 
 
______________ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ___________________________________________ 
 

6.7. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης  f (x) = 
)⎧

⎪
⎨
⎪⎩

εφ( αν 0 14

2 αν 1

≤ ≤

− ≥

πx x

x x
  τον άξονα  y΄y  και την ευθεία  x = 4. 

Λύση: 
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o Αν  x∈ [0,1)  είναι συνεχής ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  f1(x) = 4
πx   και   

f2(x) = εφx. 
o Αν  x∈ (0,4]  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 
o Είναι  f (1) = εφ 4

π = 1  και  
1

lim
x −→

f (x) = 
1

lim
x −→

εφ( 4
πx ) = εφ 4

π = 1 ,  

1
lim
x +→

f (x) = 
1

lim
x +→

(2– x ) = 2– 1  = 1. Επομένως η  f  είναι συνεχής και στο  1. 

Άρα η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,4]. 
Όταν  0 ≤  x ≤ 1  είναι  f (x) = εφ( 4

πx ) ≥ 0  και όταν  1 < x ≤  4 ⇒  1 < x ≤  4  ⇒  

1 < x ≤  2 ⇒  –1 > – x ≥  –2 ⇒  2 – 1 > 2– x ≥  2–2 ⇒  0 ≤  2 – x  < 1⇒  0 ≤  f (x) < 1. 
Επομένως, f (x) ≥  0  για κάθε  x∈ [0,4]. 

Είναι  Ε1 = 
1

0
( )f x dx∫ =

1

0
εφ( )4

πx dx∫ =
1

0

4

4

ημ( )

συν( )

πx

πx
dx∫ = 

1

0 4
4

1 ημ( )
συν( )

πx
πx

dx⋅∫ . 

Θέτουμε  u = συν( 4
πx )  οπότε  du = ( )συν( )4

πx ′
dx ⇒  du = –ημ( 4

πx ) ( )4
πx ′

 ⇒  

 du = – 4
π ⋅ ημ( 4

πx ) dx ⇒  – 4
π ⋅ du = ημ( 4

πx ) dx. 

Αν  x = 0 ⇒  u = συν0 = 1   και  αν  x = 4 ⇒  u = συν( 4
π ) = 2

2 . 

Άρα  Ε1 = 
2

2

1

1 4( ) duu π⋅ −∫ = – 4
π ⋅

2
2

1

1 duu∫  = – 4
π ⋅ [ ] 2 / 2

1ln u  = – 4
π ⋅ (ln

2
2 – ln1) = – 4

π ⋅ ln
1/ 22−   

= – ( )4 1
2π ⋅ − ln2 = 2

π ⋅ ln2 τ.μ. 

Επίσης  Ε2 = 
4

1
( )f x dx∫ = 4

1
(2 )x dx−∫ = 

4
3/ 2

1

22 3x x⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
= 

4

1

22 3
x xx⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 =  

(8– 2 4 4
3

⋅ ⋅ ) – (2– 2 1 1
3
⋅ ⋅ ) = 8 – 16

3  – 2 + 2
3  = 6 – 14

3  = 4
3  τ.μ. 

Άρα το ζητούμενο εμβαδόν είναι  Ε = Ε1 + Ε2 = 2
π ⋅ ln2 + 4

3  τ.μ. 

 
 

6.8. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των συναρτήσεων  f (x) = x.ημ2x  τον άξονα  y΄y  και τις ευθείες  y = x,  x = π. 

Λύση: 

Οι συναρτήσεις  f (x) = x.ημ2x   και  g(x) = x  είναι συνεχείς στο διάστημα  [0,π]. 
Είναι  f (x) – g(x) = x.ημ2x – x = x.(ημ2x–1) ≤  0  δηλαδή  f (x) ≤  g(x)  για κάθε  x∈ [0,π]. 
Άρα το ζητούμενο εμβαδόν ισούται με  
Ε = 

0
[ ( ) ( )]

π
g x f x dx−∫ =

0
( ημ2 )

π
x x x dx− ⋅∫ = 

0

π
x dx∫ –

0
ημ2

π
x x dx⋅∫   

= 
2

02

πx⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ( )
0

συν2
2

π xx dx
′

⋅∫ = (
2 0

2 2
π − ) + 

0

συν2
2

πxx⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
– 

0

συν2( ) 2
π xx dx′⋅∫   

= 
2

2
π  + ( συν2

2
ππ ⋅  – συν00 2⋅ ) – 1

2 ⋅ 0
συν2

π
x dx∫ = 

2

2
π + 1

2π ⋅  – 1
2 ⋅ 0

ημ2
2

πx⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
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= 
2

2
π + 2

π  – 1
2 ⋅

ημ2 ημ0
2 2
π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = 

2

2
π π+  – 1

2 ⋅ (0–0) = ( 1)
2

π π+ τ.μ. 

 
 

6.9. Α. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1
x  ,  με  x > 0. 

α)  Να βρείτε το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της  f , τον ημιάξονα  Οx  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 , x = α  όπου  α > 1. 

β)  Να βρείτε το εμβαδόν  Ε(β)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της  f , τον ημιάξονα  Οx  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 , x = β  όπου  0 < β < 1. 

γ)  Να βρείτε το εμβαδόν  Ε1  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  
f , τον ημιάξονα  Οx  και την ευθεία με εξίσωση  x = 1, καθώς και το εμβαδόν  Ε2  του 
χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f , και τις ευθείες με εξισώ-
σεις  x = 0  και  y = 1. 

Β. Το ίδιο για τη συνάρτηση  f (x) = 2
1

x
 ,  με  x > 0. 

Λύση: 
Α. α)  Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [1, α]  και  f (x) > 0  για κάθε  x∈ [1,α]. 
Έχουμε  Ε(α) = 

1
( )

α
f x dx∫ = 

1

1α
dxx∫  = [ ]1ln αx  = lnα – ln1 = lnα τ.μ. 

β)  Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [β,1]  και  f (x) > 0  για κάθε  x∈ [β,1]. 
Έχουμε  Ε(β) = 

1
( )

β
f x dx∫ = 

1 1
β

dxx∫  = [ ]1ln βx  = ln1 – lnβ = –lnβ τ.μ. 

γ)  Είναι  Ε1 = lim
α→+∞

Ε(α) = lim
α→+∞

lnα = +∞   και    

Ε2 = 
0

lim
β +→

[Ε(β) – Ετετρ] = 
0

lim
β +→

(–lnβ) – 1 = –(–∞ ) – 1 = (+∞ ) – 1 = +∞ . 

                                                  
Β. α)  Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [1,α]  και  f (x) > 0  για κάθε  x∈ [1,α]. 

Έχουμε  Ε(α) = 
1

( )
α

f x dx∫ = 21

1α
dx

x∫  = 
1

1 α

x
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 = – 1
α + 1 = 1α

α
−  τ.μ. 

β)  Η  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [β,1]  και  f (x) > 0  για κάθε  x∈ [β,1]. 

Έχουμε  Ε(β) = 
1

( )
β

f x dx∫ = 
1

2
1

β
dx

x∫  = 
11
βx

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
 = –1 + 1

β  = 1 β
β
−  τ.μ. 

γ)  Είναι  Ε1 = lim
α→+∞

Ε(α) = lim
α→+∞

(1– 1
α ) = 1  και   

Ε2 = 
0

lim
β +→

[Ε(β) – Ετετρ] = 
0

lim
β +→

( 1
β –1) – 1 = (+∞ ) –1 – 1 = (+∞ ) – 2 = +∞ . 

 
6.9.1. ΣΧΟΛΙΟ:  Στις δύο προηγούμενες συναρτήσεις βλέπουμε ότι το εμβαδόν  Ε1  διαφέρει 

“δραματικά” παρ’ όλο που οι δύο συναρτήσεις φαίνεται να είναι της ίδιας μορφής (γνησίως 
φθίνουσες με οριζόντια ασύμπτωτη τον  Οx) 
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6.10. i) Να αποδείξετε ότι η ευθεία  (ε): x + y = 0  είναι εφαπτόμενη της γραφικής παράστα-
σης της συνάρτησης  f (x) = lnx – x2. 

ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τη γραφική παράστα-
ση της  f  την εφαπτόμενή της  (ε)  και τις ευθείες  x = 1  και  x = α, με  0 < α < 1. 

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τη γραφική παράστα-
ση της  f  την ευθεία  (ε)  τον άξονα  y΄y  και την ευθεία  x = 1. 

Λύση: 

i)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  με  ( )f x′ = (lnx–x2)΄ = 1
x  – 2x   

Έστω  σημείο  Μ(x0, f (x0))  της  Cf. Η εξίσωση της εφαπτόμενης στο σημείο  Μ  είναι: 
y – f (x0) = 0( )f x′ (x – x0) ⇔  y = 0( )f x′ x + f (x0) –x0 0( )f x′⋅  ⇔   

y = (
0

1
x  – 2x0).x + lnx0 – 2

0x – x0.(
0

1
x  – 2x0) ⇔  y = (

0

1
x  – 2x0).x + lnx0 + 2

0x – 1. 

Η ευθεία  (ε): x + y = 0 ⇔  y = – x  είναι εφαπτόμενη της  Cf  αν και μόνο υπάρχει σημείο 
της  Μ(x0, f (x0))  τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη σ’ αυτό να συμπίπτει με την  (ε), δηλαδή αν και 
μόνο αν 

0
0

2
0 0

1 2 1

ln 1 0

xx
x x

⎧ − = −⎪
⎨
⎪ + − =⎩

⇔
2
0 0

2
0 0

1 2
ln 1 0

x x
x x
− = −⎧

⎨
+ − =⎩

⇔
2
0 0

2
0 0

2 1 0
ln 1 0

x x
x x
− − =⎧

⎨
+ − =⎩

⇔ 0 0

2
0 0

11 ή ( )2
ln 1 0

x x απορρίπτεται

x x

⎧ = = −⎪
⎨
⎪ + − =⎩

 

⇔ 0 1
ln1 1 1 0

x =⎧
⎨ + − =⎩

⇔  x0 = 1. Είναι  f (1) = ln1 – 12 = –1, άρα  Μ(1,–1). 

ii)  Η  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  με  ( )f x′′ = ( )1 2xx
′

− = – 2
1
x

 – 2 < 0. Άρα 

η  f  είναι κοίλη στο  (0,+∞ ), οπότε η εφαπτόμενή της  (ε)  θα βρίσκεται “πάνω” από την  Cf. 
Δηλαδή  f (x) ≤  g(x) = y = –x  για κάθε  x∈ (0,+∞ ). Οι συναρτήσεις  f, g  είναι συνεχείς ο-
πότε  Ε(α) = 

1
[ ( ) ( )]

α
g x f x dx−∫ = 

1 2( ln )
α

x x x dx− − +∫ = –
1

α
x dx∫ –

1
ln

α
x dx∫ +

1 2
α

x dx∫   

= –
12

2 α

x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

–
1
( ) ln

α
x x dx′⋅∫ +

13

3 α

x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 = –( 1
2 –

2

2
α ) – [ ]1ln αx x⋅ +

1
(ln )

α
x x dx′⋅∫ + ( 1

3 –
3

3
α ) 

= – 1
2 +

2

2
α  – (1.ln1–α.lnα) +

1 1
α

x dxx⋅∫ + 1
3 –

3

3
α  = – 1

2 +
2

2
α  + 

α.lnα +
1
1
α

dx∫ + 1
3 –

3

3
α   

= – 1
2 +

2

2
α  + α.lnα + 1 – α+ 1

3 –
3

3
α  = 5

6 –
3

3
α +

2

2
α – α + α.lnα 

iii) Το ζητούμενο εμβαδόν είναι:  
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Ε = 
0

lim
α +→

Ε(α) = 
0

lim
α +→

( 5
6 –

3

3
α +

2

2
α – α + α.lnα). 

Είναι  
0

lim
α +→

(α.lnα) = 
0

lim
α +→

ln
1
α

α

 
−∞
+∞
=  

0
lim
α +→ ( )

(ln )

1

α

α

′
′

 = 
0

lim
α +→

2

1

1
α

α
−

  

= –
0

lim
x +→

2α
α  = –

0
lim
x +→

α = 0.  Επομένως, Ε = 5
6  τ.μ. 

 
 

6.11. Να βρείτε το εμβαδόν της περιοχής που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 

των συναρτήσεων  y = 2x , y = ( )1
2

x

 και τις ευθείες  y = 2, x = 2. 

Λύση: 
Στο διπλανό σχήμα βλέπουμε την περιοχή που 
περικλείται από τις γραφικές παραστασεις των 
δύο συναρτήσεων καθώς και τις δύο ευθείες. Η 
ευθεία με εξίσωση  x = 1, χωρίζει την περιοχή σε 
δύο άλλες. Η πρώτη, με εμβαδόν  Ε1, σχηματίζε-
ται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτή-

σεων  f (x) = 2x, g(x) = ( )1
2

x

 και την ευθεία   

x = 1. Η δεύτερη, με εμβαδόν  Ε2, σχηματίζεται 
από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων   

g(x) = ( )1
2

x

, h(x) = 2 και τις ευθείες  x = 1, x = 2. 

Είναι  Ε1 = 
1

0
[ ( ) ( )]f x g x dx−∫ = ( )1

0

1
2

2
x

x dx⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦∫ = 
( )

1

0

1
2

1
2

2
ln 2 ln

x

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

1

1

0

1
22

ln 2 ln 2
xx

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 

1

0

2 1
ln 2 2 ln 2

x

x
⎡ ⎤−⎢ ⎥−⎣ ⎦

= 
1

0

2 1
ln 2 2 ln 2

x

x
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

= ( 2
ln 2 + 1

2 ln 2⋅
) – ( 1

ln 2 + 1
ln 2 ) = 2

ln 2 + 1
2 ln 2⋅

 – 1
ln 2 – 1

ln 2  

= 1
2 ln 2⋅

τ.μ. 

Ε2 = 
2

1
[ ( ) ( )]h x g x dx−∫ = ( )2

1

1
2

2
x

dx⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦∫ = 
( )

2

1

1
2

1
2

2
ln

x

x
⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 
2

1

12
2 ln 2xx⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

= (4+ 1
4 ln 2⋅

) – 

(2+ 1
2 ln 2⋅

) = 4 + 1
4 ln 2⋅

 – 2 – 1
2 ln 2⋅

 = 2 – 1
4 ln 2⋅

τ.μ. 

Επομένως, Ε = Ε1 + Ε2 = 1
2 ln 2⋅

 + 2 – 1
4 ln 2⋅

 = 2 + 1
4 ln 2⋅

τ.μ. 

 
 

6.12. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = lnx. 
α)  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  ε  της γραφικής παράστασης της  f  η οποία 

τέμνει τον άξονα  y΄y  στο  1. 
β)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f , 

την εφαπτόμενη  ε  και τους ημιάξονες  Οx, Oy. 
Λύση: 
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α)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ )  με ( )f x′ = 1
x . Έστω  Μ(x0, f (x0))  το σημείο της 

γραφικής παράστασης της  f  στο οποίο η εφαπτόμενή της  ε  διέρχεται από το σημείο  
Α(0,1). Η εξίσωση της  ε  είναι   
             y – f (x0) = ( )f x′ (x – x0) ⇔  y – lnx0 = 

0

1
x (x – x0) ⇔  y =

0

1
x x + lnx0 – 1. 

Το σημείο  Α(0,1)  ανήκει στην  ε  άρα  1 =
0

1
x ⋅ 0 + lnx0 – 1 ⇔  lnx0 = 2 ⇔  x0 = e2. 

Επομένως, η εξίσωση της  ε  είναι  y = 2
1
e

x + lne2 – 1 ⇔  y = 2
1
e

x + 2 – 1 ⇔  y = 2
1
e

x + 1. 

β) 

                            
Στο παραπάνω σχήμα παρατηρούμε ότι το ζητούμενο εμβαδόν είναι  Ε = ΕΟΑΜΒ – Ε1. 

Το τετράπλευρο  ΟΑΜΒ  είναι τραπέζιο, άρα  ΕΟΑΜΒ = ( )
2

OA AM OB+ ⋅  = 
2(1 2)

2
e+ ⋅  = 

23
2
e τ.μ. 

Ε1 = 
2

1
( )

e
f x dx∫ = 

2

1
ln

e
x dx∫ = 

2

1
( ) ln

e
x x dx′⋅∫ = [ ]

2

1ln ex x⋅ –
2

1
(ln )

e
x x dx′⋅∫   

= e2.lne2 – 1.ln1 –
2

1

1e
x dxx⋅∫  = 2e2.lne – 0 –

2

1
1

e
dx∫  = 2e2 – (e2–1) = 2e2 – e2 + 1 = e2 + 1 τ.μ.. 

Επομένως,  Ε = 
23

2
e – (e2 + 1) = 

23
2
e – e2 – 1 = 

2 2
2

e − τ.μ. 

 
 

6.13. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης   

f (x) = 1
2 x2  η οποία σχηματίζει με την  Cf  και τον άξονα  Ox  εμβαδόν  ίσο με  8

3  τ.μ. 

Λύση: 
Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με   

( )f x′  = ( 1
2 x2)΄ = 1

2 2x = x. 

Έστω  Μ(x0, f (x0))  το σημείο της  Cf  στο οποίο η εφαπτόμενη  
ε  σχηματίζει με αυτήν και τον άξονα  Ox  εμβαδόν  8

3 τ.μ. Η 

εξίσωση της  ε  είναι   
y – f (x0) = 0( )f x′ (x – x0)  ⇔  

y – 2
0

1
2

x  = x0(x – x0)  ⇔   y = x0.x + 2
0

1
2

x  – 2
0x   ⇔    

y = x0.x – 2
0

1
2

x . 
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Για  y = 0  έχουμε  0 = x0.x – 2
0

1
2

x   ⇔   –x0.x = – 2
0

1
2

x   ⇔   x = 0

2
x . Άρα η  ε  τέμνει τον άξονα  

Οx  στο σημείο  Α( 0

2
x , 0). Αν  Ε1  είναι το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζεται από την  Cf  

τον  x΄x  και την ευθεία με εξίσωση  x = x0, τότε 

Ε = Ε1 – ΕΑΒΜ  ⇔   8
3  = 0

0
( )

x
f x dx∫  – 1

2 (ΑΒ)(ΒΜ)  ⇔   8
3  = 

0 2

0

1
2

x
x dx∫  – 1

2 (ΑΒ)(ΒΜ)  ⇔  

8
3  = 

03

0

1
2 3

x
x⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 – 

2
0 01

2 2 2
x x
⋅ ⋅   ⇔   8

3  = 
3 3
01 0

2 3 3
x⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – 

3
0

8
x   ⇔   8

3  = 
3
0

6
x  – 

3
0

8
x   ⇔   8

3  = 
3 3
0 04 3
24

x x−   

⇔   8
3  = 

3
0

24
x   ⇔   3

0x  = 64  ⇔   x0 = 3 64   ⇔   x0 = 4. 

Άρα  η εξίσωση της  ε  είναι:  y = 4x – 1
2 ⋅4

2  ⇔   y = 4x – 8. 

 
 

6.14. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1
6 x3 + 1

3 x. 

α)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφο. 
β)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων  f  και  f–1. 
Λύση: 
α)  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    ως πολυωνυμική συνάρτηση, με 

( )f x′  = ( )31 1
6 3

x x
′

+  = 1
6 ⋅ 3x2 + 1

3  = 1
2 x2 + 1

3  > 0. 

Άρα η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  , οπότε θα 
είναι  1-1  δηλαδή θα έχει αντίστροφο. 
β)  Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  f  
και  f –1  είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία με 
εξίσωση  y = x. Επειδή η  f  είναι γνησίως αύξου-
σα, για να βρούμε τις τετμημένες των σημείων το-
μής τους θα λύσουμε την εξίσωση 
f (x) = f –1(x)  ⇔   f (x) = x  ⇔   1

6 x3 + 1
3 x = x  

⇔   x3 + 2x = 6x  ⇔   x3 – 4x = 0  ⇔   x(x2 – 4) = 
0  ⇔   x = 0  ή  x2 – 4 = 0  ⇔   x = 0  ή  x2 = 4  ⇔   
x = 0  ή  x = 2  ή  x = –2. 
Επειδή το χωρίο είναι συμμετρικό ως προς την ευ-
θεία  y = x , το ζητούμενο εμβαδόν θα ισούται με   
 

Ε = 2
2

2
( )f x x dx

−
−∫  = 2

0

2
( )f x x dx

−
−∫  + 2

2

0
( )f x x dx−∫  = 4

2

0
( )f x x dx−∫   

   = 4
2

0
[ ( )]x f x dx−∫  = 4 ( )2 3

0

1 1
6 3x x x dx− −∫  = 4 ( )2 3

0

2 1
3 6x x dx−∫   

   = 4
2

0

2
3 x dx∫  – 4

2 3

0

1
6 x dx∫  = 8

3
2

0
x dx∫  – 2

3
2 3
0

x dx⋅∫   

   = 
22

0

8
3 2

x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 – 2
3

24

04
x⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
 = 8

3 (
22

2 –
20

2 ) – 2
3 (

42
4 –

40
4 )  

   = 16
3  – 8

3  = 8
3  τ.μ. 



416                                                                    ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3Ο:   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ   ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

 
 

6.15. Να βρείτε το εμβαδόν του τόπου που περιορίζεται από την παραβολή  y2 = 4x  και την 
ευθεία  y = 2x – 4. 

Λύση: 
Τα σημεία τομής της παραβολής και της ευθείας δίνονται από τη λύση του συστήματος: 

2 4
2 4

y x
y x

=⎧
⎨

= −⎩
 ⇔  

2 2( 4)
4 2

y y
y x
= +⎧

⎨
+ =⎩

 ⇔  
2 2 8 0
2 4

y y
x y
− − =⎧

⎨
= +⎩

 ⇔  
2 4

1 4
y yη
x x
= − =⎧

⎨ = =⎩
. 

1ος  τρόπος:  Είναι  y2 = 4x ⇔  x = 1
4 ⋅ y

2  και  y = 2x – 4 ⇔  2x = y + 4 ⇔  x = 1
2 ⋅ y + 2.  

Θεωρούμε τις συναρτήσεις  f (y) = 1
4 ⋅ y

2  και  g(y) = 1
2 ⋅ y + 2 οι οποίες είναι συνεχείς στο  . 

Έχουμε  g(y) – f (y) = 1
2 ⋅ y + 2 – 1

4 y2 = 
22 8

4
y y+ − . g(y) – f (y) = 0 ⇔  

22 8
4

y y+ −  = 0 ⇔  –

y2+2y+8 = 0 ⇔  y = –2 ή y = 4.  
Άρα  g(y) – f (y) ≥  0 για κάθε  y∈ [–2,4]. Έχουμε   
Ε = 4

2
[ ( ) ( )]g y f y dy

−
−∫  = ( )4 2

2

1 122 4y y dy
−

+ −∫  = 
42 3

2

24 12
y yy

−

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 = ( )644 8 12+ − – ( )81 4 12

−− −  = 12 – 16
3 +3– 2

3  = 15 – 6 = 9 τ.μ. 

                                                
2ος  τρόπος:  Αν φέρουμε την ευθεία  x = 1  τότε ο τόπος χωρίζεται σε δύο μέρη. Το πρώτο μέ-
ρος σχηματίζεται από την παραβολή και την ευθεία  x = 1  ενώ το δεύτερο μέρος από τον κλά-
δο της παραβολής με εξίσωση  y = 2 x  την ευθεία  y = 2x – 4  και την ευθεία  x = 1. Το εμβα-
δόν του δεύτερου μέρους το συμβολίζουμε με  Ε3. Το εμβαδόν του πρώτου μέρους είναι το 
άθροισμα δύο συμμετρικών τόπων με εμβαδά  Ε1  και  Ε2, (Ε1= Ε2).    

Είναι  Ε1= Ε2 = 1

0
2 x dx∫  = 2 1 1/ 2

0
x dx∫  = 2

1
3/ 2

0

2
3 x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

= 2( 2
3 –0) = 4

3 . 

Ε3 = ( )4

1
2 2 4x x dx− +∫  = 

4
3/ 2 2

1

4 43 x x x⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
 = 

4
2

1

4 43 x x x x⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
 = ( 4

3 ⋅4 4  – 42 + 16) – 

( 4
3 ⋅1 1  – 12 + 4) = 32

3 – 4
3 – 3 = 28

3 – 3 = 28 9
3
−  = 19

3 . 

Επομένως,  Ε = Ε1 + Ε2 + Ε3 = 4
3  + 4

3  + 19
3  = 27

3  = 9 τ.μ. 

 
 

y –∞   –2      4    +∞  
g(y) – f (y)    –    0  +  0   – 
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_______________________________________________________ΑΣΚΗΣΕΙΣ____________ 
 
Α΄  Ομάδα 
6.16. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = 4x – x2, τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 ,  x = 2. 

[Απ. 11
3
τ.μ.] 

 
6.17. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = 1 – x2  και τον άξονα  x΄x. 

[Απ. 4
3
τ.μ.] 

 
6.18. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου, που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστασης 
της συνάρτησης  f  με  f (x) = x2.ex ,  του άξονα  x΄x, και των ευθειών με εξισώσεις  x = 1  και   
x = 3. 

(Εξετάσεις 1990) 
 
6.19. α) Να βρείτε το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της   

f (x) = α2x2 + αx + 1, α ≠ 0 , τους άξονες  x΄x , y΄y  και την ευθεία με εξίσωση  x = 1. 
β)  Για ποια τιμή του  α  το  Ε(α)  είναι ελάχιστο; 

[Απ.α)Ε(α)=
22α +3α+6
6

 β)α=- 3
4
] 

 
6.20. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f  με  f (x) = x3 – x και τον άξονα  x΄x . 

[Απ. 1
2
τ.μ.] 

 
6.21. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = εφx , τους άξονες  x΄x  και  y΄y  καθώς και την ευθεία με εξίσωση  x = 4

π . 

[Απ.
2
1 ln2τ.μ.] 

 
6.22. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 – 6x2 + 9x + 1 ,  x∈ . 
α) Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία την  f  και να αποδείξετε ότι η  f (x) > 0  για κάθε  

x∈ [1,3]. 
β) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f, τον άξο-
να  x΄x  και τις ευθείες  x = 1  και  x = 3. 

(Εξετάσεις  1999) 
 
6.23. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που ορίζεται από τις σχέσεις: 

          0 ≤  x ≤ 2
π    και   0 ≤  y ≤  x.ημx. 

[Απ.1τ.μ.] 

 
6.24. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = (x + 4)e–x ,  x∈ . Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου 
που ορίζεται από τα σημεία  (x, y)  με   –1 ≤  x ≤  1  ,  0 ≤  y ≤  f (x). 

(Εξετάσεις  1992) 
 
6.25. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που ορίζεται από τις σχέσεις: 

        2
π ≤  x ≤ 7

6
π    και   συνx ≤  y ≤  0. 
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[Απ. 3
2
τ.μ.] 

 
6.26. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = x2 – x, τον άξονα  x΄x  και την ευθεία με εξίσωση  x = –1. 

[Απ.1τ.μ.] 

 
6.27. Να βρείτε το εμβαδόν του τόπου που περιορίζεται από την καμπύλη με εξίσωση   

x + y2 – 2y – 4 = 0, τον άξονα  y΄y  και τις ευθείες  y = –1, y = 2. 
[Απ.12τ.μ.] 

 
6.28. Θεωρούμε συνάρτηση  f (x) = αxν , α > 0 , x ≥ 0  και τα σημεία  
Α(x1, 0)  και  Β(x1, f (x1)).  
Υπάρχει συνάρτηση  f  για την οποία η  Cf  χωρίζει το τρίγωνο  
ΟΑΒ  σε δύο ισοδύναμα χωρία;  

[Απ.f(x)=αx3] 

 
 
 
 
6.29. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  g(x) = x   και  f (x) = 2x–1  και την ευθεία  x = 0. 

(Εξετάσεις  1996) 
 
6.30. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης  f (x) = 
2 1 αν 0

1 αν 0
2

x x
x x

⎧ + <⎪
⎨
− ≥⎪⎩

 ,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –1, x = 1. 

[Απ. 25
12

τ.μ.] 

 
6.31. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης  f (x) = 
2

2

6 αν 1
8 αν 1

1

x x x
x x

x

⎧ − − ≤
⎪
⎨ >⎪ +⎩

 ,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –1,  

x = 3. 
[Απ. 34

3
+4ln5 τ.μ.] 

 
6.32. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = 1x+  – 1x−  ,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –2 ,  x = 2. 

[Απ.6τ.μ.] 
 
6.33. Να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης  f (x) = 
1 αν 1
ln αν 1

x x
x x
− ≤⎧

⎨ >⎩
 ,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –1, x = e. 

[Απ.3 τ.μ.] 

 

6.34. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = 
αν 1

ln αν 1

xe e x

x x
x

⎧ − <
⎪
⎨

≥⎪⎩

. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής 

και να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου, το οποίο περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της  f, τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 0  και  x = e. 
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(Εξετάσεις  1991) 
 
6.35. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = 

1
(2 )

x tt e dt−−∫   και τους άξονες  x΄x ,  y΄y. 

[Απ. 1
e
τ.μ.] 

 
6.36. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεων  f (x) = 2x2  και  g(x) = 2x. 

[Απ. 1
3
τ.μ.] 

 
6.37. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφική παράσταση της συνάρτη-
σης  f (x) = 4 – x2  και  την ευθεία με εξίσωση  y = 2x + 1. 

[Απ. 32
3
τ.μ.] 

 
6.38. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  f (x) = x2  και  g(x) = x . 

[Απ.1/3 τ.μ.] 
 
6.39. Να βρείτε το εμβαδόν του τόπου που περιορίζεται από την καμπύλη με εξίσωση   

x + y2 = 2  και την ευθεία  x + y = 0. 
[Απ.9/2τ.μ.] 

 
6.40. Δίνεται η συνάρτηση  f  με    f (x) = x + 2

4
(1 )x+

. 

i) Να βρεθεί το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  
και από τις ευθείες με εξισώσεις  y = x,  x = 1,  x = α,  α > 1. 

ii) Να υπολογίσετε το όριο  lim ( )
α

E α
→+∞

. 

[Απ.i)
α1

2-2α

+
τ.μ. ii)2] 

 
6.41. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 3x + 2

1
2x

. 

α) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f. 
β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται μεταξύ της γραφικής παρά-
στασης της  f, της ευθείας με εξίσωση  y = 3x, και των ευθειών με εξισώσεις  x = 1  και  x = α  
με  α > 1. 

γ) Να υπολογίσετε το όριο του εμβαδού  Ε(α)  του ανωτέρω χωρίου, όταν το  α  τείνει στο άπειρο. 
(Εξετάσεις  1990) 

 
6.42. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = x + 1 + 2

4
( 1)x−

. 

i) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της  f. 
ii) Να βρεθεί το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f , 
την πλάγια ασύμπτωτη αυτής και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 3,  x = α,  α > 3. 

iii) Να υπολογίσετε το όριο   lim
α→+∞

( )E α . 

[Απ.i)x=1, y=x+1 ii) 2α-6
α-1

τ.μ. iii)2] 
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6.43. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 

συναρτήσεων  f (x) = αx   και  g(x) = 
2x
α  ,  α > 0. 

[Απ.
2α
3
τ.μ.] 

 
6.44. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f (x) = αx  ,  α > 0 , τον άξονα  y΄y  και  την ευθεία με εξίσωση  y = α. 

[Απ.
2α
3
τ.μ.] 

 
6.45. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτη-

σης  f (x) = αx , α > 0,  την εφαπτόμενη της  Cf  στο σημείο της  Α(α, α)  και  τις ευθείες με εξι-
σώσεις  x = 0 ,  x = 4α. 

[Απ.
22α

3
τ.μ.] 

 
6.46. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = lnx. 

i)  Να υπολογιστεί το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από την  Cf ,  τον άξονα  x΄x  
και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1,  x = α,  0 < α < 1. 

ii)  Να υπολογίσετε το όριο   
0

lim
α +→

( )E α . 
[Απ.i)Ε(α)=αlnα-α+1 τ.μ. ii)1τ.μ.] 

 

6.47. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με  f (x) = 
1

x

x
e

e +
. 

i) Να υπολογιστεί το εμβαδόν  Ε(t)  του χωρίου που περικλείεται από την  Cf ,  τον άξονα  x΄x  και 
τις ευθείες με εξισώσεις  x = 0 ,  x = t,  t < 0. 

ii) Να υπολογίσετε το όριο   lim ( )
t

E t
→−∞

. 
[Απ.i)Ε(t)=ln2-ln(et+1) τ.μ. ii)ln2 τ.μ.] 

 
6.48. Έστω η συνάρτηση  f  με  f (x) = 2

ln x
x

. 

i) Να υπολογιστεί το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από την  Cf ,  τον άξονα  x΄x  
και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 ,  x = α,  α > 1. 

ii) Να υπολογίσετε το όριο   lim
α→+∞

( )E α . 

[Απ.i)Ε(α)= α-1-lnα
α

 τ.μ. ii)1τ.μ.] 

 
6.49. Δίνονται οι συναρτήσεις  f , g  με   f (x) = 2

2
1

x
x +

    και    g(x) = 2
x . 

i) Να υπολογιστεί το εμβαδόν  Ε(α)  του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των συναρτήσεων  f ,  g  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 ,  x = α ,  α > 1. 

ii) Να υπολογίσετε το όριο   lim
α→+∞

( )E α . 

[Απ.i)ln
2

2
2α
α +1

τ.μ. ii)ln2 τ.μ.] 

 
6.50. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το διάγραμμα της συνάρτησης   

f (x) = συνx,  την εφαπτόμενη της  Cf  στο σημείο της  Α( 2
π , 0)  και  τις ευθείες με εξισώσεις   

x = 0 ,  x = π. 
[Απ.

2π
4
-2 τ.μ.] 
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6.51. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x

x
e

. 

α) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης  (ε)  της γραφικής παράστασης της  f  η οποία διέρχε-
ται από την αρχή των αξόνων  Ο. 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f, την πα-
ραπάνω εφαπτόμενη  (ε)  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = –1  και  x = 1. 

[Απ.α)y=x β) 2
e
τ.μ.] 

 
6.52. Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τους άξονες  x΄x , y΄y , την 
ευθεία με εξίσωση  y = 1  και τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f (x) = lnx . 

[Απ.e-1τ.μ.] 

 

6.53. Έστω η συνάρτηση   f (x) = 
ln 0
0 0

αν
αν

x x x
x

⋅ >⎧
⎨ =⎩

 . 

i) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 
ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν  Ε(λ)  του χωρίου που περικλείεται από την  Cf ,  τον άξονα  x΄x  
και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1 ,  x = λ ,  0 < λ < 1. 

iii) Να υπολογίσετε το όριο   
0

lim
λ +→

( )E λ . 

iv) Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f ,  
τους άξονες  x΄x , y΄y  και την ευθεία με εξίσωση  x = e. 

[Απ.ii)
2λ lnλ
2

+ 1
4
-

2λ
4
τ.μ. iii) 1

4
 iv)

2e +2
4

 τ.μ.] 

 
6.54. Δίνεται η συνάρτηση  f  με  f (x) = ημ(2x + 2

π )  και πεδίο ορισμού το διάστημα  [– 4
π , 4

π ]. 

α) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο   
x0 = 8

π . 

β) Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την παραπάνω εφαπτομένη, την 
γραφικής παράστασης της  f  και από τους θετικούς ημιάξονες  Ox , Oy. 

[Απ.β)Ε= ( )22 π+4
2 8

- 1
2
 τ.μ.] 

(Εξετάσεις  1989) 
 
6.55. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x – ημx. 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφο. 
ii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεων  f , 1f −   και από τις ευθείες με εξισώσεις  x = 0 , x = π. 

[Απ.ii)4τ.μ.] 

 
 

∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 
 
Β΄  Ομάδα 

6.56. Έστω η συνάρτηση    f (x) = 2
συν ημ αν 0

0 αν 0

x x x x
x

x

⋅ −⎧ ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

 . 

i)  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 
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ii) Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f ,  
τους άξονες  x΄x , y΄y  και την ευθεία με εξίσωση  x = 2

π . 

[Απ.ii) π-2
π

 τ.μ.] 

 
6.57. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρ-

τήσεων  f (x) = 2x2 ,  g(x) = 
3

4
x   και την ευθεία με εξίσωση  y = 2. 

[Απ. 5
3
τ.μ.] 

 
6.58. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρ-
τήσεων  f (x) = ex ,  g(x) = lnx , από τους άξονες  x΄x , y΄y  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = e ,  
y = e. 

[Απ.e2-2τ.μ.] 
 
6.59. Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από τις παραβολές   x2 = y  και  y2 = x. 

[Απ. 1
3
τ.μ.] 

 
6.60. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την παραβολή  y2 = x  και την ευθεία 
με εξίσωση  y = 2 – x. 

[Απ. 9
2
τ.μ.] 

 
6.61. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f  με   

f (x) = 1 + ημx  με  x∈ [0,3π]. Να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας που ορίζεται από την  
Cf  και τις εφαπτόμενές της στα σημεία με τετμημένες  x1 = 0 , x2 = 3π. 

[Απ. 
29π -8
4

τ.μ.] 
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_______________________________________ΓΕΝΙΚΕΣ   ΑΣΚΗΣΕΙΣ________________ 
 
Α΄  Ομάδα 

7.1. Α. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = 
2

4
x (2lnx – 1) – 2x(lnx – 1) ,   x > 0. 

α) Να βρεθεί η παράγωγος  f ′   της  f  για κάθε  x > 0. 
β) Να μελετηθεί η συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
Β. α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ε(t) = 

1
( 2) ln

t
x x dx− ⋅∫    για κάθε   t > 1. 

β) Να βρεθεί το όριο  lim
t→+∞

( )
ln

E t
t t
′
⋅

. 
(Εξετάσεις  1992) 

 

7.2. Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1
1

x

x
e
e
−
+

. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντίστροφο, την οποία να βρείτε. 
β) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι περιττή και η γραφική της παράσταση τέμνει τους άξονες μόνο 
στο  Ο. 

γ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
1

12
1
2

( )f x dx−

−∫ . 

 
7.3. Έστω  f  πραγματική συνάρτηση ορισμένη στο  , που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ι-
σχύει  ( )f x′′ >0  για κάθε  x∈ . Έστω  α, β∈   και  α < β. Να αποδειχθεί ότι: 
α)  f (x) – f (α) ≤ f ′ (β)(x – α) ,  για κάθε  x∈ [α, β]. 

β)  2 ( )
β

α
f x dx∫ ≤ f ′ (β)(β – α)2 + 2f (α)(β – α) 

(Εξετάσεις  1997) 
 
7.4. Θεωρούμε τη συνάρτηση  f : →   με   f (x) = 2x + mx – 4x – 5x ,  όπου  m∈ , m > 0. 
α) Να βρείτε τον  m  ώστε  f (x) ≥  0, για κάθε  x∈ . 
β) Για την τιμή του  m  που θα βρείτε στο  (α)  να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περι-
κλείεται από τη γραφική παράσταση της  f  τους άξονες  x΄x  και  y΄y  καθώς και την ευθεία με 
εξίσωση  x = 1. 

[Απ.α)m=10 β)Ε= 9
ln10

- 4
ln5

- 1
ln4

] 

 
7.5. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) = x.e–νx ,  x∈    όπου  ν  μη μηδενικός φυσικός αριθμός 
Α.  Να μελετήσετε τη μονοτονία  της  f  και να βρείτε τα ακρότατα και τα σημεία καμπής της. 

Β.  Να αποδείξετε ότι:   2  ≤   e2.ν2.
2

1

ν νx

ν

x e dx−⋅∫  ≤   e. 

(Εξετάσεις  1993) 
 

7.6. Αν  G(x) = 
1

( )
x

f t dt∫ ,  όπου  f (t) = 
3

1

ut e du
u∫   και  x > 0 ,  t > 0  να βρείτε: 

α) Την  G΄΄(1)                                                    β) Το  
0

lim
x +→

( ) 3
1 1

x G΄΄ x
x

⋅ −
+ −

. 

(Εξετάσεις 1995) 
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7.7. Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : [0,+∞ )→ [0,+∞ )  για την οποία ισχύει:  

          
0

( ) ( )
x

f x f t dt′ ⋅ ∫  + 2 ( )f x  = 6x2. 

Να αποδείξετε ότι: 
α)  f (0) = 0. 
β) 

0
( ) ( )

x
f x f t dt⋅ ∫  = 2x3. 

γ)  f (x) = 2x. 
 
7.8. Μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη και συνεχής στο    και  α∈ . Θεωρούμε τις συναρτήσεις  

g(x) = ( )
x

f t dt∫α   και  h(x) = ( )
x
g t dt∫α . Να αποδείξετε ότι  h(x) = ( ) ( )

x
x t f t dt− ⋅∫α . 

 
7.9. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  , για την οποία ισχύει  f (x) = 

1
( )

x
f t dt∫ . Να αποδείξετε ότι 

η  f  είναι η μηδενική συνάρτηση. 
 

7.10. Έστω  Ιν = 
1

0 10
νx dxx+∫  ,  ν *∈ . Να αποδείξετε ότι: 

i)   Ιν+1 ≤  Ιν ,  για κάθε  ν *∈ . 

ii)  0 ≤  Ιν ≤  1
ν  ,  για κάθε  ν *∈ . 

iii)  Ιν+1 + 10Ιν = 1
1ν +  ,  για κάθε  ν *∈ . 

iv)  Ι3 = 286
3  – 1000.ln 11

10 . 

 
7.11. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο  . 

α)  Να αποδείξετε ότι  
3

0 (2 1)f x dx+∫  = 1
2

7

1
( )f x dx⋅∫ . 

β)  Έστω ότι  4. 3

0
(2 1)f x dx+∫  = 

7

1
( )f x dx∫  + 2004. 

Να αποδείξετε ότι, υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ (1,7)  τέτοιο, ώστε  f (ξ) = 334. 
(Εξετάσεις  2000) 

 
7.12. Να βρεθεί η συνεχής συνάρτηση  f  για την οποία ισχύει η σχέση:   

         
1 1

0
( )xe f x dx−∫  = f (x) + ex ,   για κάθε  x∈ . 

 
7.13. Έστω συνάρτηση  f : → (0,+∞ )  η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή. Το χωρίο που σχη-

ματίζεται από την  Cf , τους δύο άξονες και την ευθεία με εξίσωση  x = 2, έχει εμβαδόν  4τ.μ. 
Θεωρούμε τη συνάρτηση   g(x) = 

0
[ ( ) (2 )]

x
f t f t dt+ −∫ . 

i)  Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της  g , καθώς και τα σημεία μηδενισμού της. 
ii)  Να μελετήσετε την  g  ως προς τα κοίλα και να βρεθούν τα σημεία καμπής. 

[Απ.i)x=0 ii)σ.κ.(1,4)] 

 

7.14. Δίνεται η συνάρτηση   f (x) =  

2

2

αν 1
2

1 ln αν 1
( 1)

x x

x x x x
x x

⎧ − ≤⎪⎪
⎨ − − ⋅⎪ >

−⎪⎩

. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής. 
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β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα:  Ι = 
2

0
( )f x dx∫ . 

[Απ.β)Ι=ln2- 7
6
] 

 
7.15. Έστω η συνάρτηση   f (x) = x2.lnx ,   x > 0. 

i)  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο της γραφικής παράστασης της  f, στο οποίο η εφα-
πτόμενη είναι παράλληλη στον άξονα  x΄x. 

ii)  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f, 
τον άξονα  x΄x  και την ευθεία με εξίσωση  x = x0 , όπου  x0  είναι η θέση του τοπικού ακρότα-
του της  f. 

(Εξετάσεις  2001) 
 
7.16. Έστω η συνάρτηση  f (x) = 2x + 4

x  ,  x > 0. 

i)  Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν  Ε(λ)  του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της  f,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες   x = λ   και   x = λ + 1,  όπου  λ > 0, είναι    
Ε(λ) = 2λ + 1 + 4.ln(1+ 1

λ
). 

ii)  Να προσδιορίσετε την τιμή του  λ  για την οποία το εμβαδόν  Ε(λ)  γίνεται ελάχιστο. 
(Εξετάσεις  2001) 

 
7.17. Έστω η συνεχής συνάρτηση  f , ια την οποία ισχύει:    f (x) = 3 + 2

0
( )

x
f t dt∫  ,  x∈ . 

α)  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  Φ(x) = 2
( )

x
f x
e

  είναι σταθερή. 

β)  Να αποδειχθεί ότι  f (x) = 3e2x. 
γ)  Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου  Ε(λ)  που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f,  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες   x = 0   και   x = λ ,  με  λ > 0. 

δ)  Να βρεθεί το όριο  
0

lim
λ +→

( )E λ
λ . 

 
7.18. Δίνεται η συνάρτηση  f  με   f (x) = x  – ln

2
x
x

 ,    x > 0. 

α) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της  f. 
β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου το οποίο περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  

f, τον άξονα  Οx  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1  και  x = 4. 
(Εξετάσεις  1991) 

 
7.19. Να βρείτε το διάστημα  [α, β]  στο οποίο το ολοκλήρωμα  2(3 2 )

β

α
x x dx+ −∫ , παίρνει τη μέγι-

στη τιμή. Ποια είναι αυτή; 
[Απ.[-1,3], 32

3
] 

 
7.20. Θεωρούμε συνάρτηση  f , παραγωγίσιμη στο   με συνεχή παράγωγο  και ( )f x′ > f (x)  για 

κάθε  x∈ . Αν  f (0) = 0, να δείξετε ότι: 
i)  x.f (x) > 0  για κάθε  x ≠ 0 , 
ii)  

1

0
( )f x dx∫ < f (1). 

 



426                                                                    ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3Ο:   ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ   ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

7.21. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο  (0,+∞ )  τέτοια, ώστε   

            f (x) = 1
x  + 21

( )x t f t dt
x
⋅∫  ,  για κάθε  x > 0. 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  (0,+∞ ). 
β) Να αποδείξετε ότι η  f (x) = 1 ln x

x
+ . 

γ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f . 
δ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της  f . 
ε) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f , τον ά-
ξονα  x΄x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x = 1, x = e. 

[Απ.γ)(- ∞ ,1] δ)x=0, y=0 ε) 3
2
] 

 
7.22. Θεωρούμε συνάρτηση  f  συνεχή στο  , για την οποία ισχύει η σχέση 

           f (x) = 2
2

1
x
x+

 + 
1 2
0
(1 ) ( )t f t dt+∫ , για κάθε  x∈ . 

α)  Να δείξετε ότι  f (x) = 2
2

1
x
x+

 – 3. 

β)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  f, τους 
άξονες  x΄x, y΄y  και την ευθεία με εξίσωση  x = 1. 

γ)  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 
[Απ.β)3-ln2 τ.μ. γ)[-4,-2]] 

 
7.23. i)  Έστω  f : [α, β]→  συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει  ξ∈ [α, β]   

          ( )
ξ

α
f t dt∫  = ( )

β

ξ
f t dt∫ . 

ii)  Να εξηγήσετε ότι αν  ( )
β

α
f t dt∫ ≠  0  τότε το  ξ∈ (α, β). 

iii)  Να δώσετε ένα παράδειγμα μιας συνάρτησης  f  στο οποίο  ξ = α  ή  ξ = β. 
 
7.24. Δίνεται η συνάρτηση   f (t) = 2 3

2
t

t
+
+

 ,  t∈ [1,4]. 

α) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
4

1
( )f t dt∫  

β) Έστω η συνάρτηση   g(x) = 2
4

1

2( ) 1

t
xxf t dtx e+⋅ ⋅

+∫  ,   x > 0. 

i)  Να αποδείξετε ότι:    2
1
xe ≤  2

t
xe ≤  2

4
xe   για κάθε  t∈ [1,4]  και  x > 0. 

ii)  Να υπολογίσετε το  lim ( )
x

g x
→+∞

. 
(Εξετάσεις  1999) 

 
7.25. Για μια συνάρτηση  f  η οποία έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο, ισχύει ότι  f (0) = 2 , (0)f ′  = 1  

και  ( )f x′′ ⋅ f (x) + ( )2( )f x′  = f (x) ( )f x′⋅  ,  για κάθε  x∈ . 
α) Να βρείτε τη συνάρτηση  f. 
β) Αν  g:[0,1]→ [0,1]  συνεχής συνάρτηση, να αποδείξετε ότι η εξίσωση   

2x – 2
0

( )
1 ( )

x g t dt
f t+∫  = 1 , έχει μοναδική λύση στο διάστημα  [0,1]. 
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7.26. Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο    τέτοια, ώστε  f (x) = 
2

2
x  + 

1
2

0
2 (2 )x f xt dt⋅∫ . 

α) Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  . 
β) Να αποδείξετε ότι η  f (x) = ex – (x + 1). 
γ) Να αποδείξετε ότι η  f  έχει μοναδική ρίζα. 
δ) Να βρείτε τα όρια  lim

x→−∞
f (x)  και  lim

x→+∞
f (x). 

[Απ.δ)+ ∞ , + ∞ ] 
(Επαναληπτικές  2004) 

 
∗               ∗               ∗               ∗               ∗ 

 
Β΄  Ομάδα 
7.27. A.  Έστω  f , g  συνεχείς συναρτήσεις στο διάστημα  [α, β]  και η  g  παίρνει μη αρνητικές τι-

μές. Τότε υπάρχει  ξ∈ [α, β]  ώστε  ( ) ( )
β

α
f x g x dx⋅∫  = ( ) ( )

β

α
f ξ g x dx⋅∫ . 

Β.  Έστω  f : [0,1]→  συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει  s∈ [0,1]  ώστε 

  
1 2
0

( )f x x dx⋅∫  = ( )
3

f s . 

 
7.28. Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : (0,+∞ )→   για την οποία ισχύουν: 

f (x) > 0 ,  x > 0 ,   ( )f x′  + 2x.f (x) = 0 , x > 0  και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το 
σημείο  Α(1,1). 
α) Να δείξετε ότι η παράγωγος της  f  είναι συνεχής στο ανοικτό διάστημα  (0, +∞ )  και να βρεί-
τε τη συνάρτηση  f. 

β) Να δείξετε ότι   2
1

2
x

x
− ⋅ f (x)  <  21

( )
2

x f t dt
t∫   <  1

2
x−  ,  x > 1. 

γ) Να βρείτε τη συνάρτηση  F(x) = 21

11 ( )
2

x
f t dt

t
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ,  x > 1. 

δ)  Να αποδείξετε ότι   2e
2

1

x te dt−∫  < 1 ,  για κάθε  x  μεγαλύτερο του  ένα. 
(Εξετάσεις  1998) 

 
7.29. Θεωρούμε συνάρτηση  f  ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα  [0, α] , α > 0  καθώς και 

τη συνάρτηση   g(x) = 
0

( )
x

f t dt∫  – x.f ( 2
x ) ,  x∈ [0, α]. Αν η συνάρτηση  f ′   είναι γνησίως αύ-

ξουσα τότε: 
α) Να μελετήσετε την  g  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
β) Να αποδείξετε ότι  

0
( )

α
f t dt∫  > α.f ( 2

α ). 
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ΘΕΜΑΤΑ    2012 
ΘΕΜΑ  Α: 
Α1.  Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ. Αν  ( )f x′ > 0  σε κάθε εσωτερικό ση-

μείο  x  του  Δ, τότε να αποδείξετε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το  Δ. 
(Μονάδες  7) 

Α2.  Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  [α , β]; 
(Μονάδες  4) 

Α3.  Έστω συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού το  Α. Πότε λέμε ότι η  f  παρουσιάζει στο  x0∈A  τοπι-
κό μέγιστο; 

(Μονάδες  4) 
Α4.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σω-
στό  ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες δύο συζυγών μιγαδικών είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον 
πραγματικό άξονα. 

β.  Μια συνάρτηση  f  είναι  1-1  αν και μόνο αν για κάθε στοιχείο  y  του συνόλου τιμών της η 
εξίσωση  f (x) = y  έχει ακριβώς μία λύση ως προς  x. 

γ.  Αν είναι  
0

lim
x x→

f (x) = +∞ , τότε  f (x) < 0  κοντά στο  x0. 

δ.  (σφx)΄ = 2
1

ημ x
 ,  x∈ –{x / ημx = 0}. 

ε.  [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x g x f x g x dx
β ββ

αα α
′ ′= +∫ ∫ ,  όπου  f ′ , g′  είναι συνεχείς συναρτήσεις 

στο  [α , β]. 
(Μονάδες  10) 

 
ΘΕΜΑ  Β: 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w  για τους οποίους ισχύουν οι επόμενες σχέσεις:  
                  21z −  + 21z +  = 4   (1)  

                  5w w− = 12                (2)   

Β1.  Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z  στο επίπεδο 
είναι κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα  ρ = 1. 

(Μονάδες  6) 

B2.  Αν  z1 , z2  είναι δύο από τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς  z  με  1 2z z− = 2  τότε, να 

βρείτε το  1 2z z+  
(Μονάδες  7) 

B3.  Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  w  στο επίπεδο 

είναι η έλλειψη με εξίσωση  
22

19 4
yx + =   και στη συνέχεια να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχι-

στη τιμή του  w . 
(Μονάδες  6) 

B4.  Για τους μιγαδικούς  z , w  που επαληθεύουν τις σχέσεις  (1) και (2) να αποδείξετε ότι:    
                                1 ≤ z w−  ≤  4 

(Μονάδες  6) 
 
ΘΕΜΑ  Γ: 
Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = (x–1)lnx – 1 ,  x > 0. 
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Γ1.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  Δ1 = (0,1] και γνη-
σίως αύξουσα στο διάστημα  Δ2 = [1,+∞ ). Στη συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 

(Μονάδες  6) 

Γ2.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  xx–1 = e2013 ,  x > 0  έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες. 
(Μονάδες  6) 

Γ3.  Αν  x1 , x2  με  x1 < x2  είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος  Γ2, να αποδείξετε ότι υ-
πάρχει  x0∈ (x1 , x2)  τέτοιο, .ώστε   
                                               0( )f x′ + f (x0) = 2012  

(Μονάδες  6) 

Γ4.  Να βρείτε το εμβαδόν που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης   
g(x) = f (x) + 1 με  x > 0 , τον άξονα  x΄x  και την ευθεία  x = e. 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  Δ: 
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : (0, )+∞ → , η οποία για κάθε  x > 0 ικανοποιεί τις σχέσεις:  

• f (x) ≠ 0     

• 
2 21

1
( )

x x x xf t dt e
− + −≥∫   

• 
1

lnln ( )( )
x t tx x dt f xf t

−⎛ ⎞− = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

Δ1.  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε τον τύπο της. 
(Μονάδες  10) 

        Αν είναι  f (x) = e–x (lnx – x) ,  x > 0  τότε: 

Δ2.  Να υπολογίσετε το όριο:   
0

lim
x +→

( )2 1( ) ( )( )f x f xf x
⎡ ⎤⋅ημ −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

(Μονάδες  5) 

Δ3.  Με τη βοήθεια της ανισότητας  lnx ≤  x–1, που ισχύει για κάθε  x > 0, να αποδείξετε ότι η συ-

νάρτηση  F(x) = ( )
x
f t dt

α∫  ,  x > 0,  όπου  α > 0, είναι κυρτή  (μονάδες  2). Στη συνέχεια να απο-

δείξετε ότι: 
                       F(x) + F(3x) > 2 F(2x) ,  για κάθε  x > 0  (μονάδες  4). 

(Μονάδες  6) 

Δ4.  Δίνεται ο σταθερός πραγματικός αριθμός  β > 0.  Να υπολογίσετε ότι υπάρχει μοναδικό   
ξ∈ (β , 2β)  τέτοιο ώστε: 
                                           F(β) + F(3β) = 2 F(ξ) 

(Μονάδες  4) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2011 
ΘΕΜΑ  Α: 
Α1.  Έστω συνάρτηση μια  f  ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ  και  x0  ένα εσωτερικό σημείο του  Δ. 

Αν η  f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο  x0  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να απο-
δείξετε ότι:  0( )f x′ = 0. 

(Μονάδες  10) 



430 

Α2.  Δίνεται συνάρτηση  f  ορισμένη στο  . Πότε η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f  στο  +∞ ; 

(Μονάδες  5) 
Α3.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σω-
στό  ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Για κάθε μιγαδικό αριθμό  z ≠ 0  ορίζουμε  z0 = 1. 
β.  Μια συνάρτηση  f : A→  λέγεται συνάρτηση  1-1, όταν για οποιαδήποτε  x1 , x2∈A ισχύει 
η συνεπαγωγή: 
                           αν   x1 ≠  x2 ,    τότε   f (x1) ≠  f (x2) 

γ.  Για κάθε  x∈ 1 = –{x / συνx = 0}  ισχύει:  (εφx)΄ = – 2
1

xσυν
. 

δ.  Ισχύει ότι:  lim
x→+∞

x
x

ημ  = 1. 

ε.  Οι γραφικές παραστάσεις  C  και  C΄  των συναρτήσεων  f  και  f –1   είναι συμμετρικές ως προς 
την ευθεία  y = x  που διχοτομεί τις γωνίες  Ôx y  και  Ôx y′ ′ . 

(Μονάδες  10) 
 
ΘΕΜΑ  Β: 
Έστω οι μιγαδικοί  z  και  w  με  z ≠  3i, οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις:  

                  3z i−  + 3z i+  = 2    και     w = z – 3i + 1
3z i−

 

Β1.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z. 
(Μονάδες  7) 

B2.  Να αποδείξετε ότι   z  + 3i = 1
3z i−

. 

(Μονάδες  4) 

B3.  Να αποδείξετε ότι ο  w  είναι πραγματικός αριθμός και ότι   –2 ≤ w ≤ 2. 
(Μονάδες  8) 

B4.  Να αποδείξετε ότι:   z w−  = z . 
(Μονάδες  6) 

 
ΘΕΜΑ  Γ: 
Δίνεται η συνάρτηση  f : → , δύο φορές παραγωγίσιμη στο  , με  (0)f ′ = f (0) = 0, η οποία 

ικανοποιεί τη σχέση:  ( )( ) ( ) 1 ( ) ( )xe f x f x f x x f x′ ′′ ′ ′′+ − = + ⋅    για κάθε  x∈ . 

Γ1.  Να αποδείξετε ότι:  f (x) = ln(ex – x) ,  x∈ . 
(Μονάδες  8) 

Γ2.  Να μελετήσετε τη συνάρτηση  f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα. 
(Μονάδες  3) 

Γ3.  Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της  f  έχει ακριβώς δύο σημεία καμπής. 
(Μονάδες  7) 

Γ4.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ln(ex – x) = συνx  έχει ακριβώς μια λύση στο διάστημα  (0, 2
π ). 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  Δ: 



431 

Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις  f , g : → , οι οποίες για κάθε  x∈  ικανοποιούν τις σχέ-
σεις:  
        i)    f (x) > 0   και    g(x) > 0   

       ii)    2
1 ( )

x
f x

e
−  = 

2

0 ( )
tx e dtg x t

−

+∫   

      iii)    2
1 ( )

x
g x

e
−  = 

2

0 ( )
tx e dtf x t

−

+∫   

Δ1.  Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι παραγωγίσιμες στο    και ότι  f (x) = g(x)  
για κάθε  x∈ . 

(Μονάδες  9) 

Δ2.  Να αποδείξετε ότι:    f (x) = ex,  x∈ . 
(Μονάδες  4) 

Δ3.  Να υπολογίσετε το όριο:   
0

lim
x −→

ln ( )
1

f x

f x
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(Μονάδες  5) 

Δ4.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-

νάρτησης  F(x) = 2

1
( )

x
f t dt∫   τους άξονες  x΄x  και  y΄y  και την ευθεία με εξίσωση  x = 1. 

(Μονάδες  7) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2010 
ΘΕΜΑ  Α: 
Α1.  Έστω συνάρτηση μια  f  ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ. Αν  F  είναι μια παράγουσα της  f  στο  

Δ, τότε να αποδείξετε ότι: 
• όλες οι συναρτήσεις της μορφής  G(x) = F(x) + c  είναι παράγουσες της  f  στο  Δ  και 
• κάθε άλλη παράγουσα  G  της  f  στο  Δ  παίρνει τη μορφή 

                        G(x) = F(x) + c ,  c∈  
(Μονάδες  6) 

Α2.  Πότε η ευθεία  x = x0  λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρ-
τησης  f ; 

(Μονάδες  4) 
Α3.  Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του  Δ. 

Πότε λέμε ότι η  f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω ή είναι κοίλη στο  Δ; 
(Μονάδες  5) 

Α4.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σω-
στό  ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Η διανυσματική ακτίνα της διαφοράς των μιγαδικών αριθμών  α+βi  και  γ+δi  είναι η διαφορά 
των διανυσματικών ακτίνων τους. 

β.  Έστω συνάρτηση  f  συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του  Δ. Αν 
η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  Δ, τότε η παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική στο 
εσωτερικό του  Δ. 

γ.  Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής σε ένα ανοικτό διάστημα  (α, β), 
τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα  (Α, Β)  όπου  
Α = lim

x α+→
f (x)  και  Β = lim

x β −→
f (x)   
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δ.  ( )συνx ′ = ημx ,  x∈  

ε.  Αν 
0

lim
x x→

f (x) < 0 ,  τότε  f (x) < 0  κοντά στο  x0 . 

(Μονάδες  10) 
 
ΘΕΜΑ  Β: 

Δίνεται η εξίσωση  z + 2
z  = 2  όπου  z∈  με  z ≠ 0. 

Β1.  Να βρείτε τις ρίζες  z1 , z2  της εξίσωσης. 
(Μονάδες  7) 

B2.  Να αποδείξετε ότι  2010
1z  + 2010

2z  = 0. 
(Μονάδες  6) 

B3.  Αν για τους μιγαδικούς  w  ισχύει  4 3w i− +  = 1 2z z− , τότε να βρείτε το γεωμετρικό τόπο 
των εικόνων των  w  στο μιγαδικό επίπεδο. 

(Μονάδες  7) 

B4.  Για τους μιγαδικούς αριθμούς  w  του ερωτήματος  B3 , να αποδείξετε ότι  3 ≤ w ≤ 7. 
(Μονάδες  5) 

 
ΘΕΜΑ  Γ: 
Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 2x + ln(x2+1) ,  x∈ . 

Γ1.  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f . 
(Μονάδες  5) 

Γ2.  Να λύσετε την εξίσωση:   2(x2–3x+2) = ln
2

4
(3 2) 1

1
x
x

⎡ ⎤− +
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

(Μονάδες  7) 

Γ3.  Να αποδείξετε ότι η  f  έχει δύο σημεία καμπής και ότι οι εφαπτόμενες της γραφικής παράστα-
σης της  f  στα σημεία καμπής της τέμνονται σε σημείο του άξονα  y΄y. 

(Μονάδες  6) 

Γ4.  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι = 
1

1
( )x f x dx

−
⋅∫  

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  Δ: 
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : →  η οποία για κάθε  x∈  ικανοποιεί τις σχέσεις:  

f (x) ≠ x       και     f (x) – x = 3 + 
0 ( )
x t dtf t t−∫       και      

Δ1.  Να αποδείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    με παράγωγο  ( )f x′ = ( )
( )
f x

f x x−
,  x∈ . 

(Μονάδες  5) 

Δ2.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g(x) = ( )2( )f x – 2x f (x) ,  x∈   είναι σταθερή. 
(Μονάδες  7) 

Δ3.  Να αποδείξετε ότι   f (x) = x + 2 9x +  ,  x∈ . 
(Μονάδες  6) 
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Δ4.  Να αποδείξετε ότι   
1

( )
x

x
f t dt

+

∫ < 
2

1
( )

x

x
f t dt

+

+∫   για κάθε  x∈ . 

(Μονάδες  7) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2009 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.  Έστω μία συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ. Αν η  f  είναι συνεχής στο  Δ  και για κά-

θε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ  ισχύει  ( )f x′ = 0, να αποδείξετε ότι η  f  είναι σταθερή σε όλο 
το  Δ. 

(Μονάδες  10) 
Β.  Πότε μια συνάρτηση  f  λέγεται παραγωγίσιμη σε ένα σημείο  x0  του πεδίου ορισμού της; 

(Μονάδες  5) 
Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Αν  z1, z2  είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε ισχύει  1 2z z⋅  = 1 2z z⋅ . 

(Μονάδες  2) 
β.  Μία συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού  Α  λέμε ότι παρουσιάζει (ολικό) ελάχιστο στο  x0∈A, 
όταν  f (x) ≥  f (x0)  για κάθε  x∈A. 

(Μονάδες  2) 

γ.  
0

lim
x→

συν 1x
x
−  = 1 

(Μονάδες  2) 
δ.  Κάθε συνάρτηση  f  συνεχής σε ένα σημείο του πεδίου ορισμού της είναι και παραγωγίσιμη 
στο σημείο αυτό. 

(Μονάδες  2) 
ε.  Αν μία συνάρτηση  f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  [α, β]  και ισχύει  f (x) < 0  για κάθε   

x∈ [α, β], τότε το εμβαδόν του χωρίου  Ω  που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της  f , τις 
ευθείες  x = α ,  x = β  και τον άξονα  x΄x  είναι  Ε(Ω) = ( )

β

α
f x dx∫ . 

(Μονάδες  2) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  z = (2λ+1) + (2λ–1)i  ,   λ∈ . 

Α.α.  Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας πάνω στην οποία βρίσκονται οι εικόνες των μιγαδικών α-
ριθμών  z, για τις διάφορες τιμές του  λ∈ . 

(Μονάδες  9) 

β.  Από τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς να αποδείξετε ότι ο μιγαδικός αριθμός  z0 = 1 – i  
έχει ο μικρότερο δυνατό μέτρο. 

(Μονάδες  8) 

B.  Να βρεθούν οι μιγαδικοί αριθμοί  w  οι οποίοι ικανοποιούν την εξίσωση   
                               2w + w  – 12 = z0    
όπου  z0  ο μιγαδικός αριθμός που αναφέρεται στο προηγούμενο ερώτημα. 

(Μονάδες  8) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = αx – ln(x+1) ,  x > –1,  όπου  α > 0  και  α ≠ 1. 
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A.  Αν ισχύει  f (x) ≥  1  για κάθε  x > –1,  να αποδείξετε ότι  α = e. 
(Μονάδες  8) 

B.  Για  α = e, 
α.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι κυρτή. 

(Μονάδες  5) 
β.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  (–1,0]  και γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα  [0,+∞ ). 
(Μονάδες  6) 

γ.  αν  β, γ∈ (–1,0)∪ (0,+∞ ), να αποδείξετε ότι η εξίσωση  ( ) 1
1

f β
x

−
−

 + ( ) 1
2

f γ
x

−
−

 = 0  έχει του-

λάχιστον μια ρίζα στο  (1,2). 
(Μονάδες  6) 

 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα  [0,2]  για την οποία ισχύει  

2

0
( 2) ( )t f t dt−∫ = 0. 

Ορίζουμε τις συναρτήσεις   H(x) =
0

( )
x
tf t dt∫  ,  x∈ [0,2]  

                                            G(x) = 
0

2

20

H( ) ( ) 3, (0,2]

1 16 lim , 0

x

t

x f t dt x
x

t x
t→

⎧ − + ∈⎪⎪
⎨

− −⎪ ⋅ =⎪⎩

∫
 

α.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  G  είναι συνεχής στο διάστημα  [0,2]. 
(Μονάδες  5) 

β.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  G  είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα  (0,2)  και ότι ισχύει  

                             G ( )x′ = – 2

H( )x
x

 ,   0 < x < 2. 

(Μονάδες  6) 

γ.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθμός  α∈ (0,2)  τέτοιος ώστε να ισχύει  Η(α) = 
0. 

(Μονάδες  7) 

δ.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένας αριθμός  ξ∈ (0,α)  τέτοιος ώστε να ισχύει   
                                      

0
( )

ξ
α tf t dt⋅ ∫  = 2

0
( )

α
ξ f t dt⋅ ∫ . 

(Μονάδες  7) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2008 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.1.  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση  f (x) = ln x , x *∈   είναι παραγωγίσιμη στο *  και ισχύει:  

                                   ( )ln x ′= 1
x  

(Μονάδες  10) 
Α.2.  Πότε μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]; 

(Μονάδες  5) 



435 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Αν μια συνάρτηση  f : Α→  είναι  1-1, τότε για την αντίστροφη συνάρτηση  f –1  ισχύει: 

                          f –1( f (x)) = x , x∈A      και      f ( f –1(y)) = y , y∈ f (A) 
(Μονάδες  2) 

β.  Μία συνεχής συνάρτηση  f  διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα στα οποία οι δια-
δοχικές ρίζες της  f  χωρίζουν το πεδίο ορισμού της. 

(Μονάδες  2) 
γ.  Όταν η διακρίνουσα  Δ  της εξίσωσης  αz2 + βz + γ = 0  με  α, β, γ∈   και  α ≠ 0  είναι αρνη-
τική, τότε η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο σύνολο  των μιγαδικών. 

(Μονάδες  2) 
δ.  Αν μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  και στρέφει τα κοίλα προς τα ά-
νω, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει  ( )f x′′ > 0  για κάθε πραγματικό αριθμό  x. 

(Μονάδες  2) 
ε.  Αν η  f  είναι συνεχής σε διάστημα  Δ  και  α, β, γ∈Δ   τότε ισχύει 

                 ( )
β

α
f x dx∫  = ( )

γ

α
f x dx∫  + ( )

β

γ
f x dx∫  

(Μονάδες  2) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Αν για τους μιγαδικούς αριθμούς  z  και  w  ισχύουν 
            ( 2 2 )i z+  = 6    και   (1 )w i− −  = (3 3 )w i− −   τότε να βρείτε: 

α.  το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z. 
(Μονάδες  6) 

β.  το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  w. 
(Μονάδες  7) 

γ.  την ελάχιστη τιμή του  w . 
(Μονάδες  6) 

δ.  την ελάχιστη τιμή του  z w− . 
(Μονάδες  6) 

 
ΘΕΜΑ  3ο: 

Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 
ln , 0
0 , 0

x x x
x

⋅ >⎧
⎨ =⎩

 

α.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  0. 
(Μονάδες  3) 

β.  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση  f  και να βρείτε το σύνολο τιμών της. 
(Μονάδες  9) 

γ.  Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετικών ριζών της εξίσωσης  x = 
α
xe   για όλες τις πραγ-

ματικές τιμές του  α. 
(Μονάδες  6) 

δ.  Να αποδείξετε ότι ισχύει  ( 1)f x′ + > f (x+1) – f (x) ,  για κάθε  x > 0. 
(Μονάδες  7) 

 
ΘΕΜΑ  4ο: 
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Έστω  f  μια συνάρτηση συνεχής στο  για την οποία ισχύει 
                               f (x) = (10x3 + 3x)

2

0
( )f t dt⋅∫  – 45  

α.  Να αποδείξετε ότι  f (x) = 20x3 + 6x – 45  
(Μονάδες  8) 

β.  Δίνεται επίσης μια συνάρτηση  g  δύο φορές παραγωγίσιμη στο  . Να αποδείξετε ότι  

                       ( )g x′′ = 
0

lim
h→

( ) ( )g x g x h
h

′ ′− − . 

(Μονάδες  4) 

γ.  Αν για τη συνάρτηση  f  του ερωτήματος  (α)  και τη συνάρτηση  g  του ερωτήματος  (β)  ισχύει 
ότι   

           
0

lim
h→ 2

( ) 2 ( ) ( )g x h g x g x h
h

+ − + −  = f (x) + 45        και          g(0) = (0)g ′ = 1,  τότε  

i.  να αποδείξετε ότι   g(x) = x5 + x3 + x + 1   
(Μονάδες  10) 

ii.  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  είναι  1-1  
(Μονάδες  3) 

 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2007 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.1.  Αν  z1 , z2  είναι μιγαδικοί αριθμοί, να αποδειχθεί ότι:  1 2z z⋅  = 1 2z z⋅ . 

(Μονάδες  8) 
Α.2.  Πότε δύο συναρτήσεις  f  και  g  λέγονται ίσες; 

(Μονάδες  4) 
Α.3.  Πότε η ευθεία  y = l  λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο  +∞ ; 

(Μονάδες  3) 
Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Αν  f  συνάρτηση συνεχής στο διάστημα  [α, β]  και για κάθε  x∈ [α, β]  ισχύει  f (x) ≥ 0  τότε  

( )
α

β
f x dx∫  > 0. 

(Μονάδες  2) 
β.  Έστω  f  μια συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και παραγωγίσιμη σε κάθε εσωτερικό 
σημείο  x  του  Δ. Αν η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  Δ  τότε  ( )f x′ > 0  σε κάθε 
εσωτερικό σημείο  x  του  Δ. 

(Μονάδες  2) 
γ.  Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο  x0  και η συνάρτηση  g  είναι συνεχής στο  x0 , τότε η 
σύνθεσή τους  g f  είναι συνεχής στο  x0. 

(Μονάδες  2) 
δ.  Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  Δ  και  α  είναι ένα σημείο του  Δ, τότε   

( )( )
( )

g x

α
f t dt

′
∫  = ( ( )) ( )f g x g x′⋅  με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν 

νόημα. 
(Μονάδες  2) 

ε.  Αν  α > 1  τότε  lim
x→−∞

αx = 0. 

(Μονάδες  2) 
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ΘΕΜΑ  2ο: 
Δίνεται ο μιγαδικός αριθμός  z = 2

2
αi

α i
+
+

  με  α∈ . 

α. Να αποδειχθεί ότι η εικόνα του μιγαδικού  z  ανήκει στον κύκλο με κέντρο  Ο(0,0)  και ακτίνα   
ρ = 1. 

(Μονάδες  9) 

β. Έστω  z1 , z2  οι μιγαδικοί που προκύπτουν από τον τύπο  z = 2
2
αi

α i
+
+

  για  α = 0  και  α = 2  αντί-

στοιχα. 
i. Να βρεθεί η απόσταση των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  z1  και  z2. 

(Μονάδες  8) 
ii. Να αποδειχθεί ότι ισχύει  (z1)2ν = (–z2)ν  για κάθε φυσικό αριθμό  ν. 

(Μονάδες  8) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = x3 – 3x – 2ημ2θ  όπου  θ∈  μία σταθερά με  θ ≠  κπ + 2

π , κ∈ . 

α.  Να αποδειχθεί ότι η  f  παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και ένα σημείο κα-
μπής. 

(Μονάδες  7) 

β.  Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες. 
(Μονάδες  8) 

γ.  Αν  x1 , x2  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και  x3  η θέση του σημείου καμπής της  f , να 
αποδειχθεί ότι τα σημεία  Α(x1, f (x1)) , B(x2, f (x2))  και  Γ(x3, f (x3))  βρίσκονται στην ευθεία   
y = –2x – 2ημ2θ. 

(Μονάδες  3) 

δ.  Να υπολογισθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f  και την ευθεία  y = –2x – 2ημ2θ. 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω  f  μια συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο διάστημα  [0,1]  για την οποία ισχύει   
f (0) > 0. Δίνεται επίσης συνάρτηση  g  συνεχής στο διάστημα  [0,1]  για την οποία ισχύει  g(x) > 0  
για κάθε  x∈ [0,1]. Ορίζουμε τις συναρτήσεις: 
          F(x) = 

0
( ) ( )

x
f t g t dt⋅∫  ,  x∈ [0,1]       και          G(x) = 

0
( )

x
g t dt∫  ,  x∈ [0,1]. 

α.  Να δειχθεί ότι  F(x) > 0  για κάθε  x  στο διάστημα  (0,1]. 
(Μονάδες  8) 

β.  Να αποδειχθεί ότι:   f (x).G(x) > F(x)  για κάθε  x  στο διάστημα  (0,1]. 
(Μονάδες  6) 

γ.  Να αποδειχθεί ότι ισχύει:   ( )
( )

F x
G x  ≤  (1)

(1)
F
G   για κάθε  x  στο διάστημα  (0,1]. 

(Μονάδες  4) 

δ.  Να βρεθεί το όριο:   
0

lim
x +→

( ) ( )
( )

2
2

0 0

5

0

( ) ( ) ημ

( )

x x

x

f t g t dt t dt

g t dt x

⋅ ⋅

⋅

∫ ∫

∫
. 

(Μονάδες  7) 
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ΘΕΜΑΤΑ    2006 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.1.  Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ. Να αποδείξετε ότι: 

• Αν ( )f x′ > 0  σε κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα σε όλο 
το  Δ. 

• Αν ( )f x′ < 0  σε κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε 
όλο το  Δ. 

(Μονάδες  10) 
Α.2.  Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής σ’ ένα διάστημα  Δ  και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του  

Δ. Πότε λέμε ότι η  f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο  Δ; 
(Μονάδες  5) 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Για κάθε μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει   2z = z2. 

(Μονάδες  2) 
β.  Αν υπάρχει το  

0

lim
x x→

f (x) > 0, τότε f (x) > 0  κοντά στο  x0. 

(Μονάδες  2) 
γ.  Η εικόνα  f (Δ)  ενός διαστήματος  Δ  μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτησης  f  εί-
ναι διάστημα. 

(Μονάδες  2) 

δ.  Ισχύει  ( )3x ′ = x.3x–1. 
(Μονάδες  2) 

ε.  Iσχύει η σχέση  ( ) ( )
β

α
f x g x dx′⋅∫  = [ ]( ) ( ) β

αf x g x⋅  – ( ) ( )
β

α
f x g x dx′ ⋅∫   όπου  f ′ , g′  είναι συνε-

χείς συναρτήσεις στο  [α, β]. 
(Μονάδες  2) 

 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Θεωρούμε τη συνάρτηση  f (x) = 2 + (x – 2)2  με  x ≥ 2. 
α. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι  1-1. 

(Μονάδες  6) 
β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση  f –1 της  f  και να βρείτε τον τύπο της. 

(Μονάδες  8) 
γ. i. Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων  f  και  f –1  με την 

ευθεία  y = x. 
(Μονάδες  4) 

ii. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  f  και  f –1. 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z1 , z2 , z3  με  1z  = 2z  = 3z  = 1   και   z1 + z2 + z3 = 0. 

α.  Να αποδείξετε ότι: 
i.  1 2z z−  = 2 3z z−  = 3 1z z− . 

(Μονάδες  9) 
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ii.  2
1 2z z− ≤  4   και   Re( 1 2z z⋅ ) ≥  –1. 

(Μονάδες  8) 
β.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των  z1 , z2 , z3  στο μιγαδικό επίπεδο, καθώς και το 

είδος του τριγώνου που αυτές σχηματίζουν. 
(Μονάδες  8) 

 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Δίνεται η συνάρτηση  f (x) = 1

1
x
x
+
−

 – lnx. 

α.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης  f. 
(Μονάδες  8) 

β.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f (x) = 0  έχει  2  ακριβώς ρίζες στο πεδίο ορισμού της. 
(Μονάδες  5) 

γ.  Αν η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g(x) = lnx  στο σημείο  Α(α,lnα)  
με  α > 0 και η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  h(x) = ex  στο σημείο  
B(β, eβ)  με  β∈  ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι ο αριθμός  α  είναι ρίζα της εξίσωσης   
f (x) = 0. 

(Μονάδες  9) 

δ.  Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων  g  και  h  έχουν ακριβώς δύο 
κοινές εφαπτόμενες. 

(Μονάδες  3) 
 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2005 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.1.  Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα  [α, β]. Αν  

• η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  και 
• f (α) ≠  f (β)  
δείξτε ότι για κάθε αριθμό  η  μεταξύ των  f (α)  και  f (β)  υπάρχει ένας, τουλάχιστον  x0∈ (α, β)  
τέτοιος, ώστε  f (x0) = η. 

(Μονάδες  9) 
Α.2.  Πότε η ευθεία  y = λx + β  λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης  f  

στο  +∞ ; 
(Μονάδες  4) 

Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Αν η  f  είναι συνεχής στο  [α, β]  με  f (α) < 0  και υπάρχει  ξ∈ (α, β)  ώστε  f (ξ) = 0, τότε 
κατ’ ανάγκη  f (β) > 0. 

(Μονάδες  2) 

β.  Αν υπάρχει το  
0

lim
x x→

(f (x) + g(x)), τότε κατ’ ανάγκη υπάρχουν τα  
0

lim
x x→

f (x)  και  
0

lim
x x→

g(x). 

(Μονάδες  2) 
γ.  Αν η  f  έχει αντίστροφη συνάρτηση  f –1  και η γραφική παράσταση της  f  έχει κοινό σημείο  
Α  με την ευθεία  y = x, τότε το σημείο  Α  ανήκει και στη γραφική παράσταση της  f –1. 

(Μονάδες  2) 
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δ.  Αν  
0

lim
x x→

f (x) = 0  και  f (x) > 0  κοντά στο  x0  τότε  
0

lim
x x→

1
( )f x

 = +∞ . 

(Μονάδες  2) 
ε.  Αν η  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  Δ  και  α  είναι ένα σημείο του  Δ, τό-

τε ισχύει  ( )( )
x

α
f t dt

′
∫  = f (x) – f (α) , για κάθε  x∈Δ. 

(Μονάδες  2) 
στ.  Αν μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα  Δ  και  δεν μηδενίζεται σ’ 

αυτό, τότε αυτή  ή  είναι θετική για κάθε  x∈Δ  ή  είναι αρνητική για κάθε  x∈Δ, δηλαδή δι-
ατηρεί πρόσημο στο διάστημα  Δ. 

(Μονάδες  2) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z1, z2, z3  με  1z  = 2z  = 3z  = 3. 

α. Δείξτε ότι:  1z  = 
1

9
z . 

(Μονάδες  7) 

β. Δείξτε ότι ο αριθμός  1

2

z
z  + 2

1

z
z   είναι πραγματικός. 

(Μονάδες  9) 

γ. Δείξτε ότι: 1 2 3z z z+ +  =  1
3
⋅ 1 2 2 3 3 1z z z z z z⋅ + ⋅ + ⋅ . 

(Μονάδες  9) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Δίνεται η συνάρτηση  f  με τύπο  f (x) = eλx ,  λ > 0. 
α.  Δείξτε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

(Μονάδες  3) 
β.  Δείξτε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f, η οποία διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων, είναι η  y = λex.  Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου επαφής  Μ. 
(Μονάδες  7) 

γ.  Δείξτε ότι το εμβαδόν  Ε(λ)  του χωρίου, το οποίο περικλείεται μεταξύ της γραφικής παράστα-
σης της  f, της εφαπτομένης της στο σημείο  Μ  και του άξονα  y΄y, είναι  Ε(λ) = 2

2
e
λ
− . 

(Μονάδες  8) 

δ.  Υπολογίστε το   lim
→+∞λ

2 ( )
2 ημ
λ Ε λ

λ
⋅
+

. 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο    τέτοια, ώστε να ισχύει η σχέση  2 ( )f x′⋅  = ( )x f xe −   
για κάθε  x∈  και  f (0) = 0. 

α.  Να δειχθεί ότι  f (x) = ln 1
2

xe+⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

(Μονάδες  6) 

β.  Να βρεθεί το:   
0

lim
x→

0
( )
ημ

x
f x t dt

x
−∫ . 

(Μονάδες  6) 
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γ.  Δίνονται οι συναρτήσεις:  h(x) = 2005 ( )
x

x
t f t dt

−
⋅∫    και   g(x) = 

2007

2007
x . Δείξτε ότι  h(x) = g(x)  για 

κάθε  x∈ . 
(Μονάδες  7) 

δ.  Δείξτε ότι η εξίσωση   2005 ( )
x

x
t f t dt

−
⋅∫  = 1

2008
  έχει ακριβώς μία λύση στο  (0,1). 

(Μονάδες  6) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2004 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.  Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σ’ ένα διάστημα  Δ  και  x0  ένα εσωτερικό σημείο του  Δ. Αν 
η  f  παρουσιάζει ακρότατο στο  x0  και είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να αποδείξετε ότι  

0( )f x′  = 0. 
(Μονάδες  10) 

Β.  Πότε μια συνάρτηση  f  λέμε ότι είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο  x0  του πεδίου ορισμού της; 
(Μονάδες  5) 

Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 

α.  Η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος δύο μιγαδικών αριθμών είναι το άθροισμα των δια-
νυσματικών ακτίνων τους. 

(Μονάδες  2) 

β.  
0

lim
x x→

f (x) = l, αν και μόνο αν  
0

lim
x x−→

f (x) = 
0

lim
x x+→

f (x) = l. 

(Μονάδες  2) 

γ.  Αν οι συναρτήσεις  f, g  είναι παραγωγίσιμες στο  x0, τότε η συνάρτηση  f .g  είναι παραγωγί-
σιμη στο  x0  και ισχύει:  0( ) ( )f g x′⋅  = 0 0( ) ( )f x g x′ ′⋅  

(Μονάδες  2) 

δ.  Έστω μια συνάρτηση  f ,  η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα  Δ. Αν  ( )f x′ >0  σε κάθε 
εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η f  είναι γνησίως φθίνουσα σε όλο το  Δ. 

(Μονάδες  2) 

ε.  Έστω μια συνεχής συνάρτηση  f  σε ένα διάστημα  [α, β]. Αν  G  είναι μια παράγουσα της  f  
στο  [α, β]  τότε   ( )

β

α
f t dt∫  = G(β) – G(α) 

(Μονάδες  2) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Δίνεται η συνάρτηση  f  με τύπο  f (x) = x2.lnx. 

α.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  f, να μελετήσετε την μονοτονία της και να βρείτε 
τα ακρότατα. 

(Μονάδες  10) 
β.  Να μελετήσετε την  f  ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής. 

(Μονάδες  8) 
γ.  Να βρείτε το σύνολο τιμών της  f. 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
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Δίνεται η συνάρτηση  g(x) = ex.f (x) , όπου  f  συνάρτηση παραγωγίσιμη στο    και   

f (0) = f ( 3
2 ) = 0. 

α.  Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ∈ (0, 3
2

)  τέτοιο ώστε  ( )f ξ′ = – f (ξ). 

(Μονάδες  8) 

β.  Εάν  f (x) = 2x2 – 3x, να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  Ι(α) = 
0

( )
α

g x dx∫  ,   α∈ . 

(Μονάδες  8) 
γ.  Να βρείτε το όριο  lim

→−∞α
Ι(α). 

(Μονάδες  9) 
 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω η συνεχής συνάρτηση  f : →   τέτοια ώστε  f (1) = 1. Αν για κάθε  x∈ , ισχύει 

  g(x) = 
3

1
( )

x
z f t dt⋅∫  – 3 1z z⋅ + (x–1) ≥  0 ,όπου  z = α+βi∈ ,  με  α, β *∈ , τότε: 

α.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη στο  και να βρείτε τη  g′  
(Μονάδες  5) 

β.  Να αποδείξετε ότι  z  = 1z z+ . 

(Μονάδες  8) 

γ.  Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος  β  να αποδείξετε ότι  Re(z2) = – 1
2

. 

(Μονάδες  6) 
δ.  Αν επιπλέον  f (2) = α > 0,  f (3) = β  και  α > β, να αποδείξετε ότι υπάρχει  x0∈ (2,3)  τέτοιο ώ-

στε  f (x0) = 0. 
(Μονάδες  6) 

 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2003 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.  Να αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι  παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  x0, τότε είναι και 

συνεχής στο σημείο αυτό. 
(Μονάδες  8) 

 
Β.  Τι σημαίνει γεωμετρικά το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογισμού; 

(Μονάδες  7) 
 
Γ.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την λέξη  Σωστό  
ή  Λάθος  δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α.  Αν  z  ένας μιγαδικός αριθμός και  z   ο συζυγής του, τότε ισχύει  z  = z  = z− . 

(Μονάδες  2) 
β.  Έστω μία συνάρτηση  f  συνεχής σε ένα διάστημα  Δ  και δύο φορές παραγωγίσιμη στο εσω-
τερικό του  Δ. Αν ( )f x′′ > 0  για κάθε εσωτερικό σημείο  x  του  Δ, τότε η  f  είναι κυρτή στο  Δ. 

(Μονάδες  2) 
γ.  Για κάθε συνάρτηση  f, παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα  Δ, ισχύει 

        ( )f x dx′∫  = f (x) + c  ,   c∈ . 
(Μονάδες  2) 
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δ.  Αν μια συνάρτηση  f  είναι κυρτή σε ένα διάστημα  Δ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης της  f  σε κάθε σημείο του  Δ  βρίσκεται  «πάνω»  από τη γραφική της παράσταση. 

(Μονάδες  2) 
ε.  Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα διάστημα  Δ  και  x0  ένα εσωτερικό σημείο του  Δ. 
Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0  και 0( )f x′  = 0, τότε η  f  παρουσιάζει υποχρεωτικά τοπικό 
ακρότατο στο  x0. 

(Μονάδες  2) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z = α + βi, όπου  α, β∈   και  w = 3z – i z⋅ + 4, όπου  z  είναι ο συ-
ζυγής του  z. 
α.  Να αποδείξετε ότι   Re(w) = 3α – β + 4      Im(w) = 3β – α. 

(Μονάδες  6) 
β.  Να αποδείξετε ότι, αν οι εικόνες του  w  στο μιγαδικό επίπεδο κινούνται στην ευθεία με εξίσωση  

y = x – 12, τότε οι εικόνες του  z  κινούνται στην ευθεία με εξίσωση  y = x – 2. 
(Μονάδες  9) 

γ.  Να βρείτε ποιος από τους μιγαδικούς αριθμούς  z, οι εικόνες των οποίων κινούνται στην ευθεία 
με εξίσωση  y = x – 2, έχει το ελάχιστο μέτρο. 

(Μονάδες  10) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Έστω η συνάρτηση   f (x) = x5 + x3 + x . 
α.  Να μελετήσετε την  f  ως προς την μονοτονία και τα κοίλα και να αποδείξετε ότι η  f  έχει αντί-

στροφη συνάρτηση. 
(Μονάδες  6) 

β.  Να αποδείξετε ότι,  f (ex) ≥  f (1 + x)  για κάθε  x∈ . 
(Μονάδες  6) 

γ.  Να αποδείξετε ότι η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  (0,0)  είναι ο ά-
ξονας συμμετρίας των γραφικών παραστάσεων της  f  και της  1f − . 

(Μονάδες  5) 
δ.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της  1f − ,  

τον άξονα των  x  και την ευθεία με εξίσωση  x = 3. 
(Μονάδες  8) 

 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής σ’ ένα διάστημα  [α, β]  που έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο  
(α, β). Αν ισχύει  f (α) = f (β) = 0  και υπάρχουν αριθμοί  γ∈ (α, β) , δ∈ (α, β),  έτσι ώστε   
f (γ).f (δ) < 0,  να αποδείξετε ότι: 
α.  Υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης  f (x) = 0  στο διάστημα  (α, β). 

(Μονάδες  8) 
β.  Υπάρχουν σημεία  ξ1 , ξ2∈ (α, β)  τέτοια ώστε  1( )f ′′ ξ < 0  και  2( )f ′′ ξ > 0. 

(Μονάδες  9) 
γ.  Υπάρχει ένα τουλάχιστον σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f. 

(Μονάδες  8) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2002 
ΘΕΜΑ  1ο: 
Α.  Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα  [α,β]. Αν  G  είναι μια παράγουσα της  f  στο  
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[α, β], τότε να δείξετε ότι:   ( )
β

α
f t dt∫  = G(β) – G(α). 

(Μονάδες  12) 
Β.1.  Έστω  η συνάρτηση  f (x) = ημx. Να δείξετε ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο    και ισχύει:  

)(xf ′  = συνx  
(Μονάδες  8) 

Β.2.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη 
Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α. Αν η συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο  [α, β]  και  συνεχής στο  (α, β] ,  τότε η  f  παίρνει πά-
ντοτε στο  [α, β]  μια μέγιστη τιμή. 

(Μονάδες  1) 
β. Κάθε συνάρτηση, που είναι  1-1  στο πεδίο ορισμού της, είναι γνησίως μονότονη. 

(Μονάδες  1) 
γ. Αν υπάρχει το όριο της συνάρτησης  f  στο  x0  και  

0

lim
x x→

( )f x  = 0, τότε  
0

lim
x x→

f (x) = 0. 

(Μονάδες  1) 
δ. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  , τότε  ( )f x dx∫  = x.f (x) – ∫ ′⋅ dxxfx )( . 

(Μονάδες  1) 
ε. Αν 

0

lim
x x→

f (x) > 0 ,  τότε  f (x) > 0  κοντά στο  x0. 

(Μονάδες  1) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 
Έστω  z  ένας μιγαδικός αριθμός και  f (ν) = iν.z ,  ν *∈ . 
α.  Να δείξετε ότι   f (3) + f (8) + f (13) + f (18) = 0. 

(Μονάδες  7) 

β.  Αν  z  = ρ  και  Arg(z) = θ, να δείξετε ότι  f (13) = ρ.[συν(
2
π +θ) + i.ημ(

2
π +θ)]    

(Μονάδες  8) 

γ.  Αν  z  = 2  και  Arg(z) = 
3
π , να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές τα σημεία του μι-

γαδικού επιπέδου που είναι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  0 ,  z  και  f (13). 
(Μονάδες  10) 

 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Έστω οι συναρτήσεις  f, g  με πεδίο ορισμού το  . Δίνεται ότι η συνάρτηση της σύνθεσης   
f g  είναι  1-1. 
α.  Να δείξετε ότι η  g  είναι  1-1. 

(Μονάδες  7) 
β.  Να δείξετε ότι η εξίσωση:   g( f (x) + x3 – x)  =  g( f (x) + 2x – 1)  έχει ακριβώς δύο θετικές και 

μία αρνητική ρίζα. 
(Μονάδες  18) 

 
ΘΕΜΑ  4ο: 
α.  Έστω δύο συναρτήσεις  h  και  g  συνεχείς στο  [α, β]. Να αποδείξετε ότι αν  h(x) > g(x)  για κά-

θε  x∈ [α, β], τότε και  ( )
β

α
h x dx∫  > ∫

β
α

dxxg )( . 

(Μονάδες  2) 
β.  Δίνεται η παραγωγίσιμη στο    συνάρτηση  f, που ικανοποιεί τις σχέσεις: 

         f (x) – )(xfe−  = x – 1 ,  x∈   και  f (0) = 0. 
i)  Να εκφραστεί  η f ′ ως συνάρτηση της  f. 

(Μονάδες  5) 
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ii)  Να δείξετε ότι  
2
x  < f (x) < x. ( )f x′  ,  για κάθε  x > 0. 

(Μονάδες  12) 
iii)  Αν  Ε  το εμβαδόν του χωρίου  Ω  που ορίζεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  

f, τις ευθείες  x = 0, x = 1  και τον άξονα  x΄x, να δείξετε ότι   1
4

 < Ε < 1
2

.f (1) 

(Μονάδες  6) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2001 
ΘΕΜΑ  1ο: 

Α. 1. Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί  z1, z2. Να αποδείξετε ότι   1 2z z⋅   =  1z  . 2z  
(Μονάδες  7,5) 

2.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη 
Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
Για κάθε μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει: 
α. 2z  = z. z            β. 2z  = z2           γ. z  = – z           δ. z  = z            ε. i z⋅  = z  

(Μονάδες  5) 
 

Β.1.   Αν  z1 = 3 + 4i  και  z2 = 1 – 3 i , να γράψετε στο τετράδιό 
σας τους αριθμούς της Στήλης  Α  και δίπλα σε κάθε αριθμό 
το γράμμα της Στήλης  Β  έτσι, ώστε να προκύπτει ισότητα. 

(Μονάδες  7,5) 
 
 
 
 

2. Αν για το μιγαδικό αριθμό  z  ισχύει  z  = 1, να δείξετε ότι    z  = 1
z

. 

(Μονάδες  5) 
 
ΘΕΜΑ  2ο: 

Έστω  f  μια πραγματική συνάρτηση  με τύπο:   f (x) = 
2

3

, 3
1 , 33

x

α x x
e xx

−

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

⋅ ≤

− >−
. 

α.  Αν η  f  είναι συνεχής, να αποδείξετε ότι  α = – 1
9

. 

(Μονάδες  9) 
β.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης  Cf  της συνάρτησης  f  στο 
σημείο  Α(4, f (4)). 

(Μονάδες  7) 
γ.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f  τον άξονα  x΄x  και τις ευθείες  x = 1  και  x = 2. 

(Μονάδες  9) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Για μια συνάρτηση  f, που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο των πραγματικών αριθμών   ,  ισχύει 
ότι:     f 3(x) + β f 2(x) + γ f (x) = x3 – 2x2 + 6x – 1  για κάθε  x∈ ,  

Στήλη  Α Στήλη  Β 
 1.   1 2z z⋅  

 2.   2
1z  

 3.   2
2z  

 4.   1z−  
 5.   2iz  

 α.    4 
 β.    2 
 γ.    25 
 δ.    –5 
 ε.    –2 
 στ.   5 
 ζ.    10 
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όπου  β, γ  πραγματικοί αριθμοί με  β2 < 3γ. 
α.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  δεν έχει ακρότατα. 

(Μονάδες  10) 
β.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα. 

(Μονάδες  8) 
γ.  Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης  f (x) = 0  στο ανοικτό διάστημα (0,1). 

(Μονάδες  7) 
 
ΘΕΜΑ  4ο: 
Έστω μια πραγματική συνάρτηση συνεχής στο σύνολο των πραγματικών αριθμών  , για την 

οποία ισχύουν οι σχέσεις:   (i)    f (x) ≠ 0 ,   για κάθε  x∈ . 
                                                    (ii)  f (x) = 1 – 2x2 1 2

0
( )t f x t dt⋅ ⋅∫  ,   για κάθε  x∈ . 

Έστω ακόμα  g  συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο  g(x) =  1
( )f x

 – x2 ,  για κάθε  x∈ . 

α.  Να δείξετε ότι ισχύει ( )f x′  = – 2x.f 2(x). 
(Μονάδες  10) 

β.  Να δείξετε ότι η συνάρτηση  g  είναι σταθερή. 
(Μονάδες  4) 

γ.  Να δείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης  f  είναι:   f (x) = 2
1

1 x+
. 

(Μονάδες  4) 
δ.  Να βρείτε το όριο   l im

x→+∞
[x.f (x).ημ2x]. 

(Μονάδες  7) 
 
 
 
 

ΘΕΜΑΤΑ    2000 
ΘΕΜΑ  1ο: 

Α1. Αν η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  x 0  του πεδίου ορισμού της, να γραφεί η 
εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f  στο σημείο  Α(x0, f (x0)). 

(Μονάδες  4) 
Α2. Να αποδείξετε ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο  x0  του πεδίου ορι-

σμού της, τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό. 
(Μονάδες  8,5) 

Β1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη 
Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
α. Αν η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0, τότε η  f ′   είναι πάντοτε συνεχής στο  x0. 
β. Αν η  f  δεν είναι συνεχής στο  x0, τότε η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  x0. 
γ. Αν η  f  έχει δεύτερη παράγωγο στο  x0, τότε η  f ′   είναι συνεχής στο  x0. 

(Μονάδες  4,5) 
Β2. Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα της στήλης  Α  και δίπλα τον αριθμό της στήλης  Β 

που αντιστοιχεί στην εφαπτομένη της κάθε συνάρτησης στο σημείο  x0. 
Στήλη  Α 

(συναρτήσεις) 
Στήλη  Β 

(εφαπτόμενες) 
α.  f (x) = 3x3 ,  x0 = 1 

β.  f (x) = ημ2x, x0 = 2
π  

1.  y = – 2x + π 

2.  y = 
4
1 x + 1 
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γ.  f (x) = 3 x ,  x0 = 0 

δ.  f (x) = x , x0 = 4 

3.  y = 9x – 6 
4.  y = –9x + 5 
5.  δεν υπάρχει 

 
(Μονάδες  8) 

 
ΘΕΜΑ  2ο: 

Δίνεται η συνάρτηση  f (z) = 2
2

z i
z i
+
−

 ,   z∈   με  z ≠ –2i,  όπου  z   ο συζυγής του  z. 

α.  Να βρείτε την τριγωνομετρική μορφή των μιγαδικών αριθμών:  w1 = f (9 – 5i)  
(Μονάδες  6) 

w2 = 
2004

2 (9 5 )3 f i⎡ ⎤⋅ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

(Μονάδες  6) 

β.  Θεωρούμε τον πίνακα  Μ = 1

1

02
3 0

w
w

⎡ ⎤
⋅⎢ ⎥−⎣ ⎦

  όπου  1w   το μέτρο του μιγαδικού  w1  του ερω-

τήματος  α. 
Να γράψετε στο τετράδιό σας το γράμμα που αντιστοιχεί στη σωστή πρόταση. 
Α.  στροφή με κέντρο την αρχή των αξόνων  Ο  και γωνία  θ = 

4
π  

Β.  συμμετρία ως προς τον άξονα  x΄x 
Γ.  συμμετρία ως προς τον άξονα  y΄y 
Δ.  συμμετρία ως προς την ευθεία  y = x 

Ε.  ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αξόνων  Ο  και λόγο  λ = 2
3  

γ.  Αν  Μ  ο πίνακας του ερωτήματος  β., τότε να βρεθεί ο πίνακας  X  ώστε να ισχύει:   
Μ.Χ = Κ  όπου  Κ  είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στο γραμμικό μετασχηματισμό στροφής με 
κέντρο την αρχή των αξόνων  Ο  και γωνία  θ = 

2
π . 

(Μονάδες  8) 
 
ΘΕΜΑ  3ο: 
Η συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο κλειστό διάστημα [0,1] και ισχύει  f ΄(x) > 0  για κάθε  
x∈ (0,1). Αν  f (0) = 2  και  f (1) = 4  να δείξετε ότι: 
α.  η ευθεία  y = 3  τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  σ’ ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη  

x0∈ (0,1). 
(Μονάδες  7) 

β.  υπάρχει  x1∈ (0,1), τέτοιο ώστε f΄(x1) = 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4
5 5 5 5

4

f f f f+ + +
 

(Μονάδες  12) 
γ.  υπάρχει  x2∈ (0,1), ώστε η εφαπτόμενη της γραφικής παράστασης της  στο σημείο  Μ(x2, f΄(x2))  
να είναι παράλληλη στην ευθεία  y = 2x + 2000. 

(Μονάδες  6) 
 
 
ΘΕΜΑ  4ο: 
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Τη χρονική στιγμή  t = 0  χορηγείται σ’ έναν ασθενή ένα φάρμακο. Η συγκέντρωση του φαρμά-
κου στο αίμα του ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση   f (t) = 2

1

α t
t
β

⋅
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,  t ≥ 0     όπου  α  και  β  εί-

ναι σταθεροί θετικοί πραγματικοί αριθμοί και ο χρόνος  t  μετριέται σε ώρες. Η μέγιστη τιμή της 
συγκέντρωσης είναι ίση με  15  μονάδες και επιτυγχάνεται  6  ώρες μετά τη χορήγηση του φαρμά-
κου. 
α.  Να βρείτε τις τιμές των σταθερών  α  και  β. 

(Μονάδες  15) 
β.  Με δεδομένο ότι η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική, όταν η τιμή της συγκέντρωσης 
είναι τουλάχιστον ίση με  12  μονάδες, να βρείτε το χρονικό διάστημα που το φάρμακο δρα απο-
τελεσματικά. 

(Μονάδες  10) 
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