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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ –ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Β΄ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο 

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΑΣΚΗΣΗ 1 

Αν 2 3 0OA OB O  
uuuur uuuur uuuur r

  και 
5

1,
3

OA OB O   
uuuur uuuur uuuur

 

α. Να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.  

β. Να βρείτε τη σχετική θέση των Α, Β, Γ . 

γ. Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα  OA,OB
uuuur uuuur

 είναι ορθογώνια. 

δ. Να αποδείξετε ότι η γωνία των OA,O
uuuur uuuur

 είναι οξεία. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 

Έστω τα μη μηδενικά διανύσματα , 
rr

 με 2o


    r

rr
 και 

1

4
o     r

r r
 

α. Δείξτε ότι 2 2 
rr

  .        

β. Βρείτε την , 
 

 
 
 

rr
. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 

Έστω  τα μη μηδενικά και συνεπίπεδα διανύσματα , ,a b c
rr r

 με τα ,b c
r r

 να έχουν 

το ίδιο μέτρο και να είναι κάθετα. Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση: 
2 2 2 2| | | | ( · ) ( · )a b a b a c 

r rr r r r
 

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 

Α. Έστω δύο διανύσματα ,a b
rr

 του επιπέδου, να αποδειχτεί ότι: · ·a b a b
r rr r

  

(Σημείωση: Λύνεται απλά και με την εφαρμογή του βιβλίου αλλά καλύτερα να δοθεί πλήρης λύση) 

Β. Έστω η συνάρτηση   7 11f x x x    . Με την βοήθεια του εσωτερικού 

γινομένου δύο διανυσμάτων, να βρείτε τη μέγιστη τιμή της f . 
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ΑΣΚΗΣΗ 5 

Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα a
r

 και b
r

 για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις 

 , 2
3

a a b




 
rr r

 και 2 2a b a 
rr r

. 

α. Να αποδείξετε ότι a b
rr

. 

β. Να αποδείξετε ότι 
3

2
b a
r r

. 

γ. Αν για το διάνυσμα c
r

 ισχύει   2 2· 4 4a c a b c  
rr r r r

, να δείξετε ότι a c
r r

Z Z . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 6 

Δίνονται τα διανύσματα , ,a b c
rr r

 τέτοια ώστε | | | | 7,| | 13b c a  
r r r

 

 και 4 3 7b c a 
r r r

. 

α. Να βρείτε την γωνία των ,( )b c
r r

. 

β. Αν τα τρία διανύσματα α έχουν κοινή αρχή να δείξετε ότι τα πέρατα τους 

είναι συνευθειακά. 

γ. Να βρείτε  διάνυσμα x
r

 και το μετρό του αν / /(2 )x b c
rr r

, ( 2 )x c b 
rr r

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 7  

Για τα σημεία , , ,A B C D  ισχύει ότι   2 10 8BD CD DA 
uuuur uuuuruuuur

 

 α. Να αποδείξετε ότι τα σημεία , ,A B C  είναι συνευθειακά 

Αν  ( 1, 4), (4,1), (0, 2)A B C k    με k΅  : 

 β. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό k . 

 γ. Για  1k   , να λύσετε την εξίσωση · 0u BC 
uuuurr

  όπου   2, 1u x x  
r

 με x΅ . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 8 

Δίνεται το παραλληλόγραμμο ABCD  με  8AC u v 
uuuur r r

 και  4 7BD u v 
uuuur r r

  οπού  

,u v
r r

 μη μηδενικά και μη συγγραμικά διανύσματα ίσων μέτρων. 

α. Να αποδείξετε ότι 2 3AB u v 
uuuur r r

  και  6 4AD u v 
uuuur r r

. 
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β. Αν το τετράπλευρο ABCD  είναι ορθογώνιο, να δείξετε ότι τα διανύσματα   

,u v
r r

 είναι κάθετα . 

γ. Αν  4u 
r

 και   ·
,

3
u v




r r
 , να υπολογίσετε την απόσταση AM , όπου M  μέσο  

της  BC . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 9 

Δίνονται τα διανύσματα , ,u v w
r r r

 με | | | | | | 0u v w k   
r r r

. 

α. Αν w u v 
r r r

, να δείξετε ότι ισχύει : 
23

·( ) ·
2

k
w u v u v  
r r r r r

. 

β. Αν 
23

·( ) ·
2

k
w u v u v  
r r r r r

, να δείξετε ότι ισχύει : w u v 
r r r

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 10 

Δίνονται τα διανύσματα a
r

 και b
r

με 6a b a b   
r rr r

 και 2 2 9a b 
rr

.Να δείξετε 

ότι: 

α. · 9a b a b  
r rr r

. 

β. a b
rr

. 

γ. Να υπολογίσετε το a b
rr

 και το a b
rr

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 11 

A. Αν για τους πραγματικούς αριθμούς ,k l  και τα μη συγγραμικά  

διανύσματα ,a b
rr

 ισχύει ότι  k a l b  
rr

 , να αποδείξετε ότι 0k l  . 

B. Δίνεται τρίγωνο ABC  και τα  διανύσματα  AB u
uuuur r

 και AC v
uuuur r

. 

i. Να λυθεί η εξίσωση     2 25 6 2 8x x u x x v      
r r

 ως προς x΅ . 

ii. Θεωρούμε τα σημεία , ,D E Z   ώστε να ισχύει  
2

3
AD AB
uuuur uuuur

,  
4

5
AZ AC
uuuur uuuur

 και   

CE BC
uuuur uuuur

.  

α. Να αποδείξετε ότι 
5

2
3

u
DE v  
uuuur r

r
 και  

2 4

3 5
DZ u v  
uuuur r r
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β. Να αποδείξετε ότι τα σημεία , ,D E Z  είναι συνευθειακά. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 12 

Δίνεται η εξίσωση 2 (2 1) 2 1 0x m x m      (1) . 

α. Έστω ότι τα σημεία Α,Β, έχουν τεταγμένες τις ρίζες της (1) και το σημείο 

( ,3)M k  ,είναι το μέσον του ΑΒ. 

i.  Nα βρείτε το  m. 

ii. Nα  βρείτε το k  ώστε το διάνυσμα MO
uuuuur

 να  σχηματίζει γωνία 300o , με τον 

άξονα x x . 

β. Αν τα διανύσματα ,a b
rr

 έχουν  συντελεστές διεύθυνσης τις  ρίζες της  (1)   να  

βρείτε το  m  ώστε τα ,a b
rr

 να είναι  συγγραμικά. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 13 

Δίνονται τα διανύσματα   2 1 5,3x   
r

  και 1(  )1 2 ,7 3x y     
r

με ,x y΅ . 

α. Αν τα διανύσματα 
r

   και  
r

 είναι αντίθετα τότε: 

i. Να βρεθούν  ,x y ΅  . 

ii. Να βρεθούν οι γωνίες των διανυσμάτων  
r

   και  
r

  με τον x x . 

β. Να εξετασθεί αν υπάρχουν ,x y΅  ώστε η γωνία του διανύσματος  
r

 με 

τον x x να είναι 
3

4


. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 14 

Δίνονται τα μοναδιαία διανύσματα ,a b
rr

 και c
r

 με 
3

· · ·
2

a b b c c a   
r rr r r r

.  

Να αποδείξετε ότι: 

α. 0a b c  
r rr r

. 

β.
1

·
2

b c  
r r

 και 2 3b c 
r r

. 

γ. Αν    1 2u x a x b x c       
rr r r

, τότε το u
r

 είναι ανεξάρτητο του x . 
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ΑΣΚΗΣΗ 15 

Έστω τα σημεία        A 0,3 ,B 0, 1 , 0,6 , ,x y   . 

α. Να βρείτε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων OA,OB,O
uuuur uuuur uuuur

 και τα μήκη 

AB , B , A 
uuuur uuuuruuuur

. 

β. Να βρείτε που κινείται το   ,x y  όταν το άθροισμα A B  
uuuur uuuur

 γίνεται 

ελάχιστο. 

γ. Να βρείτε το  ,x y  όταν A B 7     
uuuur uuuur uuuur

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 16 

Έστω τα μη μηδενικά διανύσματα , 
rr

 να δείξετε ότι: 

α. Για όλους τους πραγματικούς αριθμούς λ και μ ισχύει : 
222 2 0

  
  

   
        

uuuuuuur uuuuuuurr r rr
         . 

β. Αν στην προηγούμενη σχέση του (α) ερωτήματος ισχύει η ισότητα για 

κάποιο 0   τότε δείξτε ότι τα διανύσματα , 
rr

 είναι κάθετα. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 17 

α) Αν 1 2 3, ,e e e
r r r

 είναι μοναδιαία διανύσματα του ιδίου διανυσματικού επιπέδου 

και 1 2 2 3 3 1· · · 1e e e e e e  
r r r r r r

, τότε δύο από αυτά είναι αντίθετα. 

β) Δείξτε (κάνοντας χρήση των διανυσμάτων) ότι σε κάθε τρίγωνο ABC 

ισχύει:
3

2
A B C     . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 18 

Έστω τα  διανύσματα , ,  
rr r

, με 0    
rr r

 και   2· 2 0     
r r r r

. 

α. Να αποδειχθεί ότι 0  
r rr

. 

β. Να αποδείξετε ότι      · · · 0             
r r rr r r r r r

. 
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ΑΣΚΗΣΗ 19 

Για τα μη μηδενικά διανύσματα , ,a b c
rr r

 ισχύουν οι σχέσεις : | | | |a b c c b 
r rr r r

 και 

2 2| | | | | |a b c 
rr r

.Να αποδείξετε ότι : 2) | | | |      ) | | 2 | |       )  
r r rr r r

a b c a b b c   

 

ΑΣΚΗΣΗ 20 

Για τα διανύσματα , ,a b c
rr r

 ισχύουν οι σχέσεις : | | 2, | | 1,  · 1a b a b  
r rr r

 και 

2 2· 0a c a b 
rr r r

. 

α. Να αποδείξετε ότι το b
r

 είναι κάθετο στο ( · ) 4w a c a b 
rr r r r

. 

β. Να βρεθούν οι τιμές των πραγματικών ,x y  για τις οποίες τα μέτρα των 

διανυσμάτων , u a xb v ya b   
r rr r r r

 γίνονται ελάχιστα. 

γ.  Για 
1

1,
4

x y  , να βρείτε τη γωνία ·( , )u v
r r

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 21 

Θεωρούμε τα διανύσματα , ,a b c
rr r

   με μέτρα ανάλογα των αριθμών 3,4,7   

αντίστοιχα καθώς και το διάνυσμα 2 2u a b c  
rr r r

. 

α. Αν ένα από  τα διανύσματα , ,a b c
rr r

 δεν είναι το μηδενικό διάνυσμα, τότε το 

διάνυσμα u
r

 έχει θετικό μέτρο. 

β. Αν ισχύει πως 3u b c 
rr r

 να αποδείξετε ότι: 

i. a b
rr

 και b c
r r

. 

ii. 
4

7
b c 
r r

 και 
3

7
a c 
r r

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 22 

α. Nα αναλύσετε το διάνυσμα (16,12)u 
r

 σε δύο συνιστώσες, μία παράλληλη 

στο ( 4,6)a  
r

 και μία παράλληλη στο (6,3)b 
r

. 

β. Nα αναλύσετε το διάνυσμα (4,7)u 
r

 σε δύο συνιστώσες, μία παράλληλη και 

μία κάθετη στο ( 1,2)a  
r

. 

γ. Nα αναλύσετε το διάνυσμα (4,3)u 
r

 σε δύο συνιστώσες, μία παράλληλη στο 

(5, 2)a  
r

 και μία κάθετη στο (4, 1)b  
r

. 
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ΑΣΚΗΣΗ 23 

Δίνονται τα μη μηδενικά και μη παράλληλα διανύσματα ,a b
rr

  και τα σημεία  

, , , ,O A B C Dγια τα οποία ισχύουν:  4 , 2 4 , 5OA a b OB a b OC a b     
uuuur uuuur uuuurr r rr r r

    και 

2OD a b 
uuuur rr

  

 Να αποδείξετε ότι :  

α. Το Ο είναι εσωτερικό σημείο του BD. 

β. Τα σημεία A,B,C,D είναι κορυφές παραλληλογράμμου 

γ. Αν  M είναι το μέσο του OB , τότε  AM OC
uuuuur uuuur

 

Aν E είναι σημείο τέτοιο ώστε 
1

3
AE AB
uuuur uuuur

 , να αποδείξετε ότι : 

δ.  2 2OE a b 
uuuur rr

 

ε.   AE OD a b  
uuuur uuuur rr

 

ζ. Αν    AE OD
uuuur uuuur

 και  OD AB
uuuur uuuur

   τότε  
· 4

,
5

a b 
rr

 

 

ΑΣΚΗΣΗ 24 

Δίνονται τα διανύσματα ,a b
rr

 με 2a 
r

 και  5b 
r

.Αν για ένα διάνυσμα c
r

 

έχουμε  ·
3, ,

6
c a c


 

r r r
 και  

·
,

3
b c




r r
, να γράψετε το c

r
 σαν γραμμικό 

συνδυασμό των a
r

 και b
r

 . 
 

ΑΣΚΗΣΗ 25 

Θεωρούμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ABC  και τα σημεία ,D E  με 
1

3
AD AB
uuuur uuuur

 και 

1

5
AE AC
uuuur uuuur

.Οι ευθείες BE  και CD  τέμνονται στο σημείο M. Έστω  

3 , 5AB x AC y 
uuuur uuuurr r

 και   ,BM kBE CM lCD 
uuuuur uuuuruuuuur uuuur

 με ,k l΅ . 

α. Να δείξετε ότι BE CD
uuuuruuuur

 . 

β.  Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς ,k l  (εκφράζοντας τα διανύσματα 

στην σχέση 0BM MC CB  
uuuur uuuur uuur r

  ως γραμμικούς συνδυασμούς των ,x y
r r

 ή όπως 

αλλιώς θέλετε). 

γ. Να αποδείξετε ότι  
2 1

7 7
AM AB AC 
uuuuur uuuur uuuur

. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 

Η Ευθεία στο Επίπεδο 

ΑΣΚΗΣΗ 26 

Έστω το σημείο (1,1)A   και οι ημιευθείες Az, Aw που τέμνονται κάθετα. Αν η 

γωνία zAw στρέφεται γύρω από την κορυφή της και οι πλευρές της τέμνουν 

τους άξονες του ορθοκανονικού συστήματος στα B, C, τότε να προσδιορισθεί: 

α. Η γραμμή στην οποία ανήκει το μέσο Κ του BC. 

β. Η γραμμή στην οποία ανήκει η κορυφή D του παραλληλόγραμμου BOCD, 

όπου O η αρχή του συστήματος αναφοράς. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 27 

Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών ενός τριγώνου ΑΒΓ όταν  (4, 1)    και 

1( ):2 3 11 0x    , 2( ):2 3 0x    είναι οι εξισώσεις του ύψους και της 

διαμέσου από τις κορυφές Α και Β αντίστοιχα . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 28 

Δίνονται τα σημεία 2( ,2 )A x x   και 
2

2
,

 
 
 

B
xx

 
.Να δείξετε ότι για κάθε 0x   

ισχύει ότι ( ) 4AB  . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 29 

Αν οι εξισώσεις δύο διχοτόμων των γωνιών ενός τριγώνου ΑΒΓ είναι οι 

1( ) : 0x y    και 2( ) : 1 0y    και η κορυφή 
15 3

( , )
13 13

 , να βρεθούν οι 

συντεταγμένες των κορυφών Α και Β. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 30 

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία σχηματίζει αμβλεία γωνία με τον 

x'x, διέρχεται από το σημείο (2,4)M  και σχηματίζει με τους άξονες τρίγωνο με 

ελάχιστο εμβαδόν, το οποίο και να βρεθεί. 
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ΑΣΚΗΣΗ 31 

Δίνονται οι εξισώσεις      2 2
1 : 1 2 1 2 2 0k x k k y k         και 

      2
2 : 1 1 2 4 0k x k y k       . 

α. Να βρεθούν οι τιμές του k΅  ώστε οι  1  και  2  να παριστάνουν ευθείες. 

β. Για τις τιμές του k΅  που βρήκατε: 

i. Να δείξετε ότι οι   1  και  2  είναι παράλληλες. 

ii. Να δείξετε ότι η  1  διέρχεται από σταθερό σημείο, το οποίο να βρεθεί. 

iii. Να βρεθούν οι εξισώσεις των   1  και  2   με την ελάχιστη μεταξύ τους 

απόσταση. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 32 

Ένα γήπεδο γκολφ είναι τοποθετημένο στο επίπεδο (ορθοκανονικό σύστημα 

συντεταγμένων). Σε έναν αγώνα γκολφ χτυπάμε το μπαλάκι από το σημείο 

( 3,0)A    και έστω ότι αυτό ακολουθεί τη διαδρομή ευθείας με εξίσωση 3y x  . 

Θεωρούμε ότι η τρύπα βρίσκεται στο σημείο Β με συντεταγμένες  (2,3)B  του 

ίδιου ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων.  

α. Να ελεγχθεί αν θα μπει το μπαλάκι στη τρύπα και να δικαιολογήσετε την 

απάντηση σας. 

β. Έστω  ότι η τρύπα βρισκόταν στο σημείο Γ με συντεταγμένες ( ,3 )a a . Να 

βρεθεί ο πραγματικός αριθμός α ώστε το μπαλάκι να μπει στη τρύπα. 

γ. Ποια είναι η μικρότερη απόσταση που θα έχει το μπαλάκι από την τρύπα 

(σημείο Β), και σε ποιο σημείο της διαδρομής του θα συμβεί αυτό;  

δ. Ποια πρέπει να είναι η κλίση της ευθείας ώστε αν χτυπούσαμε το μπαλάκι 

από το σημείο Α να πετύχουμε απευθείας το στόχο μας (σημείο Β);  

Ποια θα είναι τότε η εξίσωση της ευθείας αυτής και ποια η απόσταση ΑΒ . 
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ΑΣΚΗΣΗ 33 

Να δειχθεί ότι το τετράγωνο που έχει κέντρο Κ(1,2) και 1 0x y    είναι η 

εξίσωση μιας πλευράς του, είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο που οι εξισώσεις 

δύο πλευρών του είναι 6 0, 10 0x y x y      . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 34 

Βρείτε  το  γεωμετρικό  τόπο των σημείων S του  επιπέδου , τα  οποία  έχουν  

από το  σημείο ( 4,0)A   απόσταση ,  που είναι  διπλάσια από  την  απόστασή  

τους  από τον άξονα x x . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 35 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές πάνω στις ευθείες  1 : 1y x   ,  2 : 2 0y x     

και στον οριζόντιο άξονα, ενός ορθοκανονικού συστήματος συντεταγμένων 

ˆxOy . Θεωρούμε ότι τα σημεία  ,B BB x y   και    ,x y   βρίσκονται πάνω στον 

οριζόντιο άξονα με Bx x  . 

α. Να βρεθούν οι συντεταγμένες των κορυφών του Α, Β, Γ 

β. Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου. 

γ. Να βρεθεί η εξίσωση της διαμέσου ΑΜ, της διχοτόμου ΑΕ και του ύψους 

ΑΔ, που φέρουμε από την κορυφή Α. 

δ. Να βρεθεί η εξίσωση της μεσοκαθέτου της πλευράς ΑΓ και η απόσταση της 

από την πλευρά ΑΒ. 

ε. Να βρεθούν τα σημεία τομής μιας ευθείας παράλληλης στον οριζόντιο 

άξονα που διέρχεται από το σημείο (4,3) με τις ευθείες    1 2,  . 

  

ΑΣΚΗΣΗ 36 

Αν το σημείο Ρ του επιπέδου κινείται στην ευθεία 1y x  , να δειχθεί ότι το 

συμμετρικό του Ρ΄ ως προς την ευθεία   : 2 1 0x y     κινείται στην ευθεία 

7 3 0x y   . 
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ΑΣΚΗΣΗ 37 

Δίνονται τα σημεία ( 1,3), ( ,2)A k B k   και  ( 1, 1)C k      με   k΅  

α. Να δείξετε ότι για κάθε   k΅  , τα σημεία A,B,C  αποτελούν κορυφές 

τριγώνου. 

β.  Για 1k  ,  να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ ώστε 

( ) 2( )MAB ABC  

γ. Για 1k  ,  να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Ν για τα οποία ισχύει     

( , )
5

( , )

d N AB

d N BC
  

 

ΑΣΚΗΣΗ 38 

Θεωρούμε τις ευθείες       2: 1 3 3kx k y k k      και       : 1 2010k x ky k      με   

k΅  

α. Έστω      1 2,     οι ευθείες που προκύπτουν από την ευθεία     για 2k   

και 
1

2
k    αντίστοιχα. Η ευθεία  1    τέμνει τους άξονες x x  και  y y  στα 

σημεία Α και Β  αντίστοιχα,  ενώ  η ευθεία    2  τέμνει τους άξονες x x  και  

y y στα σημεία C και D αντίστοιχα. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του 

τετράπλευρου ABCD. 

β. Αν οι ευθείες     και     είναι παράλληλες, να βρείτε την απόσταση τους. 

γ. Για  {0,1}k ΅ , να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο του μέσου M των σημείων E 

και Z, στα οποία η ευθεία    τέμνει τους άξονες των συντεταγμένων. 

δ. Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό k  ώστε η αρχή των αξόνων να απέχει 

την μέγιστη δυνατή απόσταση από την ευθεία   . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 39  - Το  χαμηλότερο  σημείο . 

Ευθεία διέρχεται από  τα  σημεία  ( ,0), (0, )A a B b  ,  α, b θετικοί . Σε σημείο S του 

τμήματος AB φέρω  AB   .Η    τέμνει  τους  άξονες  x x  και  y y  στα C , D 

αντίστοιχα . Έστω  ( , )T     το σημείο τομής  των AD και BC .  

Βρείτε τη  "χαμηλότερη " θέση του T  ( δηλαδή εκείνη με το ελάχιστο   ) 
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ΑΣΚΗΣΗ 40  

Δίνεται η εξίσωση 2 26x y xy  .  (1)  

α. Να δείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει δύο ευθείες    1 2,  , τις οποίες και 

να σχεδιάσετε. 

β. Να βρείτε την οξεία γωνία θ που σχηματίζουν οι    1 2,  . 

γ. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας   που διέρχεται από το σημείο (0,1)M  

και τέμνει τις ευθείες    1 2,   στα σημεία A,B αντιστοίχως , ώστε το σημείο Μ 

να είναι μέσο του AB. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 41 

Το σημείο (1,5)A  είναι κορυφή τετραγώνου, του οποίου η μια διαγώνιος  

βρίσκεται πάνω στην ευθεία  2y x . 

α. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΓ. 

β. Να προσδιορίσετε τις συντεταγμένες των Ρ και Γ, όπου Ρ το σημείο τομής 

των διαγωνίων. 

γ.  Αν Bx x  ,να βρεθούν οι συντεταγμένες των σημείων Β και Δ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 42 

Δίνεται η εξίσωση : (3 5) ( 3) 4 8 0a x a y a      . 

α. Να δείξετε ότι παριστάνει ευθεία για κάθε τιμή του πραγματικού α. 

β. Ποιά από τις ευθείες ισαπέχει από τα σημεία (4, 3),  (3,2)A B ; 

γ. Να βρείτε τις τιμές του α για τις οποίες η ευθεία ορίζει τρίγωνο με τους 

άξονες καθώς και το εμβαδόν του τριγώνου. 

δ. Για ποιές τιμές του α το εμβαδόν αυτό είναι ίσο με 
32

15
; 

 

ΑΣΚΗΣΗ 43 

Δίνονται οι εξισώσεις    1 :2 1 3 1 0x y         

     2 : 3 1 1 6 2 0x y          με ΅  
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α. Να αποδείξετε ότι  παριστάνουν ευθείες διερχόμενες από σταθερά σημεία.  

β. Να εξετάσετε αν υπάρχουν τιμές του ΅  ώστε η ευθεία   : 3 5y x    να 

περιέχεται σε κάποια από τις  παραπάνω οικογένειες  ευθειών. 

γ. Να εξετάσετε αν υπάρχει ευθεία που να ανήκει ταυτόχρονα και στις δυο 

παραπάνω οικογένειες ευθειών. 

δ. Να εξετάσετε αν υπάρχει ΅  ώστε   1 2/ /   

 

ΑΣΚΗΣΗ 44 

Δίνεται η εξίσωση 2 2 22(2 ) 3 0,x y x y k k k     ΅  

α. Να αποδείξετε ότι η παραπάνω εξίσωση παριστάνει δύο ευθείες ( ) και ( ) . 

β. Να αποδείξετε ότι  ( ) ( )  . 

γ. Να βρείτε το σημείο τομής  M    των ευθειών ( ) και ( ) . 

δ. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο του σημείου Μ. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 45 

Έστω  οι  ευθείες   1 : 0x y   ,   2 : 0x y    3 : ( 5) ( 1) 0k x y x y         με  

k΅  

α. Να  βρεθεί  ο  γεωμετρικός  τόπος  των  σημείων  του  επιπέδου  που  έχουν  

σταθερό  άθροισμα  αποστάσεων  από  τις     1 2,   ίσο με  3 2 . 

β. Να  αποδείξετε  ότι  για  τις  διάφορες  τιμές  του  k΅    η  ευθεία    3  

διέρχεται  από  σταθερό  σημείο (Έστω Δ) 

γ. Αν ΑΒ  είναι  η  προβολή  του  γεωμετρικού  τόπου  του   ερωτήματος  (α)  

πάνω  στον x x  . Να βρείτε  για  ποιές  τιμές  του   k΅    η  ευθεία    3   

τέμνει  το  ΑΒ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 46 

Δίνονται τα σημεία (3,2)A  και (5, 3)B  . Δύο ευθείες    1 2,   έχουν κλίση 0a   

και διέρχονται, αντίστοιχα από τα  Α και Β. 
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α. Να βρείτε συναρτήσει του α τις εξισώσεις των    1 2,   καθώς και τις 

συντεταγμένες των σημείων τομής τους με τους άξονες. 

β. Αν  η 1  τέμνει τους ,x x y y  αντίστοιχα στα K,L και η  2  τέμνει τους ,x x y y   

αντίστοιχα στα  N,M να βρείτε τις τιμές του α ώστε το τετράπλευρο KLMN να 

βρίσκεται στο 4ο τεταρτημόριο. 

Για τις τιμές αυτές του α: 

γ. Να βρείτε συναρτήσει του α το εμβαδόν του KLMN. 

δ. Ποιές είναι οι εξισώσεις των    1 2,   αν ισχύει : 
104

( )   . .
3

KLMN   ; 

 

ΑΣΚΗΣΗ 47 

α. Έστω οι  ευθείες   1 1 1 1: 0A x B y C         και   2 2 2 2: 0A x B y C      που  

τέμνονται στο  σημείο Κ.    Να  αποδειχθεί  ότι  κάθε  εξίσωση  της  μορφής    

1 1 1 2 2 2( ) 0A x B y C m A x B y C        με  m΅  παριστάνει  ευθεία  που διέρχεται  

από  το  Κ. 

β. Οι  εξισώσεις  τεσσάρων  ευθειών  είναι : 

    ΕΑΒ :3 2 1 0x y   ,    ΒΓΖ : 4 2 0x y   ,     ΓΔΕ: 2 2 0x y   ,  

   ΖΔΑ :2(3 2 1) 3(4 2) (2 2) 0x y x y x y         ,  

Να  βρεθεί  η  εξίσωση  της  ευθείας  ΒΔ  χωρίς  να  βρεθούν οι συντεταγμένες  

των Β , Δ.(Κάθε  ευθεία  τέμνει  τις  άλλες τρείς στα σημεία που αναφέρονται). 

γ. Αν  η  εξίσωση  του  (Β)  είναι  η    :6 4 0x y      να  βρείτε  τις  εξισώσεις  

των  ευθειών ( ),( )    ώστε : ( )O   και η ( )  να  είναι  μεσοπαράλληλη  των  

( ),( )  . 

δ. Να  εξετάσετε  ποιό  από  τα  σημεία ( 1, 1)    , ( 3,19)N   βρίσκεται εντός  

της  ''ζώνης''  των  παραλλήλων  ( ),( )  . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 48 

Έστω η ευθεία Ax By A B   ,  

α. Να αποδείξετε και ότι η εξίσωση     2A x y B x y B     παριστάνει ευθεία.  
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β. Ποιο είναι το σημείο τομής των δύο ευθειών;  

γ. Βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζουν οι δύο παραπάνω ευθείες. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 49 

Έστω οι εξισώσεις των ευθειών, 

       1 2 3 4: 3· 0, : 3· 0, : 3· 1, : 3· 1x y y x x y y x            

α. Βρείτε τα σημεία τομής των ευθειών 

β. Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω ευθείες σχηματίζουν ρόμβο, του οποίου να 

βρείτε το εμβαδόν. 

γ. Ποιο σημείο της ευθείας  4 : 3· 1y x    απέχει την ελάχιστη απόσταση από 

την αρχή των αξόνων; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 50 

Έστω η  ευθείας 0Ax By   (1), όπου A B Αν προσθέσουμε σε κάθε 

συντελεστή της ευθείας τον ίδιο μη μηδενικό αριθμό λ, τότε να αποδείξετε ότι 

για κάθε *΅ . 

α. Η νέα εξίσωση παριστάνει ευθεία.  

β. Όλες οι νέες εξισώσεις των ευθειών, διέρχονται από σταθερό σημείο το 

οποίο να υπολογίσετε. 

Εφαρμογή: Η ευθεία 4 3 2 0x y    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο – ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ 

Α. ΚΥΚΛΟΣ  

 

ΑΣΚΗΣΗ 51 

Δίνεται ο κύκλος       
2 2

: 1 2 4c x y     και η ευθεία       : 2 1 1 3 0x y         

με  ΅    

α. Να αποδείξετε ότι η ευθεία    διέρχεται από σταθερό σημείο για κάθε 

΅ . 

β. Να αποδείξετε ότι η ευθεία    τέμνει τον κύκλο (c) για κάθε    ΅   

γ. Για ποιες τιμές του  ΅  , η ευθεία    ορίζει χορδή στον κύκλο (c) με: 

i. ελάχιστο μήκος 

ii. μέγιστο μήκος 

iii. μήκος  2 2  

 

ΑΣΚΗΣΗ 52 

α . Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται του άξονα y y  στο 

σημείο (0, 2)A   και αποκόπτει από την ευθεία 1 0x y    τμήμα μήκους 2. 

β. Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι 1 2,c c  του (α) ερωτήματος εφάπτονται εξωτερικά  

γ. Να βρεθούν οι εξισώσεις των κοινών εφαπτομένων των 1 2,c c . 

δ .Εξετάστε αν υπάρχει κύκλος που να εφάπτεται σε ένα από τους δύο 

κύκλους του πρώτου ερωτήματος και με τους άξονες συντεταγμένων. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 53 

Έστω η εξίσωση   2 2 2( ) : 4 2 2 5 16 11 0c x y x y            με ΅ .  

α. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (c) παριστάνει ίσους κύκλους για κάθε  ΅  

που δεν διέρχονται από σταθερά σημεία. 

β. Να αποδείξετε ότι τα κέντρα των κύκλων (c)  βρίσκονται σε σταθερή ευθεία 

για κάθε  ΅  . 
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γ. Να αποδείξετε ότι οι κύκλοι (c)   εφάπτονται σε δυο σταθερές ευθείες για 

κάθε  ΅  . 

δ. Να αποδείξετε ότι από την αρχή των αξόνων διέρχονται δυο μόνο κύκλοι 

της μορφής (c)  . 

ε. Να περιγράψετε τα σημεία του επιπέδου από τα οποία διέρχονται  

i. μηδέν κύκλοι της μορφής (c)  . 

ii.  ένας κύκλος της μορφής (c)  . 

iii.  δυο κύκλοι της μορφής (c)  . 

iv.  περισσότεροι από δυο κύκλοι της μορφής (c)  . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 54 

Δίνονται τα σημεία ( 2,0)A   και (2,0)B .  

α. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων M του επιπέδου για τα οποία 

ισχύει det( , ) ·MA MB MAMB
uuuur uuuuruuuur uuuur

 

β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Ν , για τα οποία οι 

εφαπτόμενες από το N στον  κύκλο    2 2
1 : ( 2) 8x yc     είναι κάθετες. 

γ.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων των χορδών του κύκλου 

  2 2
2 : ( 2) 16x yc      που διέρχονται από το σημείο  (1,2) . 

δ. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου 

  2 2
3

1 1
:( ) ( 2)

2 4
x yc        που διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 55 

Δίνεται ο κύκλος  1c   με κέντρο την αρχή των αξόνων O  που εφάπτεται στην 

  :  3  4  25x y    και ο κύκλος  2c  με κέντρο  13,  0 ) και ακτίνα 2=8 . 

α. Βρείτε τις εξισώσεις των  1c ,  2c . 

β. Βρείτε την θέση των κύκλων και δείξτε ότι έχουν μοναδικό κοινό σημείο Α. 

γ. Βρείτε την εξίσωση ευθείας που διέρχεται από το Α και το (6,1)B ) 

δ. Εξετάστε αν η AB είναι κοινή εφαπτομένη των  1c ,  2c . 
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ε. Να βρεθούν όλες οι κοινές τους εφαπτόμενες. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 56 

Δίνονται η ευθεία   : y x  ,΅  και ο κύκλος   2 2: -2  0c x x y   

α. Δείξτε ότι η    και ο  c  τέμνονται σε  δύο σημεία. 

β. Αν Α  το σημείο τομής τους που είναι διαφορετικό του  O 0,0  και Μ το μέσο 

του ΟΑ , να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ συναρτήσει του΅ . 

γ. Δείξτε ότι το Μ ανήκει σε κύκλο  1c καθώς  ΅ . 

δ. Δείξτε ότι οι κύκλοι  c και  1c  εφάπτονται εσωτερικά. 

ΑΣΚΗΣΗ 57 

α.  Δίνονται τα σημεία  A(4,6) , B(2,8)  και Γ το μέσο του ευθύγραμμου 

τμήματος ΑΒ. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία 

ισχύει  
2

OM 2O ·OM OA·OB  
uuuuur uuuuruuuuur uuuuruuuur

. 

β. Να προσδιορίσετε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου  

  2 2:( 3) ( 7) 2c x y      που είναι παράλληλες στην διχοτόμο το πρώτου και 

τρίτου τεταρτημορίου. 

γ. Αν  1 : 2 0x y     και  2 : 6 0x y     οι προηγούμενες εφαπτόμενες, τότε 

να προσδιορίσετε την εξίσωση του κύκλου  1c  που διέρχεται από τα σημεία 

τομής των ευθειών   1  και  2  με τους άξονες. 

ΑΣΚΗΣΗ 58 

Ένας κύκλος ( )c  έχει κέντρο το σημείο (3 ,0)K a , όπου 0a   και ακτίνα R a .  

α. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων του  ( )c  που απέχουν από την 

αρχή των αξόνων απόσταση 2a . 

β. Αν οι παραπάνω εφαπτόμενες εφάπτονται του ( )c  στα σημεία Α, Β, Γ  και 

τέμνονται μεταξύ τους στα σημεία Ε, Ζ, Η να δείξετε ότι ο λόγος των εμβαδών 

των τριγώνων ΑΒΓ και ΕΖΗ είναι σταθερός 
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ΑΣΚΗΣΗ 59 

Να δείξετε ότι για κάθε t΅  τα σημεία 
2

2 2

4 4 1
( , )

1 1

t t
M

t t

 

 
  κινούνται σε έναν 

ορισμένο κύκλο ( )c , του οποίου να βρεθούν τα στοιχεία. Στη συνέχεια να 

βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου C , που διέρχονται από το 

σημείο (4,4)P . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 60 

Έστω ο κύκλος 2 2( ) : 4c x y   και τυχαίο σημείο του ( , )M    με θετικές 

συντεταγμένες. Η εφαπτομένη ευθεία ( )  του κύκλου ( )c  τέμνει τους άξονες 

x'x και ψ’ψ στα σημεία Κ , Λ αντίστοιχα. 

α. Να βρεθούν οι συντεταγμένες των Κ , Λ συναρτήσει των α, β.                                                                                         

β. Αν το τετράπλευρο ΟΚΛΝ είναι ορθογώνιο με O(0,0) και ( , )o oN x y  να δείξετε 

ότι 
2 2

1 1 1

4o ox y
  . 

γ. Να βρεθούν οι αριθμοί α, β ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου ΟΚΝΛ να 

είναι ελάχιστο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 61 

Δίνεται η εξίσωση 2 2 4 2 4 0,x y ax y a a     ΅   (1) 

α. Να βρείτε τις τιμές του  a΅  για τις οποίες η (1) παριστάνει κύκλο. 

β. Να βρείτε το γ.τ. των κέντρων των κύκλων που παριστάνει η (1). 

γ. Να δείξετε ότι όλοι οι κύκλοι που παριστάνει η (1) εφάπτονται μεταξύ τους 

σε σταθερό σημείο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 62 

Δίνεται ο κύκλος  2 2( ) : 0,c x y ax ay a    ΅   και η ευθεία  ( ): 2 0x y    . 

α. Για τις διάφορες τιμές του a΅  να βρείτε τη σχετική θέση της ( )  με τον 

( )c . 
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β. Να βρείτε τον a΅  ώστε η χορδή που ορίζεται από την ( )  στον ( )c  να 

"φαίνεται" από την αρχή των αξόνων με ορθή γωνία. 

γ. Να βρείτε τον a΅  ώστε η χορδή που ορίζεται από την ( )  στον ( )c  να έχει 

μήκος 2 6 . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 63 

Δίνεται η εξίσωση 2 2 (2 3 ) (8 4 ) 19 8 0x y k x k y k          (1) με k΅ . 

α. Nα δείξετε ότι παριστάνει κύκλο για κάθε k΅ . 

β. Ποιός είναι ο γεωμετρικός τόπος των κέντρων για k΅ ; 

γ. Να δείξετε ότι οι κύκλοι της (1) διέρχονται από δύο σταθερά σημεία. 

δ. Να βρεθεί η ακτίνα του μικρότερου από τους κύκλους της (1). 

ε. Αν 0k  , να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου με ακτίνα 

15

2
, οι οποίες διέρχονται από την αρχή των αξόνων. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 64 

Δίνονται τα σημεία 
3 7 17 13

, , ( 1,4), , , ( 6, 1)
2 2 2 2

K L M N
   
   
   

     . 

α. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΚLMN  είναι ρόμβος . 

β. Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων με κέντρα  K , L , M , N                                                                     

και ακτίνα 10r  . 

γ. Να δείξετε ότι οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σημεία. 

δ. Να βρείτε τις εξισώσεις των κοινών εφαπτόμενων των τεσσάρων κύκλων. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 65 

Δίνεται το σημείο M( ,2 )   με [0,2 )  . 

α. Να αποδείξετε ότι το  σημείο M  κινείται σε κύκλο 1( )c  του οποίου να 

προσδιορίσετε το κέντρο και την ακτίνα. 

β. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων  1 2,   του κύκλου  1( )c  ,  που 

άγονται από το (0,0)O  
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γ. Να βρεθεί η οξεία γωνία που σχηματίζουν οι εξισώσεις των 1 2,   .  

δ. Να προσδιορίσετε τις  εξισώσεις των  κύκλων   2c   και   3c ,   που 

εφάπτονται εξωτερικά του κύκλου   1c   και έχουν κοινές εφαπτόμενες τις  

1 2,    του κύκλου  1c  

 

ΑΣΚΗΣΗ 66 

Δίνεται η ευθεία      2: 1 2 1 0x y x          με  ΅ .Να βρείτε τον 

γεωμετρικό τόπο των σημείων ( , )M x y  του επίπεδου από τα οποία:  

α. δεν διέρχεται καμιά ευθεία της μορφής   . 

β. διέρχεται μοναδική ευθεία της μορφής   . 

γ.  διέρχονται δυο μόνο ευθείες της μορφής   . 

δ.  διέρχονται άπειρες  ευθείες της μορφής   . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 67 

Έστω κύκλος ( , )K r  και σταθερή χορδή του AB. Μεταβλητή χορδή CD διατηρεί 

το μήκος της. Να δειχθεί ότι σημείο τομής των AD, BC ανήκει σε κύκλο. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 68 

Δίνονται οι κύκλοι   2 2 2
1 : 2 9 0x y lxc l      ,   2 2 2

2 : 2 25 0x y lc y l     ,l΅  

α. Να μελετήσετε την σχετική θέση των δυο παραπάνω κύκλων καθώς το l  

κινείται στο ΅  (*) και σε κάθε μια περίπτωση να βρείτε την ελάχιστη και 

μέγιστη απόσταση των σημείων  1M c    και  2N c  .  

β. Για 2l   να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων  ( , )K x y  του επιπέδου 

για τα οποία  ισχύει πως 2 2 2 2 2 22 9 0 2 25x y lx l x y ly l           

γ. Δυο κύκλοι λέγονται ορθογώνιοι όταν τέμνονται και στα σημεία τομής τους 

οι εφαπτόμενες τους είναι κάθετες, όταν δηλαδή τα σημεία τομής τους 

βλέπουν υπό ορθή γωνία την διάκεντρο τους. Για ποια τιμή του l  οι 

παραπάνω κύκλοι είναι ορθογώνιοι; 
(* τεμνόμενοι, εφαπτόμενοι εξωτερικά ή εσωτερικά, ο ένας εσωτερικός του άλλου, καθένας στο εξωτερικό του άλλου). 
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ΑΣΚΗΣΗ 69 

Έστω Α , Β σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 2( )f x x x   . 

α. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f. 

β. Να δείξετε ότι 1AB 
uuuur

. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 70 

α. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου  1c , που διέρχεται από τα σημεία 

(0,5), (2, 1)A B   και ( 2,1)  . 

β. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου   2c , ο οποίος διέρχεται από το σημείο  

(2,7)  και εφάπτεται στον κύκλο  1c   στο σημείο (0,5).A  

γ. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης  ( ) , του κύκλου  1c  που διέρχεται 

από το σημείο  ( 9,2)E    και σχηματίζει με τον άξονα x x  οξεία γωνία. 

 

Β. ΠΑΡΑΒΟΛΗ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 71 

Έστω η παραβολή 2( ) : 2 , 0c y px p    και το σημείο της 0 0 0( , ), 0A x y x   Αν Ε  

είναι η εστία της παραβολής τότε  

α. Να βρείτε την απόσταση του μέσου K   του τμήματος EA από τον άξονα y y    

συναρτήσει του p και του 0x . 

β. Να  βρείτε το μήκος του τμήματος AE συναρτήσει του p και του 0x . 

γ. Να δείξετε ότι ο κύκλος με διάμετρο EA  εφάπτεται του άξονα y y . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 72 

Θεωρούμε τα σημεία 1 1 2 2( , ),  ( , )A x y B x y  της παραβολής 2: 2C y px . Αν η χορδή 

AB διέρχεται από την εστία E , να δείξετε ότι : 
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2
2

1 2 1 2

1 1
)  ,         )  ,         ) 

4 ( ) ( )

p
a y y p x x

EA EB
      : σταθερό (ανεξάρτητο της θέσης 

των Α και Β) 

 

ΑΣΚΗΣΗ 73 

Δίνεται η παραβολή 2 2 ,  0y px p  . 

α. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης ( )  στο σημείο 1 1( , )A x y  του πρώτου 

τεταρτημορίου η οποία απέχει από την αρχή των αξόνων απόσταση 2d  . 

β. Να βρεθεί η τιμή του p, αν η προβολή του A στον άξονα x'x είναι η εστία E 

της παραβολής. 

γ. Για 4p  : 

i. Να βρεθεί η προβολή C του Ο στην ( ) . 

ii. Aν η ( )  τέμνει τον άξονα x'x στο Β, να βρεθεί ο λόγος των εμβαδών των 

τριγώνων ABE,OCB. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 74 

Δίνεται η εξίσωση 2 2 3 332 16 2 0x y xy x y    . 

α. Να δείξετε ότι παριστάνει δύο κωνικές τομές    1 2,c c . 

β. Να βρεθούν τα κοινά σημεία των    1 2,c c . 

γ. Να βρεθεί η κοινή εφαπτομένη των    1 2,c c . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 75 

Δίνεται ο κύκλος 2 2 2( 4 ) 15x m y m    και η παραβολή 2 6y mx   , με *m΅ . 

α. Να δείξετε ότι για κάθε τιμή του m οι δύο κωνικές τέμνονται σε σημεία A, B 

β. Αν οι εφαπτόμενες  της παραβολής στα A, B τέμνονται  στο C να δειχθεί ότι 

το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου στο ABC συμπίπτει με την εστία της 

παραβολής για κάθε τιμή του m. 

 

ΑΣΚΗΣΗ 76  
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Δίνεται η παραβολή ( )c  η οποία έχει άξονα συμμετρίας τον  x x  και διέρχεται 

από το σημείο ( 8,8)A  . Να βρείτε: 

α. Την εξίσωση της παραβολής ( )c . 

β. Την εστία Ε και τη διευθετούσα δ της παραβολής ( )c . 

γ. Σημείο Β της παραβολής ( )c  διαφορετικό του Α, ώστε τα σημεία Α,Ε,Β να 

είναι συνευθειακά . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 77 

α. Αν Μ σημείο της παραβολής 2( ) : 2c y x ,  να δειχθεί ότι ο γεωμετρικός τόπος 

των σημείων Ν του επιπέδου για τα οποία ισχύει 4ON OM
uuuur uuuuur

 είναι επίσης  η 

παραβολή 1( )c . 

β. Να βρεθούν η εστία , η διευθετούσα της 1( )c και η απόστασή τους. 

γ. Να βρεθεί η εξίσωση της χορδής της παραβολής που έχει μέσο το σημείο 

(3,2)A . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 78 

Δίνονται  ο  κύκλος    2 2 2:c x y R    και η παραβολή    2
1 : 2c y px   . Οι  

εφαπτόμενες των δύο κωνικών σε κοινό τους  σημείο S  , σχηματίζουν τη   

γωνία ω . 

α. Δείξτε  ότι η γωνία ω ,  δεν  γίνεται  ορθή , για  οποιεσδήποτε  τιμές  των R , 

p 

β. Δείξτε ότι αν ο λόγος  
p

R
 παραμένει σταθερός , η  γωνία  ω , παραμένει  

επίσης  σταθερή . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 79 

Από  σημείο  A  της  παραβολής   2: 2 , 0c y px p   , φέρω  AQ y y    και στη 

συνέχεια  QT OA   ,  η οποία  τέμνει τον  xάξονα στο  σημείο S .  

α. Δείξτε  ότι  η θέση  του S είναι ανεξάρτητη  από την επιλογή του σημείου A. 
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b. Αν η  AS  τέμνει την παραβολή στο B , δείξτε ότι η  γωνία  ·AOB   είναι ορθή . 

 

ΑΣΚΗΣΗ 80 

α. Δείξτε  ότι κάθε  ευθεία  παράλληλη  προς  τον άξονα x x έχει με την 

παραβολή   2
1 : 2c y px  ένα ακριβώς κοινό σημείο . 

β. Δίνεται  η παραβολή 2 4y x  και το σημείο M(5,4) . Βρείτε την εξίσωση  

ευθείας , που διέρχεται από το M και τέμνει την  παραβολή  σε σημεία A , B 

ώστε  το M  να  είναι μέσο του AB . 

γ. Αποδείξτε  ότι η  εφαπτομένη     της παραβολής ,  που είναι  παράλληλη 

με την  AB, εφάπτεται της παραβολής σε  σημείο  που  έχει την ίδια  

τεταγμένη  με το μέσο  Μ . Δείξτε  ότι το τελευταίο  ισχύει γενικά . 

 

Γ. ΕΛΛΕΙΨΗ - ΥΠΕΡΒΟΛΗ 

 

ΑΣΚΗΣΗ 81 

Έστω η έλλειψη 
2 2

2 2
1

x y

a b
   με E,  E'  εστίες και τυχαίο σημείο D μεταξύ των 

εστιών διαφορετικό από το κέντρο της έλλειψης. 

α. Να προσδιορισθούν οι εξισώσεις των κύκλων    , , ,E DA E DA   όπου AA' ο 

μεγάλος άξονας της έλλειψης και να δειχθεί ότι τέμνονται πάνω στην 

έλλειψη. 

β. Να προσδιορισθεί η κοινή χορδή των παραπάνω κύκλων και να δειχθεί ότι 

κάθε σημείο της είναι εσωτερικό της έλλειψης. 

γ. Να εξετασθεί αν η ευθεία CD είναι κάθετη στην έλλειψη όπου C σημείο 

τομής των κύκλων με την έλλειψη. 
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Δίνεται η εξίσωση : 
2 2

1
2 2 2

x y

k k
 

 
  (1) 
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α. Να βρεθούν οι τιμές του k΅  για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει 

κύκλο. 

β. Να βρεθούν οι τιμές του k΅  για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει 

έλλειψη. Σε κάθε μία περίπτωση να βρεθούν τα στοιχεία της αντίστοιχης 

κωνικής τομής. 

γ. Να βρεθούν οι τιμές του k΅  για τις οποίες η εξίσωση (1) παριστάνει 

υπερβολή 
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Δίνεται η έλλειψη 
   

2 2

*1,
20 4

x m y m
m

 
  ΅ . 

α. Να προσδιορισθούν οι εξισώσεις δύο ευθειών που εφάπτονται στην 

έλλειψη για κάθε *m΅ . 

β. Αν οι δύο προηγούμενες εφαπτόμενες  σχηματίζουν με την ευθείες 1x   και 

x m  τετράπλευρο με εμβαδόν 32 τετ. μονάδες, να προσδιορισθεί η έλλειψη. 
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Δίνεται η υπερβολή  
2 2

2 2
: 1
x y

c
a b

   και το σημείο της 1 1( , )M x y  διαφορετικό από 

τις κορυφές της. Έστω    η εφαπτομένη στο Μ και     η κάθετη στην    στο 

Μ. Αν η     τέμνει τους άξονες x x  και y y  στα σημεία C,D  αντίστοιχα και Ν 

είναι το μέσο του CD:  

α. Να βρείτε την εξίσωση της    . 

β. Να βρείτε τις συντεταγμένες των C ,D ,N . 

γ. Να αποδείξετε ότι όταν το M  μεταβάλλεται, τότε το Ν κινείται σε 

υπερβολή, της οποίας να βρείτε την εκκεντρότητα. 
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Σε σημείο S του πρώτου τεταρτημορίου  , που  ανήκει στην έλλειψη  με 

εξίσωση :  
2 2

: 1
16 4

x y
c    φέρνουμε  την  εφαπτομένη  η οποία  τέμνει τις δύο 
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κατακόρυφες εφαπτόμενες ,  στα σημεία C , D και τις οριζόντιες  στα E , Z . Να  

κατασκευασθεί το  σημείο  S  ώστε να  είναι  : ( ) ( )A ACD B BEZ   
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Για τις διάφορες τιμές του k΅  να βρεθεί τι παριστάνει στο επίπεδο η 

εξίσωση : 2 2(1 ) 1k x ky k    . 
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Δίνεται το ΑΒ με 
1

( ,0)
2

    , 
1

( ,0)
2

  και το μέσον τους  Κ . Βρείτε το γεωμετρικό 

τόπο των Μ  ώστε : 
2 1

(cos( , ) 1) 1
2

MK MA MB MA MB  
uuuur uuuuruuuuur uuuur uuuur
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Δίνεται ο  κύκλος    2 2 2:c x y    ,   τα σημεία του  ( ,0)A   και  ( ,0)A    . 

Σημείο  S κινείται  επί του κύκλου και  έστω  S' το  συμμετρικό  του  ως  προς  

τον  xάξονα .  Οι  ευθείες  A'S  και  AS' τέμνονται στο Ρ . Να  βρεθεί  ο  

γεωμετρικός  τόπος  του  Ρ . 
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Δίνονται τα σημεία του επιπέδου ( 1, ), (2 , ), ( , )A y B x y M x y  με ,x y΅ . 
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α. Αν OA OB
uuuur uuuur

 να δειχθεί ότι τα σημεία ( , )M x y  ανήκουν στην παραβολή με 

εξίσωση 2 2y x  της οποίας να βρεθούν η εστία και η διευθετούσα. 

β.  Αν 
2 2

3 15OA OB 
uuuur uuuur

,  να δειχθεί ότι τα σημεία ( , )M x y  ανήκουν στον κύκλο 

με εξίσωση 2 2 3x y   του οποίου να βρεθούν το κέντρο και η ακτίνα. 

γ. Αν 
2 2

2 14OA OB 
uuuur uuuur

, να δειχθεί ότι τα σημεία ( , )M x y  ανήκουν στην έλλειψη 

με εξίσωση 2 24 3 12x y   της οποίας να βρεθούν η εκκεντρότητα και ο 

μεγάλος άξονας. 

δ. Αν 
2 2

3 15OA OB 
uuuur uuuur

, να δειχθεί ότι τα σημεία ( , )M x y  ανήκουν στην υπερβολή 

με εξίσωση 2 22 6y x   της οποίας να βρεθεί η εκκεντρότητα και οι 

ασύμπτωτες. 
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Δίνεται η έλλειψη   2 2
1 :9 25 225xc y   και η υπερβολή   2 2

2 : 7 14c x y  . Nα 

δείξετε ότι : 

α. Οι    1 2,c c  έχουν τις ίδιες εστίες. 

β. Οι    1 2,c c  τέμνονται σε τέσσερα σημεία, που αποτελούν κορυφές 

ορθογωνίου. 

γ. Οι  εφαπτόμενες των    1 2,c c  στα κοινά τους σημεία είναι κάθετες. 

 

 

http://www.mathematica.gr/forum/viewtopic.php?f=23&t=23229 

taexeiola.gr




